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Alle  Rechte,  einschließlich  des  Übersetzuiigsrechts,  vorbehalten. 


Druek  voa  Meteger  db  Wittig  in  I^eipzig. 


Aus  dem  Vorwort  zur  ersten  und  zweiten  Auflage. 


Für  die  Bearbeitung  dieses  zweiten  Teiles  meiner  funktionen- 
theoretischen Vorlesungen  sind  mir  im  wesentlichen  dieselben  Grund- 
sätze maßgebend  gewesen  wie  für  den  ersten.  Auch  hier  haben  mir 
die  RiEMANN  sehen  Vorstellungs weisen  überall  das  Gerippe  geliefert, 
um  das  sich  alle  Entwicklungen  gruppieren. 

Andererseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  in  dieses  Ge- 
rüste die  weiteren  Entwicklungen  einzuarbeiten,  die  seit  Riemann 
teils  auf  Grund  seiner  Ideen,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der  Modul- 
funktionen, teils  unabhängig  davon,  wie  namentlich  durch  Weierstrass, 
neu  hinzugekommen  sind.  Zur  Übernahme  einer  solchen  Aufgabe 
durfte  ich  mich  vielleicht  deswegen  berufen  glauben,  weil  ich  in  die 
WEiEESTRASssche  Theoric  der  elliptischen  Funktionen  von  Herrn 
H.  A.  Schwarz,  in  den  Riemann  sehen  Ideenkreis  von  Herrn  F.  Klein 
eingeführt  worden  bin.  Für  die  Detailausführurig  Riemann  scher 
Ansätze  habe  ich  auch  viel  aus  den  Schriften  von  Herrn  J.  Thomae 
geschöpft. 

Zürich,  den  9.  Februar  1899. 

Die  neue  Auflage  weist  gegenüber  der  ersten  keine  prinzipiellen 
Änderungen  in  der  Anlage  auf. 

Dagegen  habe  ich  im  einzelnen,  in  Formeln  und  Beweisen, 
vielfach  nachgebessert;  es  hat  mich  gefreut,  aus  Fehlerverzeichnissen, 
die  mir  von  eifrigen  Studenten  aus  verschiedenen  Orten  eingeschickt 
worden  sind,  zu  sehen,  daß  das  Buch  unter  der  jüngsten  mathe- 
matischen Generation  sich  Freunde  erworben  hat.  Dank  vor  allem 
der  auch  diesem  Bande  zuteil  gewordenen  tätigen  Hilfe  des  Herrn 
J.  Grand  darf  ich  hoffen,  daß  die  neue  Auflage  auch  durch  Zu- 
verlässigkeit der  Einzelheiten  sich  nützlich  erweisen  wird. 

Zürich,  den  30.  Juli  1906. 

H.  Bnrkhardt 
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Vorwort  zur  dritten  Auflage. 


Als  ich  nach  dem  allzufrühen  Tode  Bürkhardts  auf  Wunsch 
des  Verlags  die  Besorgung  der  dritten  Auflage  dieses  Buchs  über- 
nahm, erblickte  ich  meine  Aufgabe  vor  allem  darin,  die  der  Bubk- 
HARDT sehen  Darstellung  eigentümlichen  Vorzüge  zu  erhalten,  näm- 
lich die  enge  Verknüpfung  und  Durchdringung  x4.bel scher  und 
Jacobi scher,  C auch y scher,  Riemann scher  und  Weierstrass scher 
Gredanken,  sowie  die  bewußte  Heranziehung  der  geometrischen  An- 
schauung bei  aller  sonstigen  Strenge  im  Analytischen.  Daneben 
war  es  anfangs  meine  Absicht,  nur  wenige  Änderungen  vorzunehmen ; 
aber  eine  ergab  die  andere  und  schließlich  entstand  ein  fast  völlig 
neues  Buch. 

Ich  hatte,  als  ich  vor  zweiundzwanzig  Jahren  die  Burkhardt- 
schen  Elliptischen  Funktionen  als  Student  las,  an  mehreren  Stellen 
das  Bedürfnis  nach  größerer  Ausführlichkeit  und  schärferer  Um- 
reißung empfunden;  wie  ich  inzwischen  feststellen  konnte,  haben 
sich  auch  sehr  sachverständige  Beurteiler  im  gleichen  Sinne  ge- 
äußert. Daher  habe  ich  vieles,  was  meiner  Meinung  nach  zum  Kern 
der  Theorie  gehört,  breiter  und  eingehender  dargestellt;  es  ist  kein 
Zufall,  daß  dies  zumeist  bei  schon  von  Abel  bevorzugten  Fragen 
geschah  (ümkehrung,  AßELSches  Theorem,  Transformation,  Teilung, 
komplexe  Multiplikation).  Dafür  habe  ich  mancherlei,  was  ich  als 
neuere  formale  Anhängsel  oder  zum  mindesten  als  mehr  zu  den 
Außenbezirken  der  Theorie  gehörig  ansah,  einfach  weggelassen.  Für 
die  überwiegende  Mehrzahl  der  Mathematiker,  die  ja  nicht  Spe- 
zialisten für  Elliptische  Funktionen  werden  wollen,  dürfte  der  ge- 
botene Stoff  nach  wie  vor  reichlich  genügen  und  das  Buch  den  ihm 
von  Burkhardt  bestimmten  Zweck  erfüllen,  „den  Studierenden  den 
Zugang  zu  allen  Teilen  des  Gebäudes  zu  eröffnen  und  sie  mit  den 
verschiedenen  Methoden  zur  Behandlung  der  Theorie  vertraut  zu 
machen^'.  Die  Verknüpfungen  mit  den  Modulfunktionen,  mit  der 
Algebra  und  Zahlen theorie  sind  so  weit  geführt,    daß  einem  Leser, 
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der  seine  Kenntnisse  in  einem  oder  dem  anderen  dieser  Gebiete 
erweitern  will,  der  Übergang  nicht  schwer  fallen  wird.  Von  den 
zahllosen  möglichen  Anwendungen  konnte  die  neue  Auflage,  ebenso 
wie  die  alte,  doch  mit  etwas  abgeänderter  Auswahl,  nur  einige  be- 
sonders wichtige  Beispiele  bringen,  schon  mit  Rücksicht  auf  den 
umfang  des  Buchs,  der  ohnehin  trotz  der  erwähnten  Weglassungen 
durch  die  ausführlichere  Darstellung  (um  nicht  ganz  ein  Fünftel) 
angewachsen  ist.  Die  Figuren  wurden  fast  alle  neu  gezeichnet,  ihre 
Anzahl  erheblich  vermehrt. 

Neben  dem  Hauptzweck  des  Lehrbuchs  mögen  diese  Elliptischen 
Funktionen  in  einem  gewissen  Maße  noch  den  beiden  Nebenzwecken 
eines  Nachschlagewerkes  und  einer  Sammlung  der  wichtigsten  For- 
meln dienen.  Damit  ist  schon  gesagt,  daß  der  Leser,  um  einen 
ersten  Übeijjlick  zu  gewinnen,  manche  Einzelausführung  und  Formel- 
zusammenstellung zunächst  überschlagen  darf.  So  kann  der  An- 
fänger mit  dem  dritten  Abschnitt  beginnen;  dieser,  sowie  der  vierte 
und  fünfte  enthalten  das  Wichtigste  aus  der  elementaren  Theorie  der 
Elliptischen  Funktionen.  Die  beiden  ersten  Abschnitte  sollten  dann 
nachgeholt  werden;  sie  bringen  die  Theorie  der  Funktionen,  die  auf 
einer  zweiblättrigen  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig 
oder  wenigstens  relativ  zu  dieser  Fläche  unverzweigt  sind.  Der 
ganze  sechste  Abschnitt  ist  in  der  dritten  Auflage  neu  hinzugekom- 
men; er  soll  sowohl  die  Ergebnisse  der  vorhergehenden  durch  Bei-, 
spiele  erläutern,  als  auch  das  Verständnis  der  späteren  vorbereitend 
erleichtern.  Der  siebente,  achte  und  später  der  elfte  Abschnitt 
können  beim  ersten  einführenden  Studium  wenn  nicht  überschlagen, 
so  doch  mit  vorläufigem  Verzicht  auf  Einzelheiten  und  Beweise  ge- 
lesen werden;  sie  vervollständigen'  die  Theorie  insbesondere  nach 
der  formalen  Seite  hin  durch  neue  Reihen  und  Produkte  und  ordnen 
in  die  zuvor  ausschließlich  betrachtete  WEiEßSTKASssche  Theorie  die 
älteren  Funktionen  Abels  und  Jacobis  ein.  Die  diesem  Zweck  vor- 
nehmlich dienende  Einführung  der  Funktionen  «r^  w  in  §  42  mag  auf 
den  ersten  Blick  etwas  gesucht  und  herbeigeholt  erscheinen;  vielleicht 
erscheint  die  folgende  Definition  dieser  Nebensigma  natürlicher;  die 
Nullstellen  sowohl  als  die  Unendlichkeitsstellen  der  drei  Funktionen 
pu  —  e^  sind  alle  von  der  zweiten  Ordnung;  man  erhält  daher  für 
ö-  M  •  ]/p  M  —  e^  bei  passender  Festsetzung  der  Quadratwurzelvorzeichen 
drei  eindeutige,  ganze  Funktionen,  die  mit  den  in  §  42  eingeführten 
Funktionen  aji  identisch  sind.  Am  besten  rechtfertigt  sich  die 
Einführung  der  Nebensigma  schließlich  dadurch,  daß  die  cr-Quotienten 
die    einfachsten    analytischen  Darstellungen    elliptischer  Funktionen« 
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sind.  Da  im  Buch  selbst  die  Eigenschaften  der  d-Quotienteu  vom 
Periodenparallelogramm  her  abgeleitet  sind,  möge  der  Leser  sie  zur 
Übung  von  der  Fläche  her  ableiten,  die  Periodizitätseigenschaften 
durch  die  Feststellung,  ob  die  Funktionen  ]/7^"7~  auf  den  Perioden- 
wegen A,  B  das  Vorzeichen  ändern  oder  nicht,  ferner  die  Differential- 
gleichungen durch  Differentiation  dieser  Wurzeln  nach  u.  Ferner  sei 
dem  Leser  beispielsweise  empfohlen,  die  Ergebnisse  des  §  94,  zu- 
nächst die  zweite  Formel  (11),  aus  der  Transformationsgleichung 
pu  —  f'3  =  ^  ""^^  \    abzuleiten,  indem  er  die  rechte  Seite  mittels  der 

Formel  (13)  von  S.  184,  in  der  z^  =  oo  zu  setzen  ist,  durch 
pu=^  p(u\2(o^,  w.^)  ausdrückt  (zur  Kontrolle  vgl.  auch  Gleichung  (7a) 
von  S.  140);  die  Größen  e^,  e^,  e^  (§  94  (8),  (10))  mögen  dann  als 
Wurzeln  der  Gleichung  4  x^  —  g^  x  —  g^  berechnet  werden,  nachdem 
die  Invarianten  g^,  g^  nach  Vorschrift  von  §  58  (16),  (17)  aus  den 
Koeffizienten  des  Polynoms  (x^  -  [e^  -  e^)  (x^  -  {e^  -  e^)j  (vgl  §  45  (8)) 
gebildet  worden  sind.  In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  an  einem 
Beispiel  angedeutet  wurde,  mag  der  Leser  öfter  von  einem  Teil 
des  Buchs  zu  einem  anderen  Brücken  schlagen  und  Beweiswege  ver- 
suchen, die  von  denen  des  Buchs  verschieden  sind. 

Der  neunte  Abschnitt  (Umkehrproblem)  bildet  mit  dem  ihn 
ergänzenden  zehnten  ein  Hauptstück  der  Theorie,  die  damit  zu 
einem  vorläufigen  Abschluß  gelangt. 

Bis  zum  elften  Abschnitt  werden  die  Perioden  2«^,  2co^  als 
gegebene  Konstante  betrachtet;  zur  Gewinnung  einer  vollständigen 
Einsicht  muß  man  aber  auch  sie,  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft 
die  Invarianten  g^ ,  g^  als  veränderlich  ansehen  und  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  der  Wertepaare  o)^ ,  «3  und  g^ ,  g^  voneinander  unter- 
suchen. Insbesondere  ist,  da  es  unendlich  viele  Paare  primitiver 
Perioden  in  einem  Gitter  gibt,  eines  eindeutig  als  Paar  der  Haupt- 
werte zu  definieren  (XII.  Abschnitt).  Die  weitere  Untersuchung 
erleichtert  man  sich  herkömmlicherweise  dadurch,  daß  man  nur 
solche  Invarianten,  wie  z.  B.  das  Doppelverhältnis  der  Verzweigungs- 
punkte, ins  Auge  faßt,  die  eindeutig  vom  Verhältnis  r  =  w^j  «^  ab- 
hängen (Modulfunktionen;  XIII.  und  XIV.  Abschnitt).  Die  Ab- 
schnitte XII,  Xlir,  XIV  bilden  für  sich  ein  Ganzes,  das  natürlich 
enge  mit  dem  Vorausgehenden  und  dem  Folgenden  verknüpft  ist, 
das  aber  auch  bei  Beachtung  einiger  Rückverweisungen  für  sich 
allein  verständlich  ist.  Das  gleiche  gilt  von  den  drei  folgenden 
Abschnitten  XV,  XVI,  XVII,  in  denen  von  der  Transformation, 
Multiplikation  und  Teilung  der  elliptischen  Funktionen  die  Rede  ist 
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Der  XVIII.,  von  Zahlenrechnungen  handelnde  Abschnitt  ist  für 
die  Anwendungen  einer  der  wichtigsten ;  er  kann,  gleich  den  beiden 
letzten,  viel  früher  vorgenommen  werden.  Im  XIX.  Abschnitt  werden 
die  algebraischen  Gleichungen,  die  zwischen  elliptischen  Funktionen 
bestehen,'  näher  untersucht,  und  damit  für  die  ganze  Theorie  eine 
breitere  Grundlage  gewonnen  als  sie  die  anfangs  allein  betrachteten 
Gleichungen  y^  =  f^  [x)  abgeben ;  es  folgen  dann  ein  paar  geometrische 
Anwendungen.  Der  letzte  Abschnitt  endlich  enthält  eine  ausführ- 
liche Theorie  des  sphärischen  Pendels. 

Dankbar  gedenke  ich  der  treuen  Mitarbeit  des  Herrn  Dr.  Max' 
Feeiheer  V.  Pidoll,  der  auch  von  diesem  Bande  eine  Korrektur 
gelesen  hat. 

München,  März  1920. 

Georg  Faber. 
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EINLEITUNG. 


§  I.    Sachliche  Einführung. 

In  diesem  ersten  Paragraphen  soll,  soweit  es,  ohne  dem  Inhalt 
des  Buches  vorzugreifen,  möglich  ist,  kurz  auseinandergesetzt  werden, 
welche  im  Grunde  sehr  elementare  und  deshalb  um  so  wichtigere 
Aufgabe  der  reinen  Mathematik  durch  die  Lehre  von  den  ^^elliptischen 
Funktionen''^  gelöst  wird;  dabei  wird  zunächst  noch  ganz  abgesehen 
von  der  Fülle  der  möglichen  Anwendungen,  durch  welche  die  Be- 
schäftigung mit  dieser  Theorie  an  Wert  und  Reiz  gewinnt. 

Der  sachlichen  Einleitung  soll  dann  im  zweiten  Paragraphen 
ein  kurzer  geschichtlicher  Überblick  folgen,  der  fast  noch  mehr  als 
diese  Einleitung  auf  wenige  Allgemeinheiten  beschränkt  bleiben  muß, 
da  ja  von  der  Theorie  selbst  nichts  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 
darf.  Es  soll  nur  festgestellt  werden,  wie  einige  berühmte  Namen, 
die  uns  im  Verlaufe  des  Buches  immer  wieder  begegnen,  Marksteine 
für  die  einzelnen  Entwicklungsabschnitte  der  Theorie  bilden.  Wer 
durch  das  Studium  des  Buches  mit  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Funktionen  vertraut  geworden  ist,  mag  sich  durch  den  Encyklopädie- 
aufsatz  von  Fkicke^  eingehender  über  den  geschichtlichen  Werde- 
gang unterrichten;  dort  findet  man  auch  die  nötigen  Literatur- 
angaben, um  sich  in  Einzelfragen  vertiefen  zu  können,  die  außer- 
halb des  Rahmens  eines  Lehrbuchs  fallen. 

Die  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen  zweigt  sich  an  einer 
bestimmten  Stelle  von  der  Integralrechnung  ab:  Zuerst  lernt  man 
die  rationalen  Funktionen  integrieren  und  findet,  daß  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  wieder  auf  rationale  Funktionen  und  auf  Logarithmen 
solcher  führt.     Die  in  der  elementaren  Integralrechnung  neben  den 

u 


^  Uncyklopädie  der  math.  Wissenschaften,  Bd.  II  2,  Heft  2/3  (Leipzig  1913). 
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bekanntlich  (I  ß,  §  57a)^  durch  einen  Logarithmus  ersetzen,  sobald 
man  den  Gebrauch  komplexer  Zahlen  nicht  scheut.  Wir  xoollen  von 
vornherein  unter  z  eine  komplexe  Veränderliche  verstellen  und  auch  für 
vor kormp ende  Konstante,  wo  nicht  anders  vermerkt,  alle  möglichen 
komplexen   We)rig  zulassen. 

Ist  sodann  R(z,s)  eine  rationale  Funktion  der  beiden  Veränder- 
lichen z,  s  und  bedeutet  s  eine  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom 
ersten  oder  zweiten  Grades  in  z: 


1)  s=^az^-^bz-\-c, 

wo  a  und  b  nicht  beide  Null  sein  sollen,  so  gibt  es  bekanntlich 
geeignete  Substitutionen  S,  durch  die  sowohl  z  wie  s  als  rationale 
Funktionen  einer  „uniformisierenden  Hilfiveränderlichen^^  t  dargestellt 
werden  (vgl.  Gleichung  (2)  und  I  B,  §  62,  §  62a,  §  62b);  fll{z,s)dz 
geht  dadurch  über  in  fr[t)dt,  wo  7'(^)  ebenfalls  eine  rationale 
Funktion  ist,  und  das  Ergebnis  der  Integration  führt  somit  wieder 
auf  keine  anderen  Funktionen  als  auf  rationale  von  z  und  s  und 
auf  Logarithmen  solcher.  Unser  komplexer  Standpunkt  erweist  sich 
schon  hier  der  rein  reellen  Betrachtungsweise  überlegen,  da  er  alle 
lästigen  Fallunterscheidungen  erspart.  Die  zweiblättrige  Riemann sehe 
Fläche,  auf  der  s  =  '^az^-\-bz-\-c  eine  eindeutige  Funktion  von 
z  ist,  wird  durch  die  Substitution  S  auf  die  unverzweigte  ^Ebene  (oder 
Kugel)  abgebildet.    Im  Falle  ^  =  ]/ 1  —  2:^  kann  man  beispielsweise 

setzen. 

Es  sei  nun  weiter  *•  nicht  mehr  eine  Quadratwurzel  aus  einem 
Polynom  ersten  oder  zweiten  Grades,  sondern  eine  solche  aus  einem 
Polynome  dritten  oder  vierten  Grades;  wir  werden  bald  sehen,  daß 
es  zweckmäßig  ist,  diese  beiden  Gradzahlen  zusammen  zu  behandeln. 
Wir  setzen  also 


3)  s  =  l//'(z) 
und 

4)  f[z)  =  a^  2*  +  4«,  z^  +  603  z2  _|_  4«^  ^  _|_  «^  ; 

dadurch,  daß  wir  in  (4)  die  Koeffizienten  von  2^,  z"^,  z  nicht  a^,  a^,  a.^, 
sondern  4a^,  Qa^,  4a^  nennen,  vereinfachen  wir  einige  spätere  Aus- 

^  ^Die  beiden  im  gleichen  Verlage  erschienenen  Hefte  des  ersten  Bandes 
dieser  Vorlesungen:  „Algebraiscke  Analgsls^^  und  „Einführung  in  die  Theorie  der 
analytischen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen'-''  werden  im  folgenden 
mit  ,,I  A"  und  „I 13"  zitiert. 


§  1.    Sachliche  Einführung. 


drücke.  Wir  lassen  ausdrücklich  zu,  daß  a^  =  0,  nicht  aber,  daß 
gleichzeitig  a^  =  0  ist;  wenn  wir  besonders  hervorheben  wollen, 
daß  «0  +  ^  ^^* »  schreiben  wir  auch  f^(z)  statt  f{z),  während  wir 
uns  der  Bezeichnungsweise  /g  (z)  dann  bedienen,  wenn  Qq  =  0  ist. 
Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  (I  B,  §§  44,  46)  hat  die 
Gleichung  f^  (z)  =  0  vier  Wurzeln ;  wir  bezeichnen  sie  in  beliebiger 
Reihenfolge  mit  (Zq,  a^,  a^,  c^3,  ebenso  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
f^[z)-=-0  mit  c?j,  cfg,  «g.     Es  ist  also: 

5)  /; [z)  -%[z-  o?o) (^  -  ^i) (^  -  f^-i) (2  -  cfg) , 

6)  /;  (z)  =  4ßi  (z  -  ofj  (z  -  a^)  [z  -  cfg) . 

(Doch  behalten  wir  uns  vor,  die  Nullstellen  von  f^  (z)  gelegentlich 
auch  anders  zu  numerieren,  z.  B.  a^y  a^,  a^,  und  dann  mit  a^  die 
vierte  Verzweigungsstelle  von  '^  f^i^),  d.  i.  den  Punkt  oo  zu  bezeichnen). 

I.  Solange  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  zugelassen  wird,  setzen 
wir  vor  aus  j  daß  die  Wurzeln  von  f{z)  alle  voneinander  verschieden  seien. 

Wir  betrachten  nun  Integrale  der  Form 

7)  fR{z,^J{z))dz, 

WO  R  wieder  eine  rationale  Funktion  bedeutet. 

IL  Man  nennt  diese  Integrale  fR  (z,  ]//'(z))  dz  elliptische  aus  dem 
äußerlichen  Grunde,  weil  die  Aufgabe,  die  Länge  eines  EUipsen- 
bogens  zu  finden,  auf  ein  solches  Integral  führt.    Das  ßogenintegral 


b 


für   die  Ellipse  y  =~'^ a"^  —  x^   ist  nämlich 

8) 


h 


]/  (a^  -  x^)  (a*  -  {a^  -  b^)  x^) 

wie  sich   durch  Einsetzen   von   -^  =     w-i; T  in  das  allgemeine 

dx         ay  a^  —  x'^ 

Bogenintegral  J  1/  1  +  |— ^J   dx  ergibt. 

Die  Frage,  die  sich  uns  bezüglich  eines  Integrals  der  Form  (7) 
zuerst  aufdrängt,  ist:  Gibt  es  auch  jetzt  eine  Hilfsveränderliche  t, 
durch  die  sich  z  und  "(//"(z)  gleichzeitig  rational  ausdrücken  lassen, 
mit  deren  Hilfe  also  das  Integral  (7)  auf  das  einer  rationalen  Funk- 
tion zurückgeführt  werden  kann?  Wir  werden  sehen,  daß  diese 
Frage  mit  Ntin  zu  beantworten  ist  und  daß  demzufolge  ein  elliptisches 
Integral  sich  im  allgemeinen  nicht  durch  eine  rationale  Funktion 
von  z  und  ]//"(z)  und  durch  den  Logarithmus  einer  solchen  aus- 
drücken läßt.  Wir  werden  weiter  sehen,  daß  sich  alle  elliptischen 
Integrale  auf  drei  Urformen  zurückführen  lassen,  die  ihrerseits  nicht 

1* 
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durch    bekannte    Funktionen    (rationale,    algebraische,    Logarithmen) 
ausdrückbar  sind   und   die  sich  voneinander  durch  ihre  funktionen- 
theoretischen Eigenschaften  wesentlich  unterscheiden. 
Biese  drei   Urformen  sind: 

9)    i.  (4^,    IL  r — ^-^,   III.  f — ^=. 

Man  bezeichnet  sie  als  elliptische  Normalintegrale  erster,  zweiter  und 
dritter  Gattung.  Das  Integral  dritter  Gattung  enthält  noch  einen 
,,Parameter'^  z^;  z^  darf  aber  nicht  mit  einer  der  Nullstellen  a  von 
f[z)  zusammenfallen,  da  man  in  diesem  Falle  von  einem  Integral 
zweiter  Gattung  spricht;  dagegen  hat  man,  falls  f[z)  vom  vierten 
Grade    ist,   noch   das    dem  Parameterwerte   z^  =  oo    entsprechende 

/xdx 
y-jy=\   hinzüzunehmen.     Das    in   (9)   an- 
gegebene   Integral    zweiter    Gattung    kann    selbstverständlich    auch 

/dx 
\^f7K\    ^^s®*2*    werden;    man    braucht 

aber  nicht  diese  beiden  Integrale  zweiter  Gattung  unter  die  typischen 
Integrale  aufzunehmen,  auf  welche  sich  alle  anderen  elliptischen 
Integrale  zurückführen  lassen;  denn  eines  von  ihnen  läßt  sich,  wie 
sich  herausstellen  wird,  mittels  des  anderen  und  einer  rationalen 
Funktion  von  z  und  '^f[z)y  sowie  des  Integrals  I.  Gattung  aus- 
drücken. 

Eine  unserer  Aufgaben  wird  sein,  die  elliptischen  Integrale  als 
Funktionen  ihrer  oberen  Grenze  zu  untei  suchen  unter  der  Annahme, 
daß  die  untere  Grenze  konstant  gehalten  wird.  Der  Erfolg  wird 
wesentlich  davon  abhängen,  daß  es  uns  gelingt,  eine  uniformisierende 
Hilfsveränderliche  u  zu  finden,  von  der  z  und  '^  f[z)  in  eindeutiger, 
wenn  auch  transzendenter  Weise  abhängen,  und  durch  die  somit 
fR  {z,  '^ f\z))  dz  in  ein  Integral  f(p{u)du  mit  einer  eindeutigen 
Funktion  cp{u)  verwandelt  wird.  Schon  in  den  zuvor  betrachteten  Fällen, 
wo  unter  den  Wurzelzeichen  ein  Polynom  ersten  und  zweiten  Grades 
steht,  gibt  es  neben  der  vorhin  benutzten  Hilfsveränderlichen  t  (s.  z.  B. 
Gl.  [2))  noch  andere  uniformisierende  Hilfsveränderliche  ?/,  von  denen 
z  und  ]//*(^)  in  eindeutiger,  aber  nicht  notwendig  in  rationaler  Weise 
abhängen.     So  hätten  wir  in  dem  Beispiel  s  —  j/lT—  z"^  auch 

V' 


10)  u  =  r-=^^ 

j  1/ 1  -  *« 


0 


§  2.     Oesöhichtlicher   Überblick. 


als  uniformisierende  Hilfsveränderliche  wählen  können  und  hätten 

gefunden 

11)  z  =  smu,         y  1  —  z^  =  cos  u ,     dz  =  cosudu. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  hier  das  arc  sin-Integral,  liefert  für  die 
elliptischen  Integrale  —  und  das  ist  einet*  der  Hauptsätze,  die  wir 
zu  beweisen  haben  werden  —  das  Integral  erster  Gattung 

2 


"Im 


eine  Hilfsveränderliche,  von  der  sowohl  z  als  ]//'(^)  eindeutige  Funk- 
tionen sind.     Daraus  folgt  dann  weiter: 

Us  ist  auch  jede  rationale  Funktion  (^Il{z,  ^  f(z)j  eine  eindeutige 
Funktion  von  u.  Diese  eindeutigen  Funktionen  von  u  nennt  man  ellip- 
tische   Funktionen.     Insbesondere    sind    also    z{u),    die    Umkehrfunktion 

des  Integrals  [12)  und   \  f[z)  =  —^ (vgl.  [12))  elliptische  Funktionen 


du 


von  u 


s- 


Der  Schwerpunkt  unserer  Untersuchung  wird  sich  ganz  von 
selbst  von  den  elliptischen  Integralen  auf  die  elliptischen  Funktionen 
verschieben.  Mit  den  rationalen  Funktionen  von  sinw  und  cosm, 
auf  die  wir  vorhin  im  Falle 

^  j  y  1  -  ^« 

0 

kamen,  haben  die  elliptischen  Funktionen,  wie  wir  beweisen  werden, 
außer  der  Eindeutigkeit  noch  zwei  merkwürdige  Eigenschaften  gemein, 
nämlich  1.  ein  algebraisches  Additionstheorem  (I  B,  §  53  II)  zu  be- 
sitzen, 2.  periodisch  zu  sein.  Während  aber  die  trigonometrischen 
Funktionen  nur  die  eine  wesentliche  Periode  2%  besitzen,  stellt  es 
sich  heraus,  daß  die  elliptischen  Funktionen  doppeltperiodisch  sind, 
d.  h.  zwei  voneinander  unabhängige  Perioden  besitzen. 


§  2.    Geschichtlicher  Überblicic. 

Auf  elliptische  Integrale  waren  bald  nach  Erfindung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  die  Mathematiker  des  17.  und 
18.  Jahrhunderts  bei  Fragen  und  Aufgaben  aus  Geometrie  und 
Mechanik  mehrfach  gestoßen.     Einen  theoretisch  sehr  bedeutenden 


6  Einleitung. 


und  allgemeinen  Satz  entdeckte  zuerst  Leonhäed  Euler,  angeregt 
und  beeinflußt  durch  voraufgehende  Untersuchungen  des  Grafen 
Fagnano.^     Euler  zeigte,  daß  aus 

X  y  c 


0  ■ 


1)  C  d^-  .     f  d..  ^    r 

jy{i-  x^){i-k^z'')     JVii-  z^){i-  k'z-')     JV(i- 

0  0 

folgt 

^  a;]/(l  -  y'){l  -  k' y')  +  yVil  -  x')(l  -  k^x') 

^^  ^  ~  l-k'^x^y^  ' 

oder  mit  anderen  Worten,  daß  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

3)  ^^         +■        i-y     _  =0 

^  ■\/{\-x''){\-k''x'^)  ■y{X-y^){l-k^y^) 

das  in  transzendenter  Form  mit  der  willkürlichen  Konstanten  c 
durch  Gleichung  (1)  geliefert  wird,  auf  die  algebraische  Form  der 
Gleichung  (2)  gebracht  werden  kann. 

Dieses  Ädditionstheorem  der  Integrale  erster  Gattung  (daß  in  (1) 
für  f[z)  die  besondere  Funktion  ^ [\  —  z^){\  —  h} z^  gewählt  wurde, 
ist  unerheblich)  ist  eine  Verallgemeinerung  des  bekannten  Additions- 
theorems der  arc  sin-Funktion: 


4)  arc  sin  x  -\-  arc  sin  y  =  arc  sin  (ar  ]/ 1  —  y^  +  y  }/  1  —  ^c^^. 

Die  Gleichung  (4)  geht  aus  (1),  (2)  hervor  für  ä  =  0. 

Euler  2  hat  den  elliptischen  Integralen  zahlreiche  Abhandlungen 
gewidmet,  die  teils  das  Additionstheorem  verallgemeinern,  teils  geo- 
metrische Aufgaben  behandeln,  die  auf  elliptische  Integrale  führen. 
Aber  gerade  weil  er  allzusehr  im  Banne  geometrischer  Vorstellungen 
blieb,  denen  freilich  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  damals 
so  gut  wie  alles  verdankte,  gelang  ihm  trotz  einiger  Ansätze  nicht 
der  nächste  große  Schritt/ nämlich  die  Zurückführung  der  elliptischen 
Integrale  auf  bestimmte  Urformen. 

Diesen  Schritt  tat  Legendre  mit  der  Unterscheidung  dmv  In- 
tegrale   erster,    zweiter    und    dritter    Gattung.      Legendre    hat   als 


^  GiuLio  Carlo  di  Fagnano,  Opere  matematiche,  3  Bände  (Milano-Roma- 
Napoli  1911  u.  1912). 

^  Leonhard  Euler,  Opera  omnia,  ser.  I,  vol.  20,  21  (Leipzig  und  Berlin 
1912,  1913).  Bei  der  oben  gegebenen  kurzen  geschichtlichen  Würdigung  Eulers 
wurde  die  Vorrede  Krazers  zu  Bd.  20  benutzt. 


§  2.     Geschichtlicher   Überblick. 


erster  die  elliptischen  Integrale  als  neue  Funktionen  planmäßig 
untersucht  und  zahlreiche  Beziehungen  zwischen  ihnen  gefunden, 
die  noch  heute,  wenn  auch  in  anderer  Form,  wichtig  sind;  in  einem 
umfangreichen  Werke  ^  hat  er  das  durch  ihn  selbst  am  meisten 
vermehrte  Wissen  seiner  Zeit  über  elliptische  Integrale  niedergelegt. 
Was  Legendre  elliptische  Funktionen  nennt,  sind  nach  unserer 
Bezeichnungsweise  die  elliptischen  Integrale;  von  dem,  was  man 
jetzt  elliptische  Funktionen   nennt,    insbesondere   von   der  Umkehr- 

funktion    z  (?/)    des    Integrals    erster    Gattung    u  =  j  ist   bei 

Legendre  so  gut  wie  nicht  die  Rede. 

Die  Bedeutung  dieser  Umkehrfunktion  und  ihre  wichtigsten  Eigen- 
schaften insbesondere  ihre  doppelte  Periodizität  hat  Abel^  entdeckt 
und  dadurch  erst  einen  einheitlichen  und  übersichtlichen  Aufbau 
des  Lehrgebäudes  ermöglicht,  das  vor  ihm  mehr  eine  Sammlung 
merkwürdiger  Formeln  gewesen  war.  Der  weitere  Ausbau  (ins- 
besondere die  Ausarbeitung  der  Lehre  von  der  Teilung,  Multiplikation 
und  Transformation  der  elliptischen  Funktionen)  geschah  durch 
Abel  unter  dem  Wettbewerb  Jacobis^;  diesem  verdankt  man  ins- 
besondere die  Ausbildung  der  von  Abel  zuerst  eingeführten  Theta- 
funktionen  zum  geschmeidigsten  Werkzeug  für  die  Berechnung  der 
elliptischen  Funktionen,  auch  hatte  er  zuerst  den  fruchtbaren  Ge- 
danken, die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funktionen 
des  Integrals  erster  Gattung  darzustellen. 

In  den  wenigen  Jahren  des  Wettbewerbs  zwischen  Abel  und 
Jacobi  erfuhr  die  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen  eine 
größere  Förderung  als  in  allen  Jahrzehnten  zuvor.  Noch  aber  lag 
der  Schwerpunkt  der  Theorie  im  reellen  Gebiet  und  es  fehlten  die 
mächtigen  Hilfsmittel  der  komplexen  Funktionentheorie,  vor  allem 
der  CAUCHTSche  Integralsatz  und  der  Begriff  der  Riemann sehen 
Fläche.      Die    Verwendung    dieser    Hilfsmittel    gestattete    in    den 


*  Adrien  Marie  Legendre,  Traite  des  fonctions  elliptiques,  3  Bde.  (Paris 
1828). 

^  Niels  Henrik  Abel,  Oeuvres,  2  Bde.  (Christiania  1881). 

^  Carl  Gustav  Jakob  Jacobi,  Oesammelte  Werke,  Bd.  1,  2  (BerHn  1881, 
1882).  Viele  der  Entdeckungen  Abels  und  Jacobi s  waren  schon  früher  Gauss 
bekannt  gewesen,  der  aber  zu  seinen  Lebzeiten  fast  nichts  über  elliptische 
Funktionen  veröffentlicht  hat.  Die  in  seinem  Nachlaß  gefundenen  Unter- 
suchungen wurden  in  den  3.  und  8.  Band  seiner  gesammelten  Werke  (Göttingen 
1866,  1900)  aufgenommen. 
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Jahrzehnten  nach  Abel  und  Jacobi  ihren  Erfindern  und  zahl- 
reichen anderen  Mathematikern,  die  Theorie  weiter  zu  vervoll- 
kommnen. Schließlich  wurde  sie  durch  Einführung  neuer  Reihen, 
Produkt-  und  Partialbruchdarstellungen  von  Weiersstbass ^  auf 
einen  neuen  Boden  gestellt  und  dadurch  erst  wurde  der  leichteste 
Zugang  und  zugleich  die  größte  Übersichtlichkeit  und  Vollkommen- 
heit erreicht. 


^  Karl  Weierstrass,  Math.  Werke,  Bd.  5,  6  (Berlin  1915). 


ERSTEK  ABSCHNITT. 

Die  auf  der  RiEMANKsclien  Fläche  für 

]/^o z^+  4a^  Z-'  +  6^2  2^  +  4^3 2  +  a^  eindeutigen  Funktionen. 

§  3.    Die  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten. 

Ehe  wir  uns  mit  elliptischen  Integralen  und  elliptischen  Funk- 
tionen  beschäftigen,   müssen   wir   die  rationalen  Funktionen  von  z 

und  y/'(2)  näher  betrachten;  wir  setzen  f{z)  zunächst  als  f^[z)  (§  1, 
(4),  (5) )  voraus. 

Um  uns  nun  über  die  Gesamtheit  der  Werte  der  Funktion 


1)    __  ^  =  i//;w 

einen  tJberblick  zu  verschaffen,  verfahren  wir  folgendermaßen  (ähnlich, 
wie  in  I  B,  §  58 — 62):    Wir  bezeichnen  einen  der  beiden  Werte  von 
y ÖQ  gleichviel  welchen,   mit  '^ a^   und  setzen: 
2)  z-a^^r,e-^<P.  (Ä  =  0,  1,2,  3); 


unter  y  r^  r^  r^  r^  verstehen  wir  den  positiven  Wert  dieser  Quadrat- 
wurzel.    Dann  erhalten  wir: 

Die  Exponenten  qjj^  sind  durch  (2)  nur  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache 
von  27t  bestimmt  (I  B,  §  4,  VII);  je  nachdem  man  die  Summe 
9^0  +  9i  +  ^2  +  9^3  ^^  ®^^  gerades  oder  ein  ungerades  Vielfaches 
von  2n  verändert,  bleibt  s  ungeändert  oder  geht  in  — .?  über.  Wählen 
wir  für  einen  beliebigen,  von  c^^,  a^,  a^,  a^  verschiedenen  Wert  z^ 
von  z  unter  den  zugehörigen  Werten  der  rp^  willkürliche,  aber  im 
folgenden  festzuhaltende  aus  und  bezeichnen  sie  mit  cp^j  so  können 
wir  die  beiden  zu  z^  gehörenden  Werte  von  s  dadurch  unterscheiden, 
daß  der  eine: 
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der  andere: 

ist. 

Nun  lassen  wir  den  Punkt  z  in  seiner  Ebene  einen  von  z^ 
ausgehenden,  die  Punkte  aj^  vermeidenden,  im  übrigen  beliebigen 
Weg  beschreiben  und  schließlich  nach  z^  zurückkehren.  Dabei  ver- 
folgen wir,  mit  s^^  ausgehend,  die  stetige  Änderung  von  s,  indem 
wir  jedem  Punkt  des  Weges  denjenigen  Wert  von  s  zuordnen,  der 
sich  stetig  an  die  Werte  .«?  des  vorher  durchlaufenen  Wegstücks 
anschließt.  Wir  fragen  hierauf:  wenn  z  nach  z^  zurückgekommen 
ist,  wird  dann  auch  5^  nach  s^^  zurückgekommen,  oder  wird  es 
vielleicht  nach  s^^  gelangt  sein?  Der  Winkel  gp^  vermehrt  sich  um 
2mn,  wenn  die  Veränderliche  z  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt, 
der  den  Punkt  c^^  w-mal  umwindet  (I  B,  §  54  XI).  Da  nun  die 
Änderungen  der  einzelnen  gp^  sich  einfach  summieren,  und  da  Ver- 
mehrung der  Summe  um  ein  gerades  Vielfaches  von  27c  den  Wert 
von  s  nicht  ändert,  so  können  wir  schließen: 

I.     Wenn  z,  von  z^  ausgehend,  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt 
und  s  dabei,  von  s^^  ausgehend,  sich  stetig  ändert^  so  gelangt  s  nach  s^^ 
zurück  oder  nach  s^^,  je  nachdem  die  Summe  der  Windungszahlen  des 
Weges  von  z  um  die  Funkte  a^,  a^,  a^,  a^  gerade  oder  ungerade  ist. 
(Z.  ß.  sind  für  den  in  Fig.  1  gezeichneten  Weg  die  Windungs- 
zahlen    +  1,    +2,    —1,    +1;    ihre  Summe 
ist  =3,    s  kehrt  auf  diesem  Wege  nicht  zu 
seinem  Ausgangswert  zurück). 

Wollen  wir  also  dem  Punkt  z  nur  solche 
Wege  gestatten,  auf  welchen  er  mit  demselben 
Funktionswert   s    zurückkehrt,    mit    dem    er 
pj^  j  ausgegangen  war,    so  müssen  wir  alle  Wege 

versperren,  auf  denen  er  eine  ungerade  An- 
zahl der  Punkte  a  umkreisen  würde.  Wir  können  diese  Wege 
dadurch  ausschließen,  daß  wir  die  Verzweigungspunkte  paarweise 
durch  sich  nicht  schneidende  Linien  verbinden,  etwa  a^  mit  a^  und 
«2  mit  r/g  und  dem  Punkte  z  verbieten,  eine  dieser  Linien  zu 
überschreiten.  Um  diesem  Verbot  nachdrücklich  Geltung  zu  ver- 
schaffen, schneiden  wir  die  Ebene  diesen  Linien  entlang  auf;  die 
aufgeschnittene  Ebene  nennen  wir  S'. 

Lassen  wir  nun  (vgl.  Fig.  2)  den  Punkt  z  von  z^  aus  nach 
einem  anderen  Punkte  z^  zwei  verschiedene  Wege  L^,  L^  durch- 
laufen,  die    beide   ganz   innerhalb   S'  liegen,    also  keinen  der  Ein- 
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schnitte    überschreiten,    und   lassen    wir    dabei  jedesmal  s,   von  s^^ 
beginnend,    sich    stetig   ändern,    so    muß   s  beidemal  zu    demselben 
Endwert   geführt    werden.      Denn    käme 
längs  Z^  nach  s^^,  so  würde  der  andere 
Ausgangswert  s^^^—s^^^  auf  dem  Wege 
Z^  in  .Vj^  übergeführt  werden  und  daher  ^ 
würde  auf  einem  geschlossenen  Wege  Z, 
der  von  z^  längs  Z^  nach  z'^  und  dann 
längs  Xg  zurück  nach  z^  führt,  s  vom  Aus- 
gangswert s^^  über  s^'^  in  s^^  übergeführt. 
Das  widerspräche  aber  dem  Satze  I,  da 
der  Weg  Z    eine    gerade   Anzahl    Ver- 
zweigungspunkte umwindet.  Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen : 

II.  Auf  allen  innerhalb  S'  möglichen  Wiegen  von  z^  nach  z^  ge- 
langt s,  von  s^^  ausgehend^  immer  zu  einem,  und  demselben  Werte  .s-  ^, 
von  s^  ausgehend  zu  dem  anderen    Werte  s^. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gesamtheit  der  Werte,  die  von  s^ 
aus  auf  solchen  Wegen  erreicht  werden  können,  als  einen  ,^Zweig^^  s^ 
der  Funktion  ä,  die  Gesamtheit  der  von  s^  aus  erreichbaren  Werte 
als  den  anderen  Zweig,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

III.  Bie  Gesamtheit  der  Werte  der  zweiwertigen  Funktion  s  kann 
in  zwei  Funktions zweige  s^  und  s^  zerlegt  werden,  deren  jeder  inner- 
halb   der  zerschnittenen  Ebene  S'  eindeutig  definiert  und  stetig  ist. 

In  je  zwei  Punkten  ß,  y,  die  einander  auf  den  beiden  Ufern 
eines  Einschnittes  gegenüberliegen,  besitzt  der  Funktionszweig  s^ 
Werte,  die  einander  entgegengesetzt  gleich  sind: 

6)  s,{ß)^-s^{r). 

Genauer  ausgedrückt:  Nähert  sich  ein  veränderlicher  Punkt  z,  indem 
er  innerhalb  S'  bleibt,  einem  bestimmten  Punkt  /  des  Einschnittes, 
das  eine  Mal  von  der  einen,  das  andere  Mal  von  der  p 

anderen  Seite  her,    so   nähert  sich  dabei  s^   jedesmal     w        ^ 
einem  bestimmten  Grenzwert;  diese  beiden  Grenzwerte         Fig.  3. 
sind  einander  entgegengesetzt  gleich.     Denn  will  man 
von  einem  Ufer  des  Einschnittes  auf  das  andere  gelangen  und  dabei 
doch   innerhalb  S'    bleiben,    so  muß  man  einen  der  Verzweigungs- 
punkte umkreisen  (Fig.  3).    Ebenso  ist  s^  [ß]  =  —  s^  (/).    Andererseits 
ist  aber  nach  (5):  s^  (ß)  =  —  ^g  (ß)  ^^^  h  (/)  =  —  ^2  W-    ^^^^  ^^^S*- 

7)  h(ß)-^hir)   ^^^   •'2(/5)  =  -^iW'     . 

d.  h.: 

IV.  Zängs  des  Einschnittes  schließen  sich  die  Werte,  die  jeder  der 
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Funktions zweige  s^,  s^  auf  der  einen  Seite  des  Einschnittes  besitzt, 
stetig  an  die  JFerte  a?i,  die  jedesmal  der  andere  t\nktions zweig  avf 
der  anderen  Seite  besitzt. 

Demnach  könneii  wir  folgendermaßen  eine  RiEMANNSche  Fläche 
bilden,  auf  der  s  eine  eindeutige  und  für  alle  im  EndUchen  ge- 
legenen Punkte  stetige  Funktion  des  Ortes  ist: 

V.  fFir  nehmen  zwei  •  Stück  der  in  der  angegebenen  ff  eise  auf- 
geschnittenen Ebene  S'  und  heften  sie  längs  der  Einschnitte  kreuz- 
weise aneinander,  so  daß  an  Stelle  der  Einschnitte  Überqangslinien 
entstehen. 

Ein  geschlossener  Weg  der  einfachen  Ebene,  der  die  Ver- 
zweigungspunkte zusammen  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint auf  dieser  Fläche  als  ein  Weg,  der  die  Übergangslinien  im 
ganzen  eine  gerade  Anzahl  Male  überschreitet,  also  auch  auf  der 
Fläche  geschlossen  ist;  ein  geschlossener  Weg  in  der  Ebene,  der 
die  Verzweigungspunkte  eine  ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint auf  der  Fläche  als  ein  Weg,  der  die  Übergangslinien  eine 
ungerade  Anzahl  Male  überschreitet,  also  nicht  nach  demselben 
Punkt  der  Fläche,  sondern  nach  dem  gerade  darüber-  oder  darunter- 
liegenden zurückführt.  Infolgedessen  überträgt  sich  Satz  II  folgender- 
maßen auf  die  Fläche: 

VI.  Jeder  geschlossene  Weg  auf  der  Fläche  führt  s  zu  seinem 
Ausgang swerte  zurück;  und  jeder  Weg^  auf  dem  nicht  nur  z,  sondern 
auch  s  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückgelangt,  ist  auf  der  Fläche 
geschlosseji. 

Das  ist  aber  gerade,  was  wir  mit  der  Einführung  einer  Rie- 
MANN sehen  Fläche  statt  der  schlichten  Ebene  erreichen  wollen: 

VII.  Auf  der  nach  Angabe  von  ])/r.  V  konstruierten  RiEMANNSchen 
Fläche  ist  S  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes,  die  überall  da  stetig 
ist,  wo  sie  endlich  ist. 

So  oft  es  uns  zweckmäßig  erscheint,  können  wir  die  so  ge- 
wonnene, zweiblättrig  über  der  Ebene  ausgebreitete  Fläche  durch 
stereographische  Projektion  in  eine  zweiblättrige  RiEMANNsche  Kugel- 
fläche umformen. 

Auf  eine  ganz  ähnliche  Fläche  werden  wir  geführt,  wenn  wir 
die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  dritten  Grades: 


8)  .  =  y/3(z)  ^  ^f~^a,{z  -  a,){z  -  a,){z  -  a,) 

untersuchen.  Wir  haben  hier  allerdings  nur  drei  Verzweigungs- 
punkte a^,  a^,  a^  im  Endlichen;  wollen  wir  aber  verhindern,  daß 
der  Punkt  z  eine  ungerade  Anzahl  von  ihnen  umkreist,   so  müssen 
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wir  von  einem  unter  ihnen  einen  Einschnitt  ins  Unendliche  ziehen. 
Die  beiden  anderen  können  wir  dann  durch  einen  zweiten  Ein- 
schnitt verbinden.  Verfahren  wir  hierauf  wie  unter  V  angegeben, 
so  erscheint  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  als  Verzweigungs- 
punkt der  Fläche.  In  der  Tat  liefert  die  Substitution  (vgl.  I  B, 
§§  21  u.  44): 

9)  r=l/.' 

für  s  den  Ausdruck: 

aus  dem  hervorgeht,  daß  5  auch  bei  Umkreisung  von  z'  —  0,  d.  h, 
z  =  00  sein  Vorzeichen  ändert.  Wenn  wir  die  Ebene  auch  hier  zur 
Kugel  umformen,  erhalten  wir  eine  Fläche,  die  sich  von  der  zuerst 
betrachteten  in  nichts  weiter  unterscheidet,  als  daß  einer  der  Ver- 
zweigungspunkte in  dem  mit  z  =  oo  bezeichneten  Punkte  liegt. 


§4.  Umformung  der  RiEMANNschen  Fläche  für  y/'(2)  in  eine  Ringfläche. 

Für  die  meisten  der  folgenden  Untersuchungen  sind  wir  nicht 
an .  die  genaue  Form  der  im  vorigen  Paragraphen  konstruierten 
Fläche  gebunden,  sondern  können  (wie  in  I  B,  §  60)  mit  ihr  Um- 
formungen vornehmen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,  daß  dabei  keine 
Zerreißung  eintritt:  Wir  denken  uns  die  beiden  längs  den  Über- 
gangslinien a^  a^  und  a^^  a^  zusammenhängenden  Kugeln  der  zwei- 
blättrigen Riemann  sehen  Fläche  zuerst  so  umgeformt,  daß  die  beiden 
Übergangslinien  Teile  eines  größten  Kreises  werden,  dann  platten 
wir  die  innere  Kugel  mehr  und  mehr  ab,  bis  sie  in  die  doppelt 
überdeckte  ebene  Scheibe  jenes  größten  Kreises  übergeht,  endlich 
drücken  oder  schlagen  wir  die  beiden 
so  erhaltenen  ebenen  Kreise,  die  wir 
uns  als  nicht  undurchdringlich  vorzu- 
stellen haben,  durcheinander  durch.  In 
Fig.  4  ist  unter  a  die  äußere  Kugel 
gezeichnet,    nachdem    ihre    Einschnitte 

%  ß  ^1  y  ^0    "^^    ^2  ^  ^^3  ^  ^2    erweitert 

worden  sind,   unter  b  die  innere  Kugel 

nach   der   Umformung   und    nach    dem 

Durchschlagen    der   beiden  Kreise    durcheinander.     Diese  sind  zur 

besseren  Veranschaulichung  nicht  genau  eben    dargestellt,    sondern 

es  ist  durch  weitere  Verdehnung  für  etwas  Zwischenraum  zwischen 

beiden  gesorgt,  zugleich  wurde  die  ursprünglich  kreisförmige  Scheibe 


Fig.  4. 
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der  Form  eines  Rechtecks  genähert,  so  daß  also  Fig.  4Z>  das  Bild 
eines  Zylindermantels  liefert.  Die  B'ig.  4  a  und  4Z>  sind  nur  der 
besseren  Übersicht  halber  getrennt  gezeichnet;  man  kann  sich  vor- 
stellen, daß  die  Umformung  vorgenommen  wird,  während  diese 
beiden  Hälften  der  Riemann  sehen  Fläche  längs  den  Übergangs- 
linien a^ß  a^y  a^  und  a^  §  a^  e  a^  zusammenhängend  bleiben.  Die 
Fig.  4«  und  4Z>  sind  somit  längs  dieser  Linien  wieder  aneinander 
geheftet  zu  denken,  und  man  erhält  so  schließlich  eine  Kvgel  mit 
einer  Durchbohrung.  Die  erhaltene  Fläche  kann  dann  weiter  durch 
stetiges^  Biegen  und  Verzerren  übergeführt  werden  in  eine  Bing- 
fache,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene 
liegende,  ihn  nicht  schneidende  Achse  entsteht  (Fig.  5). 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Wir  können  übrigens  die  Umformung  auch  noch  etwas  anders 
vornehmen:  wir  schneiden  die  Fläche  zunächst  längs  der  Übergangs- 
linien auf,  so  daß  die  Blätter  auseinanderfallen.  Schieben  wir  dann 
die  Ränder  der  Schlitze  zurück,  so  erscheint  jedes  Blatt  als  Kugel 
mit  zwei  Öffnungen  (Fig.  Aa).  Die  letzteren  lassen  wir  immer  größer 
werden,  bis  wir  zwei  Kugelzonen  erhalten;  aus  diesen  werden  durch 
Abplattung  zwei  ebene  etwa  von  Ellipsen  begrenzte  Ringe  (Fig.  6a,  Z»). 
Zwischen  deren  Rändern  müssen  wir  nun  dieselben  Verbindungen 
herstellen,  wie  sie  auf  der  vorgelegten  Fläche  bestanden  haben, 
d.  h.  wir  müssen  die  Ränder  a^ßa^y  und  a^da.^8  des  einen  ebenen 
Rings  mit  den  gleichbezeichneten  Rändern  des  anderen  zur  Deckung 
bringen.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  den  einen  der  beiden  ebenen 
Ringe  erst  im  Räume  umdrehen.  Man  sieht:  es  kommt  auch  hier 
eine  Fläche  zustande,  die  man  durch  Biegungen  und  Verzerrungen 
in  eine  Kreisringfiäche,  wie  sie  durch  Fig.  5  dargestellt  wird,  über- 
führen kann. 


§  5.    Zusammenhangsverhältnisse. 

Auf  der  Ringfläche  können  wir  nunmehr  die  Zusammenhangs- 
verhältnisse bequem  überblicken  und  sie  dann  auf  die  zweiblättrige 
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RiEMANNsche  Kugelfläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  zurück- 
übertragen, auf  der  sie  nicht  so  unmittelbar  anschaulich  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Einen  in  sich  zurücklaufenden^  sich  nicht  selbst  durchsetzenden 
Schnitt  auf  einer  Fläche^  der  mit  deren  etwaiger  Berandung  keinen 
Funkt  gemeinsam  hat,  nennen  wir  einen  Fückkehr schnitt. 

Eine  Kugel  wird  durch  jeden  Rückkehrschnitt  in  zwei  getrennte 
Stücke  zerfällt.  Auf  der  Ringfläche  dagegen  gibt  es  geschlossene 
Kurven,  längs  denen  ein  Rückkehrschnitt  gezogen  werden  kann, 
ohne    daß    die  Fläche  dadurch  zerfällt.     Solche  Kurven  sind  z.  B. 


Fig.  7.  Fig.  8. 

sowohl  die  Meridiankreise  (Fig.  7),  als  die  Breitenkreise  der  Fläche 
(Fig.  8).  Wenn  aber  ein  solcher  Schnitt  ausgeführt  ist,  kann  kein 
weiterer  Rückkehrschnitt  ausgeführt  werden,  ohne  daß  die  Fläche 
zerfällt.     Definiert  man  also: 

IL    Unter  der  Gescidechtszahl  p  einer  geschlossenen  Fläche  versteht 
man   die  größte   Anzahl  einander  nicht  schneidender  Fückkehr  schnitte^ 
die  man  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  daß  sie  zerfällt, 
80  folgt: 

III.  Fie  Kugel  hat  das  Geschlecht  p  =  0,  die  Fing  fläche  das 
Geschlecht  p  —  l. 

Aus  dieser  Eigenschaft  allein  geht  schon  hervor: 

IV.  Fs  ist  nicht  möglich,  die  Fing  fläche  oder  die  zweiblättrige 
FiEMANNsche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig  und  stetig 
auf  die  Kugel  abzubdden. 

Schneiden  wir  unsere  Ringfläche  längs  einem  Rückkehrschnitt, 
z.  B.  einem  Meridiankreis,  wirklich  durch,  so  wird  sie  dadurch  in 
einiB  Fläche  mit  zwei  Randkurven  verwandelt.  Diese  Fläche,  die 
wir  etwa  als  eine  zusammengebogene  Zylinderfläche  bezeichnen 
können,  ist  nicht  einfach  zusammenhängend  (I  B,  §  25,  XVII);  wir 
können  auf  ihr  zwar  keinen  Rückkehrschnitt  mehr  ziehen,  ohne  daß 
sie  zerfällt,  wohl  aber  noch  einen  Querschnitt,  d.  h.  einen  Schnitt 
von  einem  Randpunkte  nach  einem  anderen  (I  B,  §  35,  Fig.  16], 
z.  B.  längs  eines  Parallelkreises.  So  erhalten  wir  eine  Fläche,  die 
mit  einiger  Verzerrung  in  ein  ebenes  Rechteck  ausgebreitet  werden 
kann.    Wir  können  daher  sagen: 
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V.  Die  Ringfläche  kann  durch  einen  Rückkehrschnitt  und  einen 
Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt 
werden. 

Alles  dieses  übertragen  wir  nun  von  der  Ringfläche  zurück  auf 
die  RiEMANNSche  Kugelfläche.  Dazu  müssen  wir  die  Umformung, 
die  diese  Fläche  in  jene  überführte,  rückgängig  machen  und  dabei 
die  Gestaltsveränderung  der  Schnitte  verfolgen;  ob  wir  das  eine 
oder  das  andere  der  in  §  4  geschilderten  Verfahren  benutzen,  ist 
gleichgültig.  Man  vergleiche  Fig.  9  mit  den  Fig.  4a  und  45,  die 
zusammen  den  Ring  ergeben,  oder  auch  mit  6«,  h.  Jedesmal  ent- 
spricht einem  Breitenkreis  des  Ringes  eine  Kurve  (wie  A  in  Fig.  9), 
die  ganz  in  einem  Blatte  verläuft  und  die  beiden  durch  die  eine 
Übergangslinie  verbundenen  Verzweigungspunkte  von  den  beiden 
durch  die  andere  Übergangslinie  verbundenen  in  diesem  Blatte 
trennt.  Einem  Meridiankreis  des  Ringes  andererseits  entspricht 
eine  Kurve  (wie  B  in  Fig.  9),  die  von  einem 
Punkt  der  einen  Übergangslinie  zu  einem  Punkt 
der  anderen  im  einen  Blatt  hin,  im  anderen 
zurückführt.  (In  Fig.  9  sind  die  im  einen  Blatte 
verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im  anderen 
Blatte  verlaufenden  punktiert.)  Die  beiden 
Kurven  J,  B  schneiden  sich  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche  in  einem,  und  nur  in  einem  Punkte, 
wie  das  auch  auf  dem  Ring  der  Fall  war.  Der 
andere  Schnittpunkt,  den  Fig.  9  aufzuweisen  scheint,  ist  nur  ein 
scheinbarer:  dort  verläuft  die  eine  Kurve  im  einen,  die  andere  im 
anderen  Blatte. 

Die  ursprüngliche  RiEMANNSche  Fläche  für  "[//'(z) ,  die  wir  uns 
im  allgemeinen  als  doppelt  überdeckte  Ä^e/fläche  vorstellen,  nennen 
wir  zur  Abkürzung  F^  die  längs  J,  B  zerschnittene  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  dagegen  F, 


§  6.    Regularisierende  Hilfsveränderliche  für  die  einzelnen  Punkte 
der  RiEMANN sehen  Fläche  von  [/TW- 

Die  Untersuchung  eindeutiger,  von  wesentlichen  Singularitäten 
freier  Funktionen  auf  einer  zweiblättrigen  Riemann  sehen  Fläche 
mit  zxoei  Verzweigungspunkten  wurde  uns  wesentlich  dadurch  er- 
leichtert, daß  wir  diese  Fläche  umkehrbar  eindeutig  und  im  all- 
gemeinen   konform    auf  die  Kugel   abbilden  und  infolgedessen  alle 
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jene  Funktionen  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  aus- 
drücken konnten  (§  1).  Die  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  mit 
vier  Verzweigungspunkten  dagegen  läßt  (§  5,  IV)  überhaupt  keine 
umkehrbar  eindeutige  und  stetige,  geschweige  denn  eine  konforme 
Abbildung  auf  die  Kugel  zu.  Infolgedessen  müssen  wir  hier  andere 
Hilfsmittel  der  Untersuchung  heranziehen. 

Wenn  es  auch  nicht  möglich  ist,  die  ganze  Fläche  in  der  er- 
wähnten Weise  abzubilden,  so  ist  es  doch  möglich,  die  Umgebung 
jedes  ihrer  Punkte  P  auf  einen  schlichten,  d.  h.  einfach  überdeckten 
und  einfach  zusammenhängenden,  ganz  im  Endlichen  gelegenen 
Bereich  einer  Hilfsebene  (^Ebene)  im  allgemeinen  konform  so  ab- 
zubilden, daß  jedem  Punkte  jener  Umgebung  nur  ein  Punkt  dieses 
^Bereiches  entspricht.  Für  einen  Punkt  P  der  Fläche,  der  einem 
endlichen  Wert  z  =  z^  entspricht  und  in  einem  bestimmten  der 
beiden  Blätter  von  F  liegt,  also  kein  Verzweigungspunkt  ist,  ist 
das  selbstverständlich;  man  hat  nur  ' 

1)  z-z,=^t 

zu  setzen;  dem  Punkte  P  selbst  entspricht  der  Punkt  /  =  0.  Durch 
Potenzreihenentwicklung   (I  B,  §  39,  VI)    findet    man    beispielsweise 

f[z),  '^f[z)  und  — ^-^  folgendermaßen  als  eindeutige  Funktionen 
von  t  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  ^  =  0: 

2)    f{z)  =  f(z,)-^tr[z,)+  ^t^r[z,)  +  \t'r[zo)  +%t' . 

Vf{^)         sA  '^        fM  V        4      fix,)  8     f{x,fj  j 

Für  einen  Verzweigungspunkt  a  im  Endlichen  erreicht  man  die 
gewünschte  Abbildung  durch  die  Substitution 

5)  z-a=^f', 

die    als   Beispiele   benutzten   Funktionen   f[z),   y/'(^),      liefern 

hier  die  Entwicklungen:  ^ 

6)  f{z)  =  t^f'[a)  +  \t^r[a)^\t'r{a)  +  /««,, 

7)  yA^)  =  ^y/^(«)|i  +  T^  7>r  +  ^  i   i27>r~^7>rj  +  "r 

8)  -L.  =  ^l=-h -  1^2-^'M  + 1^ f_  i.O!]  +  Ln-i\  +  ...1 ; 

!//•(*)  V/'(«)   1  4        /•'(«)  \        12  /•'(«)  32  f\afj  J 

BukkhaRdt,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  2 
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f  [ci]  ist  vermöge  der  Festsetzung  §  3,  I  von  Null  verschieden ; 
das  an  sich  willkürliche  Vorzeichen  von  ]//''  {a)  kann  man  eindeutig 
festsetzen,  indem  man  einem  bestimmfen  Nachbarpunkt  der  Ver- 
zweigungsstelle Ci  einen  bestimmten  der  beiden  sich  aus  (5)  er- 
gebenden ^-Werte  zuordnet. 

Für  einen  unendlich  fernen  Punkt,  der  kein  Verzweigungspunkt 
ist,  hat  man  die  Substitution 

9)  z  =  t-\ 

dagegen    für    einen    unendlich    fernen   Verzweigungspunkt    die    Sub- 
stitution 

10)  Z   =  ^2 

anzuwenden.     Im  ersten  Fall  findet  man 

1  1)  f[z)     =   t-^  («^   +  4flj  ^  +   6«2  «2  _^  4«3  ^3  +   ^^  ^4)  ^ 

12)     i^  =  .-y«7{i  +  ^^'-^  +  ^^(   ^^--51)  +  ...}, 

1  f-  f,         2a, 


1^0  \         «0  «oW  J 


13) 

im  zweiten: 

14)  f[z)    =  i!-6(4a^  +  6«2  f^  +  4^3  t''  +  a^  t^) 

15)      y/-^=2.-3i/«7{i  +  A^,.  +  ,.(    _^_A_|^) +  ...}, 

16)   ^^  =  -i;^-   /i-A^,2  +  ,4/  ^^^^\^...i 

In  (12)  und  (13)  entsprechen  den  beiden  möglichen  Vorzeichen 
von  j/öQ  die  beiden  Punkte  2  =  00  der  Fläche  F,  während  das 
Vorzeichen  von  ^/a^  in  (15)  und  (16)  dadurch  festgelegt  werden  kann, 
daß  man  einem  Punkte  z  =  z^  aus  der  Umgebung  des  unendlich 
fernen  Verzweigungspunktes    willkürlich   einen  der   beiden   sich   aus 

(10)  ergebenden  Werte  ^0  ==  1/ —   beilegt. 

I.  fFir  nennen  die  Veränderliche  t,  die  vermöge  einer  der  Glei- 
chungen (1),  (ö),  (9),  (10)  irgendeinem  Punkte  P  der  Fläche  F  zu- 
geordnet ist,  regularisierende  Hilfsveränderliche  für  P. 

Dann  erweisen  sich  folgende  weitere  Definitionen  als  zweck- 
mäßig: 

IL  Der  Ausdruck:  eine  Funktion  cp  (z)  ist  in  der  Umgebung  des 
Punktes  P  [z  =  Zf^,  z  =  a  oder  z  =  00)  „aw/*  der  Fläche  regulär''''  soll 
bedeuten:  sie  ist  als  Funktion  der  zu  diesem  Punkt  gehörenden  regulari- 
sierenden  Hilfsveränderlichen  t  in  der  Umgebung  von  t  =  0  regulär  in 
dem  I B,  §  33,  I  festgesetzten  Sinn,  oder  was  nach  I B,  §  37,  III  und 
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§  38 y  V  auf  das  Nämliche  hinausläuft:    die  Funktion  cp[z)  läßt  sich  in 
eine  Potenzreihe 

17)  a^ -\- a^t -^  a.J^ -\-  ... 
entwickeln,^  die  in  der    Umgehung  der  Stelle  t  —  0  konvergiert. 

III.  Ist  in  dieser  Fotenzreihe 

18)  a^  —  a^  =  a^  ...  =  a,,_i  =  0  ,  dagegen  t/^  =t=  0  , 

so    sagt    man:    die    Funktion    cp[z)    hat    im    Punkte    P   eine    NullsttUe 
7^'^^*  Ordnung. 

IV.  Gestattet  eine  Funktion  ^p{z)  mittels  der  reg ularisier enden 
Hilfsveränderlichen  t  für  den  Punkt  P  eine  Entwicklung 

19)  a_,,i^-«  +  «_„+i^-"+i  +  ...  +  öo  +  «^i^+«2^^+ •••»  wo  «_„  +  ü. 
so  sagt,  man:  yj{z)  besitzt  im  Punkte  P  einen  Pol  n*^''  Ordnung. 

§  7.    Der  CAUCHYsche  Integralsatz. 

Für  unsere  nächsten  Zwecke  müssen  wir  feststellen,  wie  groß 
auf  der  doppelt  überdeckten  Kugelfläche  F  die  Umgebungen  der 
Punkte  ^0,  aj  oo  sind,  deren  jede  wir  durch  eine  der  Substitutionen 
(1),  (5).  (9),  (10)  des  §  6  auf  schlichte  Bereiche  der  ^Ebene  abgebildet 
haben.  Zu  jedem  Punkte  P  der  Fläche  F  gehört  ein  Kreis  Kp, 
der  P  zum  Mittelpunkt  hat  und  der  in  seinem  Innern  keinen  Ver- 
zweigungspunkt, außer  etwa  P  selbst,  wohl  aber  mindestens  einen 
auf  seiner  Begrenzung  Ip  enthält  (ist  P  ein  Verzweigungspunkt,  so 
ist  Kp  doppelt  überdeckt).  Durch  eine  der  Substitutionen  (l),  (5), 
(9),  (10)  des  §  6  wird  Kp  auf  einen  Kreis  Kp  der  ^Ebene  eindeutig 
umkehrbar  abgebildet,  Ip  auf  den  Umfang  Ip  von  Kp. 

Wenn  zuerst  die  zu  den  Punkten  oo  und  a^  [k  =  Q,  1,  2,  (3)) 
auf  F  gehörigen  Kreisgebiete  festgelegt  werden,  so  bleibt  von  F  ein 
endliches  Stück  S  übrig,  und  die  auf  größten  Kreisen  von  F  ge- 
messenen Entfernungen  aller  Punkte  des  Gebiets  S.  von  den  Punkten 
00  und  a^  bleiben  oberhalb  einer  endlichen  Schranke.  Es  genügt 
also  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  Kp,  um  S  völlig  zu  über- 
decken.    Oder  auch: 

I.  Man  kann  die  Fläche  F  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Kreisgebieten  K^,  K^  . . .  K^  [die  Jiatürlich  teiliveise  übereinander  greifen) 
völlig  überdecken,  der  Art,  daß  jedes  Gebiet  K.  (samt  Begrenzung  l.) 
durch   eine  der   Substitutionen  [1),  [ÖJ,  {9),  [10)    des    §  6   eindtutig  und 

^  Die  »0,  «1,  «2,  ...  haben  natürlich  mit  den  gleichbezeichneten  Ko- 
effizienten in  (11)  nichts  zu  tun. 
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umkehrbar  auf  ein  schlichtes  Kreisgebiet  K!  {samt  Begrenzung  //)  der 
t-Ebene  abgebildet  loird. 
Daraus  folgt  weiter: 

II.  Man  kann  die  Fläche  F  durch  eine  endliche  Anzahl 
nirgends  übereinander  greifender  Gebiete  G^,  G^,  G^  zerlegen, 
von  denen  jedes  einzelne  durch  eine  der  Substitutionen  [1\  {5\  [9),  [10) 
des  §  6  eindeutig  umkehrbar  auf  ein  Gebiet  G!  der  t-Ebene  abgebildet 
wird,  wobei  die  Eindeutigkeit  der  gegenseitigen  Zuordnung  auch  noch 
für  die  liandpunkte  der  beiden   Gebiete   G^,   G!  gilt. 

Man  braucht  nur,  nachdem  die  Kreise  K^j  K^  ...  K^  des  Satzes  I 
in  beliebiger  Reihenfolge  numeriert  worden  sind,  folgende  Fest- 
setzungen zu  treffen:  G^  ist  mit  X^  identisch,  G^  mit  dem  Teil 
von  K^,  der  nicht  innerhalb  K^  liegt,  G^  mit  dem  Teil  von  K^,  der 
nicht  innerhalb  G^  oder  G^  liegt  usw.  Endlich  machen  wir  noch 
folgende  Feststellung. 

III.  Denkt  man  sich  auf  F  noch  eine  oder  mehrere  geschlossene 
Kurven  gezogen  {z.  B.  A,  B  von  §  5),  so  werden  die  Gebiete  G.  weiter 
zerlegt;  doch  dürfen  wir  diese  Kurven  stets  von  der  Art  voraussetzen, 
daß  die  Anzahl  der  entstehenden  Teilgebiete  endlich  bleibt  (vgl.  I  B 
§  26,  XIV). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  dem  Cauchy sehen 
Residuensatze  zu.    Für  die  Ebene  lautete  er  (s.  I  B  §  45,  III,  IV,  V): 

IV.  Das  Integral  f\p[z)dZf  im  positiven  Sinn  erstreckt  über  die 
Begrenzung  C  eines  Bereichs  B,  in  welchem  die  Funktion  ip{z)  ein- 
deutig ist  und  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen  besitzt,  ist 
gleich  271  i  mal  der  Summe  der  Besiduen,  tvelche  die  Funktion  ip  [z)  in 
B  besitzt. 

Wir  beweisen,  daß  dieser  Satz  auch  für  Bereiche  gilt,  die  auf 
unserer  BiEMANNSchen  Fläche  F  liegen. 

Dabei  ist  dreierlei  zu  beachten:  erstens,  daß  wir  den  Begriff  des 
Residuums  für  einen  beliebigen  Punkt  von  F  erst  noch  definieren 
müssen,  zweitens,  daß  es  auf  F  geschlossene  Kurven  gibt,  die  kein 
Gebiet  begrenzen  (z.  B.  die  Kurven  A,  B  von  §  5),  drittens,  daß  ein 
Bereich  B  sich  über  beide  Blätter  von  F  erstrecken  kann,  so  daß 
gewissen  2- Werten  2  Punkte  von  B  entsprechen.  Dies  findet  immer 
statt,  wenn  im  Innern  von  B  eine  Verzweigungsstelle  liegt,  doch 
kann  auch  ein  Bereich  B  sich  teilweise  selbst  überdecken,  ohne  einen 
Verzweigungspunkt  zu  enthalten  (vgl.  Fig.  10^  S.  22). 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  die  geschlossene  Kurve  C  be- 
grenze auf  F  einen  Bereich  jÖ,  der  vollständig  mittels  einer  einzigen 
Substitution   (§  6  (1),  (5),  (9)  oder  (10)),    die  wir  kurz  mit    z  =- z{t) 
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bezeichnen,  auf  einen  schlichten  Bereich  £'  der  ^Ebene  umkehrbar 
eindeutig  abgebildet  werde.  Auch  soll  diese  Abbildung  für  die 
Punkte  der  Begrenzungen  C  und  C  von  B  und  £'  noch  gelten. 
y.>(z)  sei  in  B  eindeutig  und  regulär  bis  auf  eine  endliche  Anzahl 
singulärer  Stellen,  von  denejj  keine  auf  C  liege,  ebensowenig  wie 
ein  Punkt  oo.    Dann  geht  durch  jene  Substitution  das  im  positiven 

Sinn  über  C  erstreckte  Integral  /  ip(z)dz ,  wofür  wir  kurz    j  \p  {z)  dz 


schreiben,  über  in    f  i/^  {z{t))     ^^^  dt: 
c 

1)  Jxp(z)dz^Jxp{z{t) 


dt 


'« dt. 


c  c 


Den  Stellen  in  B,  wo  i/^  {z)  sich  nicht  regulär  verhält  oder  wo  z  =  oo 
ist,  mögen  in  B'  die  Punkte  ^j,  t^  •••  ^^  entsprechen. 

Dies  sind  die  einzig  möglichen  singulären  Punkte  der  Funktion 

W [t]  —  ip  (z  ifj)    ^^      in    B'\    wir   wollen    sie    mit   kleinen    Kreisen 

Äj,  ^2  ..•  Ä^  umgeben,  die  einander  nicht  schneideü.  Der  Bereich, 
der  aus  B'  entsteht,  wenn  man  die  Gebiete  dieser  Kreise  wegnimmt, 
möge  B"  heißen;  da  die  Funktion  ^^{t)  innerhalb  von  B"  regulär 
ist,  verschwindet  das  über  die  Gesamtbegrenzung  von  i"  erstreckte 

Integral  Ji/;  {z{t))  ^^  dt  {IB  %S5,  IV),  d.  h.  es  ist 

C  fci 

+  J^{z{t))^dt+...f^(zit))^dt, 


2) 


wobei  auch  die  Kreisintegrale  so  zu  erstrecken  sind,  daß  die  Kreis- 
fläche jedesmal  zur  linken  bleibt.  In  jedem  der  w-Integrale  auf 
der  rechten  Seife  von  (2)  können  wir  an  Stelle  von  t  jedesmal  eine 
andere    regularisierende    Hilfs veränderliche    ^(^"^    einführen,    nämlich 

in  f  diejenige,  die  nach  §  6  zu  dem  Punkte  P.  von  F  gehört,   der 

vermöge  z  =  z{t)  dem  Mittelpunkte  t^  jenes  Kreises  entspricht;  dem 
Kreise  L  entspricht  k.'  der  ^(^)- Ebene,  und  die  angegebene  Ver- 
änderung der  Integrationsveränderlichen  ergibt: 

3)     fi'{^{t))^dt=.f^{z(ti'rj)^-^dti'>       {i=l,2...m). 
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Wir  definieren? 

V.     Unter    dem   Residuum   einer   auf  F  eindeutigen   und   nur  eine 
endliche  Anzahl  singuldrer   Stellen   besitzenden  Funktion  ip[z)  in  einem 

Funlitf.   P  von  F  verstehen   wir   das  Residuum   von    \p  (z  (r))  — '^, —  als 

Funktion  von  t  für  r  =  ö,  wenn  r  die  'regularisierende  Hilfsv  er  ander - 
liehe  für  P  ist,   m.  a.  W.:    das   Residuum    ist    der  Koeffizient   von  t~^ 

in  der  Entwicklung  von  xp  (2  (r))  — ^ —  7iach  Potenzen  von  r. 

Danach  ist    T  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  27iim^\  dem  Re- 

siduum  von  ip{z)  im  Punkte  P.,  und  wir  erkennen  zugleich  vermöge 
Gleichung  (3),  daß  es  zur  Berechnung  des  Residuums  in  einem 
Punkte  P.  gar  nicht  nötig  ist,  gerade  die  zu  P.  selbst  nach  §  6  ge- 
hörige regularisierende  Hilfs veränderliche  einzuführen,  sondern  daß 
das  Residuum  von  der  benutzten  Hilfsveränderlichen  ^völlig  un- 
abhängig ist,  sofern  nur  der  Umgebung  von  P.  eindeutig  umkehrbar 
ein  Bereich  der  ^- Ebene  entspricht. 

Vergleicht  man  (2)  mit  (1),  so  findet  man 

4)  fip{z)dz  =  2nimal  Summe  der  Residuen  von  ip{z)  in  B. 
c  .  '  . 

Damit  ist  der  CAUCHYsche  Residuensatz  für  solche  Bereiche  B 
von  F  bewiesen,  die  mittels  einer  Substitution  durch  eine  regulari- 
sierende Hilfsveränderliche  auf  die  ^Ebene  abgebildet  werden  können. 
In  eine  endliche  Anzahl  derartiger  Bereiche  B^,  B^  . ..  B^  läßt  sich 
aber  nach  Satz  III  jeder  Bereich  B  zerlegen.  Die  Randkurve  von 
B  möge  wieder  'C,  die  von  B.  dagegen  C.  heißen  {i  =  ],  2  ...  n). 
Dann  ist 

5)  j'xp[z)dz  =  Jip{z)d.z  ^•ftp[z]dz  -{-  ...^  fifj{z)dz, 

da  sich  rechts  die  Integrationen  über  die  im 
InneTn  von  B  verlaufenden  Trennungshnien  der 
Bereiche    B.    gegenseitig,   wegheben     (Fig.  10). 

Jedes    f  rechts  ist  nach  (4)  gleich   2  tt  i  mal  der 

Summe  der  Residuen  in  B.,  die  ganze  rechte 
Seite  somit  2  n  i  mal  Summe  der  Residuen  in 
B,  w.  z.  b.  w. 

^^'  ^^*  Wir  vermerken  noch  folgenden  besonderen 

Fall  des  Residuensatzes  IV  (vgl.  I  B  §  34,  IV): 
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VI.     Das    Intec/ral    fip[z)dz,    erstreckt    über    die  Begrenzung   C 
c 
eines  Bereiches  B  auf  F,    in   welchem  sich    \f.'{z)    regulär    verhält,    ist 
gleich  Null. 


§  8.    Rationale  Funktionen  von  z  und  ']/f{z). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  rationalen  Funk- 
tionen von  z  und  s  =  ^f(z).  Eine  solche  Funktion  R{z,  s)  kann  zu- 
nächst auf  die  Form  eines  Quotienten  zweier  ganzen  Funktionen 
von  z  und  s  gebracht  werden;  benutzt  man  dann  die  Gleichung 
.^2  =  f(^z)  und  die  aus  ihr  folgenden 

1)  '^'^''=[f{z)Y,  S^^+^  =  [f{zf]s 

zur  Beseitigung  aller  höheren  Potenzen  von  s  als  der  ersten  aus 
Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man  zunächst  als  allgemeine  Form 
einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  die  folgende: 

2)  E{z,s)  =  ^±4^, 

in  der  a,  h,  c,  d  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
Diese  läßt  sich  noch  weiter  reduzieren,  indem  man  im  Zähler  und 
Nenner  mit  c  —  ds  erweitert  und  dann  die  Gleichung  s^  =  f[z) 
abermals  benutzt;  man  erhält  so: 


g^  (-)  +  9x  (^)  s 


QN  T)  f       X         ac~hdf-\-s{hc  — ad) 

Also  gilt  der  Satz: 

I.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  läßt  sich  auf  die  Form 
(3)  bringen,  in  der  g^,  g^^  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein 
bedeuten. 

Dabei  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  diese  drei  Funktionen 
keinen  ihnen  allen  gemeinsamen  Teiler  haben,  da  wir  einen  solchen 
stets  wegheben  könnten.  Aber  auch  wenn  das  geschehen  ist,  kann 
es  immer  noch  vorkommen,  daß  in  einem  Punkte  der  Fläche  Zähler 
und  Nenner  von  (3)  gleichzeitig  Null  werden.  Denn  der  Zähler 
von  (3)  kann  auch  Null  werden,  ohne  daß  g^  und  g^  gleichzeitig 
Null  werden.  Um  seine  Nullpunkte  zu  finden,  hat  man  aus  den 
beiden  Gleichungen  für  z  und  s: 

s^-f=0 
und: 

^0+^1^  =  0 


24      /.    Die  auf  der  Riem an n sehen  Fläche  eindeutigen  Funktionen. 
durch  Elimination  von  s  die  Gleichung  für  z  allein : 

^o^-.'/iY=o 

abzuleiten.  Für  jede  Wurzel  dieser  Gleichung  stimmt  dann  der 
Wert  von  —golgi  niit  einem  der  beiden  Werte  von  s  überein,  so 
daß  zu  jeder  solchen  Wurzel  ein  Punkt  der  Fläche  gehört,  in  dem 
der  Zähler  von  (3)  Null  wird.  Wird  dann  in  einem  solchen  Punkte 
Zq  auch  der  Nenner  Null,  so  erscheint  die  rationale  Funktion  in 
unbestimmter  Form.  Diese  Unbestimmtheit  kann  folgendermaßen 
behoben  werden:  Man  entwickle  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
der  für  die  Umgebung  des  gerade  zu  untersuchenden  Punktes 
geltenden  regularisierenden  Veränderlichen  t\  dann  kann  man  im 
Zähler  und  Nenner,  je  nach  Bedürfnis,  mit  einer  solchen  Potenz 
von  t  multiplizieren  oder  dividieren,  daß  nur  noch  Potenzen  von  t 
mit  positiven  Exponenten  vorkommen  und  daß  mindestens  eine  von 
beiden  Entwicklungen  mit  einem  von  t  freien  Gliede  beginnt.  Daraus 
geht  hervor,  daß  man  in  jedem  Falle  einen  positiven  oder  negativen 
ganzzahligen  Exponenten  a  so  bestimmen  kann,  daß: 

t-^E{z,s) 

als  Funktion  von  t  betrachtet,  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  regulär 
und  für  ^  =  0  von  0  verschieden  ist.  Dieser  Exponent  gibt  dann  die 
Ordnungszahl  (§  6,  II,  III;  I  B,  §  20,  IV)  der  Funktion  „auf  der 
Fläche'*  in  dem  untersuchten  Punkte  an.  Diese  Ordnungszahl  ist 
also  in  jedem  Punkte  der  Fläche  eine  ganze  Zahl,  und  wir  können 
den  Satz  aussprechen: 

IL  fTeda  rationale  Funktion  von  z  und  s  =  ]/ f\{z)  oder  y  f^[z)  ist 
auf  der  in  §^  3  konstruierte Ji  RiEMANNSchen  Fläche  bis  auf  Poie  rer/ulär. 

Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt: 

III.  Jede  auf  der  RiEHANNSchen  Fläche  von  s  —  ^  f^  [z)  oder 
y /g  (2)  eindeutige  und  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s. 

Dieser  Satz  wurde  schon  I  B,  S.  209/10,  als  VIII.  Satz  von 
§  61  bewiesen. 

Zu  den  rationalen  Funktionen  von  z  und  s  zählen  wir  auch 
die  rationalen  Funktionen  von  z  allein  oder  von  s  allein,  wie  auch 
jede  Konstante. 

Zur  weiteren  Untersuchung  der  rationalen  Funktionen  ziehen 
wir  den  Cauchy  sehen  Integralsatz  heran  und  beweisen  zunächst 
folgenden  Satz: 


§  8.     Rationale  Funktionen  von  z  und  YT[^ 
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IV.  Bas  Integral  ftp  [z)  dz  einer  avf  F  eindtutigen  vnd  nur  eine 
endliche  uinzahl  singulärer  Stellen  besitzenden  Funktion  tp  (z) ,  erstreckt 
über  den  gesamten  Hand  von  F\  ist  gleich  Null. 

Da  die  Schnitte  Ay  B,  durch  die  F'  aus  F  hergestellt  wird, 
noch  in  hohem  Grade  willkürlich  sind,  dürfen  wir  voraussetzen,  daß 
auf  dem  Rande  kein  singulärer  Punkt  von  tp[z)  noch  ein  Punkt 
z  —  QO  liegt. 

Durchlaufen  wir  dann  den  Rand  in  bestimmtem  Sinne,  etwa 
so,  daß  F'  stets  zur  Linken  bleibt,  so  wird  jeder  der  Schnitte  J,  B 
zweimal  durchlaufen,  und  zwar  die  beiden  Ufer  in  entgegengesetztem 
Sinne  (s.  Fig.  IIa  und  11  ö,    von    denen    die    eine   aus   der  anderen 


Fig.  IIa. 


Fig.  IIb. 


durch  Umformung  entsteht).  Ist  die  zu  integrierende  Funktion,  wie 
vorausgesetzt,  nicht  nur  auf  F\  sondern  auch  auf  F  eindeutig,  so 
hat  sie  auf  beiden  Ufern  dieselben  Werte  und  die  Beiträge,  welche 
die  beiden  Ufer  zum  Randintegrale  liefern,  heben  sich  auf. 

Satz  IV  des  vorigen  und  IV  dieses  Paragraphen  zusammen  be- 
sagen : 

V..  Bie  Gesamtsumme  der  Residuen  einer  Funktion  ip[z),  die  anf 
der  Flache  F  eindeutig  ist  und  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer 
Stellen  besitzt,  ist  stets  gleicli  Null.  Bisbesondere  ist  also  die  Gesamt- 
summe der  Residuen  jeder  rationalen  Funktion  r  (z^  V/'l^))  '^on  z  und 
^f{z)  gleich  Null. 


Die  Funktion  R[z,s) 


1 

r  {X,  s) 


dr{z,  s) 
~~d^. 


ist  gleichzeitig  mit  r[z,  s] 


eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  =  ']/f{z) ;  nur  darf,  damit  die 
Division  mit  r(z,s)  erlaubt  ist,  r{z,s)  nicht  identisch  gleich  Null  sein, 
wir  wollen  hier  überhaupt  voraussetzen ,  daß  r  {z,  s)  sich  nicht  auf 
eine  Konstante  reduziert. 

Das  Residuum  von  R{z,s)  in  einem  Punkte  P  von  i^  ist  nach 
Definition  V  von  §  7  gleich  dem  Residuum  von 

1 d{r{Kit)),  ]//>W)) 

r(xa),  VÄ^fÖ))  dt 

für  ^  =  0,  wenn  t  die  zu  P  gehörige  regularisierende  Hilfsveränder- 
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liehe  ist.  Dieses  Residuum  ist  aber  (nach  I  B,  §  46,  II,  III)  gleich  n 
in  einem  Nullpunkt  n^^"^  Ordnung  von  r(z,s),  gleich  —um  einem 
Pol  w*«^  Ordnung,  sonst  aber  Null  (vgl.  §  6,  III,  IV).  Wir  finden 
somit  durch  Anwendung  des  Satzes  IV  auf  die  Funktion  li{z,s): 

VI.  Jede  rationale  Funktion  r(z,s)  von  z  und  s==^f\z)  wird, 
sofern  sie  nicht  identisch  gleich  einer  Konstanten  ist,  auf  F  ebenso  oft 
Null  wie  unendlich. 

Und  wenn  wir  denselben  Satz  statt  auf  r  (z,  s)  auf  r  {z,  s)  —  c 
anwenden: 

VII.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  ']/f{z),  die  sich  nicht 
avf  eine  Konstante  reduziert^  nimmt  jeden  komplexen  Wert  ebenso  oft 
an  wie  jeden  anderen. 

Dabei  bedeutet  die  Aussage:  „die  Funktion  ip  nimmt  den 
Wert  c  in  dem  Punkte  P  der  Fläche  Ä-mal  an,  soviel  als:  „in  diesem 
Punkte  hat  ip  —  c  eine  A-fache  Nullstelle"  (§  6,  III). 

Man  nennt  eine  Funktion  von  z  und  '^[z\  die  auf  der  Fläche  F 
jeden  Wert  w-mal  annimmt,  eine  Funktion  n*^^  Ordnung  der  Fläche.  — 
Man  beachte,  daß  z  selbst,  als  Funktion  der  Fläche  betrachtet, 
eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  s  =  '^ f4,[z]  eine  Funktion  vierter 
Ordnung  ist. 

Aus  Satz  VI 'folgt  noch  ein  wichtiger  Zusatz: 

VIII.  Eine  über  all  endliche  Funktion  der  Fläche  ist  stets  eine 
Konstante. 

Und  aus  V: 

IX.  Es  gibt  keine  rationale  Funktion  von  z  und  ^f(z),  die  nur  in 
einem,  Punkte  der  Fläche  und  in  ihm  nur  von  der  I.  Ordnmig  unend- 
lich groß  loürde.  Mit  anderen  Worten:  Es  gibt  keine  Funktion  der 
Fläche  von  der  Ordnung  Eins. 

Eine  solche  hätte  nämlich  ein  einziges  von  Null  verschiedenes 
Residuum,  was  mit  V  in  Widerspruch  steht. 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 


Elliptische  Integrale 

§  9.    Die  drei  Gattungen  der  elliptischen  Integrale. 

Nunmehr   können  wir  zurückkehren  zu   der  Aufgabe,    die  wir 
UDS  ursprünglich  gestellt  hatten:  die  Integrale  rationaler  Funktionen 
B  [z,  s)  von  z  und  ä  =  yf{z)  zu  untersuchen.   Ein  solches  „elliptisches'' 
Integral ; 
1)  fR(z,s]dz; 

ist  eine  Funktion  seiner  beiden  Grenzen;  wir  werden  uns  aber  zu- 
meist die  untere  Grenze,  die  etwa  'Zq  heißen  möge,  als  fest  gegeben 
denken  und  das  Integral  als  Funktion  der  oberen  Grenze  z  be- 
trachten. Dabei  ist  stets  zu  beachten,  daß  ein  Punkt  z^  falls  er 
nicht  gerade  ein  Verzweigungspunkt  ist,  erst  völlig  bestimmt  ist, 
wenn  angegeben  wird,  in  welchem  Blatt  von  F  er  liegt,  d.  h.  welches 
der  zugehörige  Wert  ]/f\z)  ist.  Ist  dann  ein  bestimmter  Integrations- 
weg von  Zq  nach  z  vorgeschrieben,  so  kann  man  ihn  nach  §  7,  III 
in  eine  Anzahl  Teile  so  zerlegen,  daß  jeder  dieser  Teile  ganz  in 
einem  Bereiche  liegt,  der  durch  Einführung  einer  geeigneten,  regu- 
larisierenden  Variabein  t  (§  6)  auf  ein  schlichtes  Stück  der  ^Ebene 
abgebildet  werden  kann.  Für  jeden  solchen  Teil  des  Integrations- 
weges gelten  dann  die  Sätze  über  Integrale  eindeutiger  Funktionen; 
insbesondere  folgt  (vgl.  I  B,  §  25,  VI): 

I.  Uin  Integral  der  Form  (1)  ist  bei  gegebenem  Integrationsweg 
eine  auf  der  Fläche  F  reguläre  FunJäion  der  oberen  Grenze  im  Sinne 
der  Definition  II  von  §  6,  wenn  auf  dem  Integrationsweg  weder  ein 
Pol  von  R  noch  ein  Punkt  z  =  OO  liegt. 

Wollen  wir  weiter  die  Werte  vergleichen,  die  ein  solches  Integral 
für  zwei  verschiedene  Integrationswege  zwischen  denselben  Grenzen 
erhält,  so  werden  wir  zweckmäßigerweise  erst  wie  in  §  5  die  Fläche  F 
durch  geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  F' 
verwandeln.  Auf  dieser  begrenzt  eine  geschlossene  doppelpunktlose 
Kurve  C  stets  ein  Gebiet;  es  gelten  daher  die  folgenden  Sätze,  die 
alle  unmittelbare  Folgerungen  des  Satzes  IV  von  §  7  sind: 

IL  Die  Werte  eines  elliptischen  Integrals,  genommen  längs  zweier 
zwischen    denselben    Grenzen   innerhalb   F'   verlaufender   einander   nicht 
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schneidender  Wege,  stimmen  überein,  wenn  in  dem  von  diesen  beiden  Wegen 
begrenzten  Gebiet  G  weder  ein  Pol  von  B  [z,  s)  noch  ein  Punkt  2:  =  oo  liegt. 

III.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  läßt  sich  die  Differenz  der  beiden 
Werte  des  Integrals  darstellen  als  Summe  von  Integralen,  genommen 
um  die  Pole  von  R  und  die  Pnnhte  z  =^  co,  die  in   G  liegen. 

IV.  Der  Wert  des  Integrals  (1)^  genommen  in  positivem  Sinne  um 
einen  Pol  von  R  oder  einen  Punkt  z  =  cc  ist  gleich  27ii  mal  dem 
Residuum  (§  7,  V)  der  Funktion  R  in  diesem  Punkte. 

V.  Dies  führt  zu  einer  Einteilung  der  elliptischen  Integrale  in  drei 
Gattungen.  Ist  das  Residuum  von  R  überall  auf  F  (auch  in  den 
Polen  von  R  und  in  den  Punkten  z  —  co)  gleich  Null,  so  ist  der 
Integralwert  eine  innerhalb  F'  eindeutige  Funktion,  solange  nur 
solche  Integrationswege  zugelassen  werden,  die  ganz  innerhalb  F' 
verlaufen;  wir  nennen  diesen  Wert  den  Hauptwert  des  Integrals. 
Ist  diese  eindeutige  Funktion  überall  regulär,  so  heißt  das  Integral 
ein  Integral  erster  Gattung;  hat  sie  noch  Pole,  so  heißt  es  ein  Integral 
zweiter  Gattung.  Ist  aber  das  Residuum  von  R  auch  nur  in  einem 
Punkte  von  Null  verschieden,  =  Ä,  so  ist  der  Integralwert  schon 
innerhalb  F'  unendlich  vieldeutig;  das  Integral  heißt  dann  ein 
Integral  dritter  Gattung.  Ein  solches  kann  in  der  Umgebung  des 
betrefienden  Punktes  dargestellt  werden  als  Summe  aus  Ä\ogt  und 
einer  Funktion,  die  dort  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat.  Es  wird 
sich  erweisen,  daß  mit  dieser  Definition  die  in  der  Einleitung  er- 
wähnten Legendee  sehen  Festsetzungen  von  Normalintegralen  der 
drei  Gattungen  in  Übereinstimmung  sind. 

Untersuchen  wir  zunächst  die  Integrale  I.  und  IL  Gattung 
weiter.  Sei  w[z)  der  Wert  eines  solchen,  genommen  auf  einem 
ganz  innerhalb  F'  verlaufenden  Integrationswege;  wir  fragen,  in 
welcher  Beziehung  die  Werte  zueinander  stehen,  die  diese  Funktion 
w[z)  in  einander  gegenüberlieg^den  Punkten  auf  den  beiden  Ufern 
eines  der  Schnitte  Ä,  B  besitzt. 

Um  mit  bestimmten  Vorstellungen  zu  rechnen,  wollen  wir  jedem 
der  beiden  Rückkehrschnitte  einen  Richtung.ssinn  beilegen,  so  daß 
wir  sein  eines  Ufer  als  das  linke,  das  andere  als  das  rechte  be- 
zeichnen können. 

VI.  Der  Richtungssinn  soll  auf  den  beiden  Rückkehr  schnitten  A,  B 
so  festgelegt  sein,  daß' der  Schnitt  A  den  Schnitt  B  von  links  nach  rechts, 
also  B  den  A  von  reclits  nach  links  überschreitet  (Fig.  12). 

Außerdem  wollen  wir  noch  folgende  Festsetzung  treffen: 

VII.  Die  Übergang sllnien  von  einem  Blatt  der  Fläche  F  zum 
andern   sollen   von  c(q  nach  a^   und  von  a^   nacli  a^  gezogen  sein;   der 
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Schnitt  A  soll  im  ersten  Blatt  verlaufen  und  Uq,  a^  von  a^,  a^  trennen^ 
sein  Umlauf ssinn  sei  so,  daß  a^  und  a^  rechts^  u^  und  a^  links  von  ihm 
liegen,  der  Schnitt  B  muß  dann^  weil  er  A  nur  einmal  kreuzen  darf, 
beide  Übergang slinien  überschneiden  (s.  Fig.  12  oder  auch  Fig.  9,  S.  16). 
Dabei  bleibt  es  immer  noch  in  unsere  Wahl  gestellt,  welches 
Blatt  wir  als  das  erste  und  welchen  der  Verzweigungspunkte  wir 
mit  cJq,    welchen    andern   wir   mit  a^  usw.  bezeichnen  wollen.     Im 


Fig.  12.  Fig.  13  a.  Fig.  13  b. 

Falle  f[z)  =  f^(z)  ist  für  eine  der  Stellen  c^^  die  Stelle  oo  zu  setzen, 
z.  B.  für  ccy  Die  Übergangslinien  sind  in  den  Fig.  9  und  12  nur 
der  besseren  Übersicht  halber  geradlinig  gezogen;  aus  dem  gleichen 
Grunde  sind  in  Fig.  12  die  vier  Verzweigungspunkte  auf  einer  Ge- 
raden angeordnet.  ^^^  x      y 

Es  hindert  nichts,   beispielsweise  Fig.  12  durch  p    ■  p' 

Fig.  .13a  oder  13b  zu  ersetzen.     Die  Lage  der  Ver-  pj^  14 

Zweigungsstellen  in  den  drei  Figuren  ist  die  nämliche; 
verschieden  ist  nur  ihre  Numerierung.    In  13a  geht  die  Übergangs- 
Hnie  a^  u^  durch  den  Punkt  oo. 

Seien  nun  A,  q  und  A',  o  zwei  Paare  einander  gegenüberliegender 
Punkte  an  den  beiden  Ufern  eines  Schnittes  (Fig.  14);  dann  ist,  da  die 
Funktionen  R  innerhalb  der  unzer schnittenen  Fläche  F  eindeutig  ist: 

2)  ^Rdz^  J  Rdz,  / 

wenn  jedesmal  längs   des  betreffenden  Schnittes  so  integriert  wird, 

daß  dabei   der  andere  Schnitt  nicht  überschritten  wird.     Da  aber 

beide  Integrationswege  ganz  innerhalb  F'  verlaufen,   so  können  wir 

diese    Integralwerte    auch    durch    die    Werte    ausdrücken,    die    der 

Hauptzweig  w  {z)   an    den    oberen    und    unteren   Grenzen    annimmt. 

Wir  erhalten  so:  o'n  n\  /  ^  t  \ 

w[l)  —  w (A)   =  w  [o)  —  w [o] 

oder: 

3)  w  ((>')  —  w  (//)  =  w  {o)  —  w{X). 

In  der  letzteren  Form  sagt  die  Gleichung  aus: 

VIII.  Längs  jedes  der  beiden  Schnitte  ist  die  Differenz  der  Werte 
konstant,  die  der  Haiiptzweig  eines  Integrals  L  oder  IL  Gattung  in, 
einander  gegenüberliegenden  Punkten  der  beiden  Ufer  annimmt. 
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IX.    Wir  nennen  die  konstante  Differenz  w{q)  —  wQ.):    den  Perio- 
dizitätsmodul  des  Integrals  an  dem  Rückkehr  schnitt. 

Fassen  wir  vier  Punkte  ins  Auge,  die  an  der 
Kreuzungsstelle  der  beiden  Rückkehrschnitte  ^,  ^  in 
der  in  Fig.  15  angegebenen  Weise  liegen,  dann  sind 
die  Periodizitätsmoduln  des  Integrals  w: 

an  ^:     w(ß)  —  w[a)  =  w  (y)  —  w  [d) ; 

an  5 :     lo  (§)  —  iv  (a)  =  to  (y)  —  w[ß). 

Andererseits  ist,  wenn   die  Integrale  längs  der  Schnitte  in  der  für 
jeden  festgesetzten  positiven  Richtung  genommen  werden: 


4) 


ö). 


f  dw  =  iv[ci)  —  w  (ö)  =  w  {ß)  —  w(y), 

A 

f  die  =  w[ß)  —  w  {cc)  =  w  [y]  —  w(d). 


X.  Es  ist  also  der  Periodizitätsmodul  an  Ä  gleich  dem  Wert  des 
Integrals  genommen  längs  B,  dagegen  der  Periodizitätsmodul  an  B 
entgegengesetzt  gleich  dem  Werte  des  Integrals  genommen  längs  A. 

Mit  2  «^  und  2  «g  werden  wir  gewöhnlich  die  Periodizitäts- 
moduln an  A  und  B  bezeichnen,  falls  w  ein  Integral  I.  Gattung  ist: 


6) 


2  0?!=      ^  d 

B 

2cü^^-  fd 


Bei  Integralen  dritter  Gattung  verändern  sich  diese  Sätze  durch 
das  Auftreten  der  logarithmischen  ünstetigkeitspunkte.  Von  einem 
solchen  Integral  kann  nicht  ein  auf  i^''  eindeutiger  Zweig  abgespalten 
werden;  man  muß  vielmehr  erst  von  sämtlichen 
logarithmischen  Unstetigkeitspunkten  einander 
nicht  treffende  Einschnitte  L  (Fig.  16)  nach 
dem  Rande  der  Fläche  führen.  Zweckmäßiger- 
weise läßt  man  alle  diese  Einschnitte  im  Schnitt- 
punkt von  A  und  B  einmünden.  Die  Fläche  F' 
geht  dadurch  in  eine  ebenfalls  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  F"  über;  und  ein  Zweig  des  Integrals  kann  jetzt 
eindeutig  und  stetig  dadurch  definiert  werden,  daß  der  Integrations- 
weg auf  diese  Fläche  F''  beschränkt  wird.     Dann  ergibt  sich: 

XL    Fin   Integral  III.  Gattung  fli{z,s)dz    hat   konstante   Perio- 
dizitätsmoduln  nicht  nur  an  den  Rückkehrschnitten  A  und  B,   sondern 


Fig.  16. 
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auch  an  den  Einschnitten  L.  An  jedem  der  letzteren  ist  der  Perio- 
dizität smodul  =  2  iii  mal  dem  Residuum  von  R  in  dem  Punkte,  von 
dem  er  ausgeht;  die  Summe  dieser  logarithmischen  Periodizitätsmoduln 
ist  also  Null  (nacli  §  8,  V). 

Nun  heben  wir  die  bisher  festgehaltene  Beschränkung  des  Inte- 
grationsweges auf  die  Flächen  F\  F"  auf  und  lassen  ihn  ganz  will- 
kürlich; oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  den  Hauptwert  des 
Integrals  über  die  Begrenzung  von  F'  bzw.  F"  hinaus  analytisch 
fort.  Wir  finden  so  (vgl.  die  Diskussion  des  Logarithmus,  I  B, 
§56,111): 

XII.  Bie  sämtlichen  Werte  ^  die  das  Integral  einer  rationalen 
Funktion  von  z  und  s  in  einem  Punkte  P  der  Fläche  F  annimmt^ 
wenn  man  es  von  einem  festen  Punkte  P^  auf  allen  möglicJien  Wegen 
nach  P  fortsetzt,  gelten  aus  irgendeinem  von  ihnen  durch  Addition 
beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher  einer  endlichen  Anzahl  konstanter 
Periodizitätsmoduln  hervor. 

Es  kann  vorkommen,   daß  die   sämtlichen  Periodizitätsmoduln 

z 

Null  sind,  dann  ist  J Rdz  eine  auf  i^  eindeutige  und  bis  auf  Pole 
reguläre  Funktion,  also  nach  §  8,  III  eine  rationale  Funktion  von  z 

z 

und  s.    Rationale  Funktionen  R{z,s\  für  die   f  R[z,s)dz  wieder  eine 

zo 

rationale  Funktion  ist,  kann  man^  sich  natürlich  leicht  durch  Difi'e- 
rentiation  rationaler  Funktionen  verschaffen. 

Zu  einem  gewissen  Abschluß  gelangt  diese  Untersuchung  durch 
die  folgende  [Jmkehrung  dieses  Satzes: 

XII.  Jede  Funktion,  die  auf  der  Fläclie  F  bis  auf  Pole  und  loga- 
rithmische  Unstetig keitsj) unkte  regulär  und  nur  durch  konstante  Perio- 
dizitätsmoduln vieldeutig  ist,  ist  das  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  z  und  s. 

Denn  ihr  Differential quotient  genügt  den  Bedingungen  des 
Satzes  §  8,  III. 

§  10.    Das  elliptische  Integral  erster  Gattung.    Die  Über- 
lagerungsfläche. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  zwar  definiert,  was  unter  einem 
elliptischen  Integral  I.,  II.  oder  III.  Gattung  zu  verstehen  ist,  aber 
noch  keineswegs  bewiesen,  daß  es  Integrale  von  jeder  der  drei 
Gattungen  wirklich  gibt.  Wir  wollen  nun  versuchen,  ein  Integral 
I.  Gattung  wirklich  zu  bilden;  wir  setzen  es  in  der  Form 
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1)  jR[z,s)dz 

an.     Ist  nun 

so  ist  an  einem  im  Endlichen  gelegenen  gewöhnlichen  Punkte  z^ 

z  —  Zq  =  t ,  dfZ  =  dt\ 

an  einem  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte  a 

z  —  a  ==t^,          dz  ^  2t  dt \ 
an  einem  unendlich  fernen  Punkte 

z  ^  t-^,         dz  ^  —  t-'^  dt 

zu  setzen  (vgl.  §  6),  wenn  t  jedesmal  die  zugehörige  regularisierende 
Hilfsveränderliche  bedeutet.  Soll  also  das  Integral  (1)  überall  regulär 
bleiben,  so  ist  dazu  nötig  und  hinreichend,  daß  die  Funktion  TL  [z^  s) 
selbst  überall  regulär  ist,  ausgenommen  in  den  Verzweigungspunkten, 
wo  sie  Pole  1.  Ordnung  haben  darf,  daß  sie  ferner  im  Unendlichen 
auf  beiden  Blättern  mindestens  je  von  der  2.  Ordnung  Null  wird. 
Die  Funktionen  Cs~\  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet, 
sind  die  einzigen,  welche  diese  Eigenschaften  besitzen;  also  folgt: 
I.    Das  Integral: 

u(z)=  f-^ 


ist    auf  der   Fläche    von   s  =  y  f\{z)    überall  regulär,    m.  a.  W.   es   ist 
wirklich  ein  Integral  1.  Gattung. 

IL  Jedes  andere  Integral  I.  Gattung  auf  unserer  Fläche  kann  sich 
von  (3)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor,  sowie  durch  die  Wahl  der 
unteren   Grenze,  d.  h.   um  eine  additive  Konstante  unterscheiden. 

Im  Falle  s^  =  /g  {z)  sind  diese  Schlüsse  teilweise  etwas  ab- 
zuändern. Der  Punkt  oo  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  und  s 
hat  in  ihm  einen  Pol  3.  Ordnung;  aber  es  ist  für  ihn  auch 

dz  =-2t-^  dt 

zu  setzen.     Das  Ergebnis  bleibt  also  dasselbe: 

III.  Die  Sätze  I  und  II  gelten  auch  für  den  Fall  der  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Polynom  dritten   Grades. 

Im  Vorhandensein  des  Integrals  I.  Gattung  liegt  ein  bedeut- 
samer Unterschied  zwischen  der  zweiblättrigen  Riemann sehen  Fläche 
mit  vier  und  der  mit  zwei  Verzweigungspunkten;  man  kann  daraus 
allein  schon  schließen: 
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IV.  Es  ist  nicht  möglich,  z  und  s  =  Yf^[^)  ^^^^  V/iW  ^^^ 
rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  t  auszudrücken. 

Das  Integral  u  (z)  —   \  — -:=:—  ist  nach  Satz  I  relativ  zur  Riemann' 
J   yf{x) 

sehen  Fläche  F  unver zweigt,  d.  h.  u{z)  hat  keine  anderen  Verzweigungs- 
stellen als  ]//*(2^);  dagegen  kann  u{z)  auf  F  nicht  eindeutig  sein,  da 
ja  u(z)  sich  sonst  als  überall  reguläre  Funktion  auf  eine  Konstante 
reduzieren  müßte.  Es  muß  also  mindestens  einer  der  Periodizitäts- 
moduln  von  u  von  Null  verschieden  sein,  wir  werden  später  (§  56) 
sehen,  daß  stets  beide  von  Null  verschieden  sind.  Auf  der  einfach 
zusammenhängenden  RiEMANNSchen  Fläche  für  ]/az^  ^bz-\-c  kann 
es  mehrdeutige  unverzweigte  Funktionen  ohne  wesentlich  singulare 
Stellen  nicht  geben,  da  eine  auf  dieser  Fläche  unverzweigte 
Funktion  ohne  wesentlich  singulare  Stellen  stets  rational  von  z  und 
■faz''-\-  bz-\-c  abhängt  (I  B,  §  61,  VIII). 

Wir  können  uns  leicht  eine  Fläche  vorstellen,  auf  der  u  {z)  ein- 
deutig ist.  um  schrittweise  vorzugehen,  denken  wir  uns  zuerst 
eine  Funktion  v{z),  deren  Periodizitätsmodul  längs  des  Schnittes  Aj 
den  wir  uns  als  Breitenkreis  einer  Ringfläche  (s.  Fig.  8)  vorstellen 
wollen,  Null  ist,  während  ihr  Periodizitätsmodul  p  längs  des  Meri- 
dians £  von  Null  verschieden  sei.  Daß  es  solche  Funktionen  wirk- 
lich gibt,  werden  wir  später  sehen  (s.  §  61).  Wir  schneiden  dann 
den  Ring  längs  B  auf  und  biegen  ihn  gerade,  so  daß  aus  seinen 
Breitenkreisen  gerade  Linien  werden;  der  Ring  selbst  geht  so  in 
einen  oben  und  unten  offenen  Zylinder  Z^  mit  Begrenzungen  JS^, 
jBq"  über.  Der  auf  Z^  eindeutige  Zweig  von  v(z)  möge  als  Haupt- 
wert v{z)  bezeichnet  werden.  An  den  Endpunkten  z',  z"  einer  Er- 
zeugenden nimmt  viz)  Werte  an,  deren  Differenz  p  ist: 

v{z)-v{z")=p. 

Wir  denken  uns  neben  Z^  noch  unendlich  viele  kongruente 
Zylinder  ^^^  (A  =  ±  1,  ±  2,  . . .)  mit  Rändern  B;,  B^'.  Auf  Z^  habe 
v[z)  die  Werte  v[z)-\-k'p.  Wir  können  nun  aus  den  unendlich 
vielen  Zylindern  Z^^  einen  einzigen  unendlich  langen  U  bilden,  auf 
dem  die  Gesamtfunktion  v  {£)  eindeutig  und  stetig  ist,  indem  wir  die 
Ränder  i^;_i  und  B^'  (A  =  0,   +  1,   ±  2,  .. .)  aneinander  setzen. 

Jetzt  wollen  wir  eine  Funktion  u[z)  ins  Auge  fassen,  die  auch 
längs  des  Schnittes  A  einen  von  Null  verschiedenen  Periodizitäts- 
modul p'  besitzt.     u{z)  ist  auf  TJ  nicht  mehr  eindeutig;    schneidet 

BüRKHARDT,  Fuuktioneii.    II.     Dritte  Aufl.  ^ 
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man  aber  U  läogs  einer  Erzeugenden  /  auf,  so  erhält  man  durch 
Umformung  einen  unendlich  langen  Parallelstreifen  S^  mit  zwei 
geradlinigen  Rändern  l^^,  l^".  Wenn  z',  z"  einander  gegenüber- 
liegende Punkte  von  l^  und  l^'  sind,  so  gut  für  den  auf  *S^^  ein- 
deutigen Zweig  ü{z)  von  u[z)\ 

■ü{z')  —  ü[z")  =  p  . 
Nun  denke  man  sich  wieder  unendlich  viele  derartige  Parallel- 
streifen Sj.  mit  Rändern  Ij!,  ]//  [k  —  0,   +1,   ±-2,  ...);   auf  Sj^  möge 
u(z)  die  Werte  ü[z)  -f  kp'  annehmen.    Darauf  hefte  man  wieder  die 
Streifen  S^.  aneinander  und  zwar  Ij^'  an  4'-i  {^<- —  0,  ±1,  +2,...]. 

V.  So  erhält  man  eine  schlichte  Ebene^  deren  im  Endlichen  gelegene 
Punkte  eindeutig  umkehrhar  den  sämtlichen  E\nktionswerten  zugeordnet 
sind,  welche  die  unendlich  vieldeutige  Eunktion  u  bei  beliebiger  Eort- 
setzung  annimmt. 

Die  einzelnen  Zylinder  Z  sind  bei  diesem  Verfahren  in  Recht- 
ecke R  übergegangen  und  jedes  solche  Rechteck  ist  ein  Bild  der 
längs  J,  B  aufgeschnittenen  Ringfläche,  also  auch  der  Riemann- 
schen  Fläche  E''.  Man  kann  die  erhaltene  w-Ebene,  wenn  man  will, 
folgendermaßen  zurückformen.  Man  schneide  die  Streifen  S^.  wieder 
auseinander,  rolle  S^  zu  einem  längs  l^',  l^"  offenen  Zylinder  zu- 
sammen, setze  an  l^^  und  l^"  die  Streifen  S^  und  S_^  wieder  an  und 
rolle  auch  sie,  den  einen  über  dem  ersten  Zylinder,  den  andern 
unter  dem  ersten  Zylinder  zusammen,  so  daß  man  einen  dreifach 
überdeckten  Zylinder,  sodann  durch  Hinzufügung  von  S^,  S_.,  einen 
fünffach  überdeckten  erhält  usw.  Danach  denke  man  sich  die  un- 
endlich lange  Zylinderachse  zu  einer  unendlich  oft  überdeckten 
Kreislinie  deformiert,  so  daß  der  Achse  jedes  Teilzylinders  Z  ein 
Umlauf  des  Kreises  entspricht. 

VI.  Man  erhält  so  aus  der  u- Ebene  einen  unendlich  oft  nher- 
deckten  Ring,  den  man  die  Überlagerungsfläche  des  ursprünglich  eiti- 
fach  überdeckten  Ringes  nennt. 

Und  wie  der  Ring  selbst  im  Sinne  der  Topologie  mit  der  Rie- 
MANN  sehen  Fläche  E  identisch  ist,  so  ist  seine  Überlagerungsfläche 
einerseits  als  mit  der  w-Ebene  des  Satzes  V  identisch  anzusehen, 
andererseits  als  mit  der  die  RiEMANNsche  Fläche  E  unendlich  oft 
überdeckenden,  ebenfalls  als  Uberlagerungsfläche  zu  bezeichnenden 
Fläche  Eoo,  die  aus  unendlich  vielen,  längs  der  Schnitte  A,  B  zu- 
sammenhängenden Flächen  E',  entsprechend  den  unendlich  vielen 
Rechtecken  der  w-Ebene  besteht.  So  schwierig  die  Vorstellung  dieser 
Fläche  Eoo   selber  erscheint,    so  leicht  ist  es,   sich  die  mit  Recht- 
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ecken  überdeckte  w-Ebene  vorzustellen,  die  aus  ihr  durch  Umformung 
entsteht. 

Die  Überlagerungsüäche  F^  ist  in  einer  Hinsicht  wesentlich 
einfacher  als  die  ursprüngliche  Fläche  F;  sie  ist  nämlich,  ebenso 
wie  die  mit  Rechtecken  überdeckte  w-Ebene,  in  die  sie  sich  stetig 
überführen  läßt,  einfach  zusammenhängend.  Denn  es  ist  klar,  daß 
Zusammenhang  und  Geschlecht  einer  Fläche  sich  bei  stetiger  Um- 
formung nicht  ändern. 

Für  die  vorstehenden  Überlegungen  war  es  ganz  gleichgültig, 
daß  die  verschiedenen  Werte  der  unendlich  vieldeutigen  Funktion  ?/,  {z) 
sich  von  dem  in  F'  angenommenen  Hauptwerte  nur  um  konstante 
Periodizitätsmoduln  unterscheiden.  Wir  hätten  genau  so  gut  all- 
gemeiner schließen  können: 

VII.  Jede  Funktion^  die  relativ  F  unverzweigt  ist  und  keine  wesent- 
lich Singular en  Stellen  besitzt,  ist  auf  F^o,  (il^o  auch  in  der  Ebene  des 
Satzes    V,  eindeutig. 

Dies  gilt  insbesondere  auch  für  die  rationalen  Funktionen  von  z 
und  ']lf{z\  die  schon  auf  F  selbst  eindeutig  sind ;  ihre  Werte  wieder- 
holen sich  periodisch  in  den  Punkten  der  einzelnen  unendlich  vielen 
Zylinder  Z  oder  Rechtecke  Ä,  aus  denen  die  Überlegungsfläche 
zusammengesetzt  ist. 

§  il.    Beweis  der  eindeutigen  Umkehrbarkeit  im  Kleinen  für  das 
Integral  I.  Gattung. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  (§§  1,  2)  erwähnt  wurde,  hat  Abel 
gefunden,  daß  die  Umkehrung  der  durch  die  Gleichung 

1)  «^.)=r^ 

gegebenen  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen  z  und  u  zu 
einer  eindeutigen  Funktion  z  [u)  führt,  eoensö'  wie  die  Umkehrung 
der  Gleichungen 


dx  c      dx 

Vi  -  x^ 


/dx  r      c 


1  0 

die  eindeutigen  Funktionen 

z  =  ^",  z  —  sin  u 

liefert. 

Mittels  des  Begriffs  der  Überlagerungsfläche  Foo  können  wir  der 
Frage  nach  der  eindeutigen  Umkehrbarkeit  des  Integrals  I.  Gattung 
noch  eine  andere,  bestimmtere  Wendung  geben: 

3* 
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Die  eindeutig  umkehrbare  Abbildung  dieser  Fläche  auf  die 
schlichte  2/-Ebene  geschah  im  vorigen  Paragraphen  nur  durch  Über- 
legungen der  Topologie  und  ohne  jede  Formel. 

Jetzt  fragen  wir  so: 

I.  Wird  durch  Gleichung  (1)  die  tJh  erlag  er  ungsfiäche  Foo,  o-uf 
welcher  u{z)  stetig  und  eindeutig  ist,  konform  auf  die  schlichte  u-Ehene 
abgebildet,  derart,  daß  jedem  einzelnen  Exemplar  der  Fläche  F'  ein 
Hechteck  in  der  u-Ebene  und  zwei  u  -  Werten,  die  sich  nur  um  Fielfache 
der  Feriodizit'dtsmoduln  unterscheiden,  ein  und  derselbe  Punkt  von  F 
entspricht? 

Die  Antwort,  die  wir  auf  diese  Frage  geben  werden,  wird  lauten : 

II.  Buvch  (1)  wird  tatsächlich  die  Überlagerungsfäche  auf  die 
schlichte  u-Ehene  abgebildet,  so  daß  z  und  '^  f{z),  eindeutige  und  doppelt 
periodische  Funldionen  von  u  loerden,  aber  jeder  einzelnen  der  unendlich 
vielen  Flächen  F'  wird  im  allgemeinen  kein  Rechteck,  sondern  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Schnitte  Ä,  B  ein  Parallelogramm  der  u-Ebene  ent- 
sprechen (was  ja  vom  Standpunkt  der  Topologie  aus  keinen  Unter- 
schied macht). 

Den  ersten  Schritt  zum  Beweise  dieses  Satzes  wollen  wir  tun, 
indem  wir  im  folgenden  für  das  Integral  I.  Gattung  die  eindeutige 
Umkehrbarkeit  „im  Kleinen"  beweisen: 

III.  Nimmt  das  Integral  [1]  für  irgendeinen  Punkt  P  der  Fläche  F 
einen  Wert^u^,  für  die  Nachbarpunkte  also  wegen  der  Stetigkeit  {§  10,  I) 
Nachbarwerte  u  an,  so  ist  nicht  nur  u  in  der  Umgebung  der  Stelle 
t  —  0  eine  reguläre  Funktion  der  zu  P  gehörigen  regularisierendert 
Hilfsveränderlichen  t,  sondern  auch  t  eine  eindeutige  reguläre  Finktion 
von  u.  Eine  gewisse  Umgebung  des  Punktes  P  auf  F  wird  somit  ein- 
deutig umkehrbar  auf  einen  schlichten  Bereich  um  den  Funkt  u^  ab- 
gebildet; u  —  Uq  erfüllt  daher  für  P  ebensogut  wie  t  alle  Anforderungen 
einer  regulär Isier enden  HilfsverÖTiderlichen. 

Zum  Beweise  nehme  man  zunächst  an,  daß  P  [z  =  z^)  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt  der  Fläche  sei;  dann  findet  man  aus  Gleichung  (4) 
des  §  6  durch  Integration  mit  der  Nebenbedingung,  daß,  für  t  =  0, 


Uq  wird: 


1 .2  r(-^o)  ,  ,3/    1  rM  •,  1  /"(%)' 


und  hieraus  durch  Reihenumkehr  (I  B,  §  46,  X),  wie  behauptet: 

(z-z^^t=^{u-u^)s^+\-{u-  u^f  f  (z,)  H-  ^  (w  -  Mo)'  ^0/'"  (S) 
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Aus  der  Reihe  von  z  nach  Potenzen  von  [u  —  u^)   findet   man 
die  von  jZ/W  vermöge  (1)  einfach  durch  Differentiation: 

4)    i 

I  +  ^(^  -  ^o)'  (2r  w/'w  +  r(^o)/"M  +  •  •  • 

Ist  ziüeiten.9  P  ein  im  Endlichen  gelegener  Verzweigungspunkt  r^, 
so  ergibt  sich  aus  §  6  (8)  durch  Integration: 

und  hieraus  durch  Reihenumkehr : 

l  +  mo("-  ^^0)^  (!/■"'*«)'+ rwr  w  )i/7>)  +  ••• 


1920 

Die  nach  Potenzen  von  u  —  u^  fortschreitende  Reihe  für  z  —  a  =  t"^ 
kann  man  aus  (6)  durch  Quadrieren  finden,  sie  geht  aber  auch  durch 
Ersetzung  von  z^  durch  a  und  s^  durch  Null  aus  der  rechten  Seite 
von  (3)  hervor,  ebenso  die  für  ^  f[z)  aus  der  rechten  Seite  von  (4). 
Drittens  erhalten  wir  für  einen  gewöhnlichen  Punkt  im  Un- 
endlichen aus  §  6  (13): 

also 

8)  ^  =  -  y  «0  (m  -  Mo)  +  «1  [u  -Mo)2  -  a^i  %  [u  -  u^f  +  . . ., 

und  viertens  für  einen  Verzweigungspunkt  im  Unendlichen  aus  §5  (16): 

'  0  l/a     i  4  «1  \        10«!  160  a/  /  J 

also 

I  t  =  -  y^(M-  Mo)-  ^«2y«l("-«of 

Aus  (8)  folgt 

11)    .  =  I  =  7r-^-,\^  +  ,-;^(-  -  'S)  -  ^'^^^^iu-u,f+  X 

dagegen  aus  (10): 


1  147 

5  «I  «3  -    göo 
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Fig.  17. 


Durch  Differentiation  findet  man  wieder  aus  (11)  und  (12)  die 
Darstellungen  von  ]//'(^)  als  Funktion  von  u  in  der  Umgebung 
von  z  =  00  . 

Aus  der  somit  für  das  Integral  (1)  bewiesenen  eindeutigen  Um- 
kehrbarkeit im  Kleinen,  folgt  noch  lange  nicht  seine  eindeutige 
Umkehrbarkeit  im  Großen,  d.  h.  daß  z  eine  eindeutige  Funktion  der 
unbeschränkt  veränderlichen  Größe  u  ist.  Es  ist  ja  bis  jetzt  niclit 
einmal  bewiesen,  daß  das  Integral  erster  Gattung  u  jeden  endlichen 
Wert  annehmen  kann. 

Auch  zeigt  folgendes  Beispiel,  daß  eine  Funktion  u  =  F[z)  sehr 

wohl    in     der    Umgebung    jedes 
einzelnen  Punktes  eines  Bereiches 
B   der   z- Ebene    eindeutig    um- 
kehrbar sein  kann  und  daß  doch 
diesem  Bereiche  B  der  z -Ebene 
vermöge  u  —  F  [z)  ein  sich  selbst 
teilweise    überdeckender   Bereich 
B'  der   w-Ebene    entspricht:    Es 
sei    u  =  z*,   der   Bereich  B   der 
z-Ebene  habe  die   in  Fig.  17  a  angegebene  Gestalt;    ihm    entspricht 
in    der   w-Ebene   ein   Bereich  B\   wie  ihn  Fig.  17  b  zeigt  (vgl.  I  B, 
§  67,  Fig.  42). 

§  12.   Ein  Satz  über  eindeutige  Umkehrbarkelt  im  Großen. 

In  vielen  Fällen  erlaubt  folgender  Satz,  den  wir  mehrfach  an- 
zuwenden haben  werden,  auf  umkehrbar  eindeutige  Abbildung  im 
Großen  zu  schließen: 

I.    Ist  die  Funktion 
1)  u=^F[z) 

im  Innern  eines  im  Endlichen  gelegenen  z- Bereiches  B  regulär  und 
wird  die  Randkurve  C  des  Bereiches  durch  {!)  auf  eine  geschlossene 
doppeltpunktlose  Kurve  C  der  u-Ebene  abgebildet,  so  wird  B  durch  (/) 
auf  das  Innere  des  von  C  umschlossenen  endlichen  Bereiches  B'  um- 
kehrbar eindeutig  und  konform  abgebildet. 

Wir  haben  zu  zeigen: 

1.  die  Funktion  F(z)  nimmt  im  Innern  von  C  jeden  Wert  u  =  u^, 
der  im  Innern  von  C  liegt,  gerade  einmal  an; 

2.  F{z)  nimmt  im  Innern  von  C  einen  Wert  u  =  u^,  der  außer- 
halb €'  liegt,  niemals  an. 

3.  F{z)  nimmt  im  Innern  von  C  einen  Wert  u  =  u^,  der  auf  C 
liegt ,  niemals  an. 
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Es  liege  erstens  u^  innerhalb  6";  die  Anzahl  //  der  innerhalb  C 
gelegenen  Nullstellen  der  Funktion  F{z)  —  u^  wird  geliefert  durch 

''"    2niJ    F{x)~-u,  ' 
c 

das  Integral  im  positiven  Sinn  um  den  Rand  von  B  erstreckt  (I  B, 

§  46,  IV).   '  Führt  man    in    diesem    Integrale    vermöge  (1)  die  neue 

Integrationsveränderliche  u  ein,  so  geht  es  über  in 

3)  7i  =    _     .  I  — ^ , 

'  2tc  i  J    u  —  Uq 

c 

wobei  der  Richtungssinn  der  Integration  durch  die  Zuordnung  der 
Randpunkte  von  C  und  C  völlig  bestimmt  ist.  Je  nachdem  dieser 
Sinn  der  positive  oder  negative  ist,  folgt  aus  (3)  zunächst  (I  B, 
§  35,  VIII):  w  =  +  1,  und  da  n  seiner  Definition  nach  positiv  ist: 
7i  =  + 1 ;  damit  ist  Punkt  1  bewiesen,  und  zugleich,  daß  der  ümlauf- 
sinn  von  C  gleichzeitig  mit  dem  von  C  positiv  ist. 

Liegt  zweitens  z^Q  außerhalb  C\  so  ist  1/(m  — ?/J  im  Innern  von. 
B'  regulär,  also  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  Null 
(I  B,  §  35,  IV),  womit  der  zweite  Punkt  bewiesen  ist. 

Würde  aber  drittens  einem  Randpunkt  u  =  u^  von  C  außer 
dem  ihm  zugeordneten  Randpunkt  von  C  noch  ein  innerer  Punkt 
z  =  Zq  des  Bereiches  JB  entsprechen,  dann  würde  sich  eine  gewisse 
Umgebung  von  z^  in  eine  gewisse  Umgebung  von  u^  abbilden  und 
diese  würde  über  B'  hinausragen,  womit  sich  ein  Widerspruch  mit 
dem  bewiesenen  zweiten  Punkt  ergibt. 

II.  Der  Satz  gilt  auch  für  den  Fall,  wo  die  Bereiche  B,  B'  sich 
über  mehrere  Blätter  einer  Riemann sehen  Fläche  erstrechen;  man  hat 
dann  zum  Beweise  nur  statt  des  gewähnlichen  ÜAUCHYSchen  Residuen- 
satzes dessen  in  §  7  bewiesene   Verallgemeinerung  heranzuziehen. 

III.  Ferner  bleibt  der  Satz  auch  dann  richtig,  wenn  der  Bereich  B 
sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Man  kann  dann  B  durch  eine  lineare 
gebrochene   Transformation   z"  = zunächst  auf  einen  ganz  im 

Endlichen  gelegenen  Bereich  B"  eindeutig  umkehrbar  abbilden  und 
dann  diesen  Bereich  B"  mit  dem  Bereich  B'  des  Satzes  I  vergleichen. 


§  13.   Konforme  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Rechteck  durcti 
ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung. 

Die    durch  'das    Integral  I.  Gattung  vermittelte  konforme  Ab- 
bildung läßt  sich  vollständig  und  besonders  leicht  überblicken,  wenn 
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die  Verzvveigungspunkte  von  f[z)  sämtlich  reell"  sind.  Wir  wollen 
daher  zuerst  diesen  besonderen  Fall  untersuchen,  der  zugleich  in 
vielem  als  vorbildlich  für  den  allgemeinen  gelten  kann. 

Die  Verzweigungspunkte   seien  alle  im   Endlichen  gelegen  und 
ihre  Bezeichnung  sei  so  gewählt,  daß: 

^)  «0   <  «1    <  C^2  <   ^^3 

ist;  ÖQ  sei  positiv.  Die  untere  Grenze  des  Integrals,  deren  Wahl 
uns  noch  frei  steht,  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  f/j,  so 
daß  der  Hauptwert: 

2)  ?^(r/J  =  0 

ist.  Wir  wollen  zunächst  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes 
der  Fläche  F  abbilden;  sie  sei  dadurch  bestimmt,  daß  zwischen  a^ 
und  «2  die  Wurzelgröße,  die  dann  reell  ist,  positiv  genommen  wird. 
Lassen  wir  z  zunächst  von  a^  bis  a^  zunehmen,  so  erhält  das 
Integral  fortwährend  reelle  positive  Zuwächse;  u  wächst  also  von  0 
bis  zu  derjenigen  reellen  Größe  w^ ,  die  durch  das  bestimmTe  Integral 
zwischen  reellen  Grenzen: 


3)       .  <.,=/^ 


d% 


y  «0  (^  -"«o)  (-  -  Ol)  («2  -  %)  («3  -  x)  I 


definiert  ist.  In  der  Umgebung  von  a^  wird  das  Verhalten  von  u 
als  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (5)  des  §  11  angegeben, 
wenn  man  in  ihr  u^  —  m^  und  t  r=z  ^  z  —  a^  setzt;  lassen  wir  also, 
um  den  Ausnahmepunkt  a^  zu  vermeiden  und  dabei  im  oberen 
Blatte  zu  bleiben,  z  vor  a^  von  seinem  bisherigen  Wege  nach  links 
ausbiegen  und  einen  kleinen  Halbkreis  um  a^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (I  B,  §  4)  beschreiben,  so  wird  u  von  seinem 
bisherigen  Wege  ebenfalls  nach  links  ausbiegen  und  eine  Kurve,  die 
von  einem  kleinen  Viertelkreis  wenig  verschieden  ist  (I  ß,  §  69  a.  E.) 
ebenfalls  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  um  co^  beschreiben. 
Dabei  nimmt  der  Arcus  von  a^  --  z  von  0  bis   —  tt,    also   der  von 

y  «2  —  ^  ^^^  ö  ^is  —  ;r/2  ab;  die  Arcus  der  drei  anderen  Faktoren 
der  Quadratwurzel  bleiben  in  der  Nähe  von  0.  Im  Endpunkte  des 
Halbkreises  ist  demnach  die  Wurzelgröße  in  unserem  Halbblatte 
negativ  imaginär  und  bleibt  es  dann  auch,  wenn  wir  jetzt  z  weiter 
von  «2  bis  in  die  Nähe  von  a^  sich  bewegen  lassen.  Das  Integral 
erhält  also  dann  positiv  imaginäre  Zuwächse ;  u  bewegt  sich  auf  einer 
Parallelen  zur  Achse  der  rein  imaginären  Zahlen  bis  in  die  Nähe  eines- 
Punktes  ft>j -j- Wg,  dessen  zweite  Koordinate  durch 
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4) 


eo. 


J  \y  «0  {x  —  a, 


dz 


o)  (^  -  «i)  (^  -  «2)  («s  -  ^)  i 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen 
Halbkreis  um  «g  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  beschreiben; 
u  beschreibt  dann  in  demselben  Sinne  eine  von  einem  kleinen  Viertel- 
kreis wenig  verschiedene  Kurve,  der  Arcus  der  Wurzelgröße  nimmt 
abermals  um  71 1  2   ab,  sie  ist  daher  von  hier  an  negativ  reelL     Das 


^•rrJi 


Fig.  18  a. 


Fig.  18  b. 


Integral  erhält  also  jetzt  negativ  reelle  Zuwächse;  u  bewegt  sieh 
auf  einer  Parallelen  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  nach  links  bis  in 
die  Nähe  des  Punhtes  m^,   der  durch: 


5) 


(« 


1    +    ^3)    -     fw- 


d% 


{%■  -  «o)  (^  -  «i)  (^  -  «2)  (^'  -  «3)  I 


definiert  ist.  Lassen  wir  dann  r,  nach  links  ausbiegend,  auf  seiner 
Kugel  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  00  beschreiben  (der 
hier  kein  Verzweigungspunkt  ist),  so  beschreibt  m,  zufolge  §  11, 
Gleichung  (7)  ebenfalls  eine  kleine  halbkreisartige  Kurve  um  den 
Punkt  u^.  Setzt  dann  z,  aus  dem  Unendlichen  kommend,  seinen 
Weg  auf  der  Achse  der  reellen  Zahlen  fort,  bis  in  die  Nähe  des 
Punktes  a^^  so  bewegt  sich  u  in  der  zuletzt  verfolgten  Richtung  weiter 
bis  in  die  Nähe  eines  Punhtes  cß^  -\-  co^  —  (ft^j),  der  durch: 


«0 


6) 


09, 


J  ||/ao(«o 


d 


&)  («1  -  %)  (Ofg  -  x)  («3  -  z) 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegend  einen  kleinen  Halb- 
kreis um  cCq  beschreiben  und  dann  seinen  Weg  längs  der  Achse  der 
reeller^  Zahlen  bis  in  die  Nähe  von  a^  fortsetzen.  Dabei  umgeht 
u  erst  den  Punkt  Wj  +  «3  —  [co^)  in  einer  von  einem  Viertelkreis 
wenig  verschiedenen  Kurve ;  weiterhin  ist  die  Wurzel  positiv  imaginär 
zu  nehmen,  das  Integral  erhält  negativ  imaginäre  Zuwächse  und  n 
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heuu'fit  sich  parallel   mit  der  Achse  der  imaf/inären  Zahlen  nach  unten 
hit:   in  die  Nähe  eines  Punktes  co^  +  Wg  —  [co^  —  [co^,  der  durch: 


(/ ;  

definiert  ist. 


^^  <^"^'  =  '/i/«., 


Schließlich  lassen  wir  z  einen  kleinen  Halbkreis  H  um  c^^  be- 
schreiben; dabei  beschreibt  //  angenähert  einen  kleinen  Viertelkreis 
um  den  Punkt  oj^  +  rog  —  (ö)j)  —  [co^].  Lassen  wir  den  Radius  von 
E  gegen  Null  konvergieren,  so  kehrt  z  zu  seinem  Ausgangspunkt 
zurück,  und  da  der  Integrationsweg  auf  F  ein  Gebiet  umschließt, 
innerhalb  dessen  die  zu  integrierende  Funktion  regulär  ist,  so  muß 
(nach  §  7,  VI)  der  Gesamtwert  des  Integrals  Null  sein,  d.  h.  auch 
it  kehrt  zu  seinem  Ausgangswert  Null  zurück: 

8)  (f\  +  o>3  -  (roj)  -  («3)  =  0 ; 

weil  aber  w^  und  [(o^)  nach  ihrer  Definition  reell,    «3  und  [co^)  rein 
imaginär  sind,  so  folgt,  daß: 

sein  muß.    Der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  der  z-Ebene  entspricht  also 
der    IJmfajtij  eines  Bechtecks  R  in  der  u-Ehene  mit  den  Ecken: 

Da  im  ganzen  Innern  der  positiven  2:-Halbebene  u  eine  reguläre 
Funktion  von  z  ist,  so  ergibt  sich  aus  8atz  I  und  III  des  vorigen 
Paragraphen : 

Durch  den  hetr achteten  .,Uauptwert''  des  Integrals  u  wird  die 
positive  Halhebene  F^  des  oberen  Blattes  der 'Riemänn sehen  Fläche  F 
konform  ah(/ehildet  auf  das  Innere  des  Rechtecks  0,  ö?^,  Wj  +  «3,  «3, 
so  daß  jedem  Funkte  u  im  Innern  des  Rechtecks  ein  und  nur  ein 
Funkt  z  im  Innern  von  F^  entspricht  (s.  Fig.  18  a  und  18b). 

§  14.    Abbildung  der  Überlagerungsfläche  auf  die  i^-Ebene. 

Das  80  innerhalb  des  Rechtecks  R  definierte  Funktionselement 
z{u^  können  wir  nun  über  dessen  Grenzen  hinaus  analytisch  fort- 
setzen; dadurch  erhalten  wir  Bilder  der  drei  anderen  Halbebenen, 
die  mit  P^  zusammen  die  Fläche  bilden.  Übergangslinien  zwischen 
den  zwei  Blättern  der  Fläche  F  denken  wir  uns  in  Übereinstimmung 
mit  §  9,  VII  längs  der  Strecken   c^q  ...  «^  und  cc^_  ...  «3   der  Achse 
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der  reellen  z  gezogen,  so  daß  man  also  beim  Überschreiten  einer 
dieser  Strecken  in  die  negative  Halbebene  des  unteren  Blattes  i\, 
dagegen  beim  Überschreiten  einer  der  Strecken  a^  .  .  .  cc^  und 
a  ...  00  ...  «0  in  die  negative  Halbebene  des  oberen  Blattes  I^^ 
gelangt.  Längs  a^  .  .  .  cc^  und  a^  .  .  .  u^  hängt  dann  iV^  mit  P^,  längs 
a^  .  .  ,  a^  und  f/g  .  .  .  oo  .  .  .  «o  iV^  mit  P^  zusammen 

Auf  der  Strecke  cj^  -f  «3 
vorigen  Paragraphen  definierte  Funktionselement  z{u)  regulär  und 
reell;  daraus  folgt  nach  I  B,  §  71,  daß  es  über  diese  Strecke  hinaus 
analytisch  fortgesetzt  werden  kann   in   ein   Gebiet,    das   Spiegelbild 


0^3  ist  das  durch  den  letzten  Satz  des 


'-^'7 


T 


— «I- 


k  (Po'  ^ 


<PJ^ 


(Jfj3 

z 


^^i^% 


i^^/^J 


Zü^^ 


^ — ^ 


Fig.  19  a.  Fig.  19  b. 

(Der  Punkt  (12)  ist  im  unteren  Blatt  zu  denken.) 


des  ersten  Rechtecks  in  bezug  auf  die  Gerade  (o^  +  ct^s  •  •  •  ^^3  ist ;  und 
zwar  so,  daß  zu  konjugiert  komplexen  Werten  von  u  —  (o^  konjugiert 
komplexe  Werte  von  z  gehören.  Läßt  man  also  den  Punkt  z  über 
0^3  ...  00  ...  c^o  aus  Po  nach  ISI^  hinübertreten,  und  die  Halbebene  N^ 
beschreiben,  so  tritt  u  über  (o^  +  Wg  . . .  (o^  und  beschreibt  das  zu 
dem  ersten  Rechteck  (P^)  in  bezug  auf  die  Gerade  «^  +  CÖ3  . . .  «3 
symmetrische  Rechteck  (iV^);  auch  in  diesem  Reckteck  ist  die  Funk- 
tion ^(m)  überall  regulär. 

Lassen  wir  ferner  z  aus  P^  über  a.^  .. .  a^  nach  N^  hinüber- 
treten, so  erhalten  wir  ganz  ebenso  als  Bild  von  N^  ein  Reckt- 
eck (iV^),  das  aus  (P^)  durch  Spiegelung  an  der  Linie  cöj  . . .  «j  +  «3 
hervorgeht. 

Lassen  wir  weiter  z  aus  iV^  über  «3  ...  00  ...  c^o  nach  P^  über- 
treten, so  erhalten  wir  als  Bild  von  P^  ein  Rechteck  (P^),  das  aus 
{N^  durch  Spiegelung  an  der  Seite  »^  +  «3  . . .  2  «^  +  «3  hervor- 
geht. Damit  ist  die  ganze  zweiblättrige  Fläche  auf  das  Rechteck 
mit  den  Ecken 
1)  0,     2«j,     2ftJi  +  2ö>3,     2^3 

abgebildet;  in  diesem  ist  jedoch  die  Linie  von  «^  +  «3  nach  (x\  +  2 (»3 
zunächst  noch  als  Einschnitt  aufzufassen. 
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Das  Rechteck  (PJ  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  [N^) 
an  der  Seite  [co^  -\-  co^  . . .  co^  -\-  2  co^  spiegelt.  Wir  haben  es  also 
hier  mit  dein  I  B,  S.  205  erörterten  Falle  zu  tun,  daß  zwei  ver- 
schiedene analytische  Fortsetzungen  eines  Funktionselements  zu  den- 
selben Funktionswerten  führen;  wir  können  den  Einschnitt,  den  wir 
zuerst  fanden,  tilgen,  da  über  ihn  hinüber  ein  stetiger  Zusammen- 
hang stattfindet. 

In  der  Tat  ist  ein  Weg,    der  aus  N^    über    «3  ...  er    hinüber 
nach    Pq,    von    da    über    a^  •••«3    iiach  3^^, 

...p -..,  dann    über    c^g  . . .  00  nach  P^,    endlich    über 

^-^      .  (^2  •  •  •  ^3  zurück  nach  i\  ^  führt ,  nichts  anderes 

-4 C—     I  als  eine  vollständige  Umkreisung   von  a^  auf 

A      \   y      /y        der  Fläche  (Fig.  20):    falls  diese  nahe   genug 
"^ ^*"-^^- • '    "       bei  «3   stattfindet,    folgt  aus    §  11,  III,    daß 
Fig.  20.  auch  der  entsprechende  Weg  in  der  w-Ebene 

geschlossen  ist. 

Die  Kiemann  sehe  Fläche  ist  sonach  auf  das  genannte  Rechteck  (1) 
ohne  Störung  des  Zusammenhangs  dieses  letzteren  abgebildet;  dagegen 
ist  dabei  der  Zusammenhang  der  Fläche  unterbrochen  längs  der- 
jenigen Linien,  die  den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen.  Das 
sind  die  Teile  cc^  ...  cc^  und  cc^  ...  a^  der  Achse  der  reellen  Zahlen; 
man  muß  sich  beide  Blätter  der  Fläche  längs  dieser  Linien  durch- 
geschnitten denken,  dann  entspricht  den  beiden  Ufern  des  Schnittes 
der  Rand  des  Rechtecks.  Auch  durch  ein  solches  Schnittsystem 
wird  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt;  es 
geht  aus  dem  in  §  5  und  9  gegebenen  dadurch  hervor,  daß  man 
die  beiden  Schnitte  bis  dicht  an  die  genannten  Stücke  der  Achse 
heran  zusammenzieht.  In  Fig.  19  b  sind  diese  Schnitte  der  besseren 
Veranschaulichung  halber  etwas  verschoben  gezeichnet;  einige  ein- 
ander durch  die  Abbildung  entsprechende  Punkte  der  Figuren  19  a 
und  19  b  sind  mit  gleichen  Zahlen  bezeichnet.  (Auch  wenn  man 
von  der  Verschiebung  der  Schnitte  A ,  B  absieht,  machen  die 
Figuren  keinen  Anspruch  auf  zahlenmäßige  Genauigkeit.  Man  vgl. 
Fig.  IIa  S.  25  mit  Fig.  19b).  Die  Periodizitätsmoduln  an  jenen 
Schnitten  sind  gleich  2fo^  und  2(o^: 


2) 


/— --  =  209,  =  Periodizitätsmodul  an  J, 

20)3  =  Periodizitätsmodul  an  B  (vgl.  §  9,  X). 


Jdz 


§  14.    Abbildung  der   Überlagerungsfläche  auf  die  u-Ebene.         45 


K:-m 


-% 


^u. 


Plo   Wn 


Pw 


Po 


^w  Po 


H.    7K 


m. 


Wn 


\P,.  TTr 


^Pc 


^^ 


m 


Po 


a^. 


3^ 


Denn  als  z  in  P^  von  a^  bis  a^  lief,  erhielt  u  den  Zuwachs  —  «3, 
das  ist  aber  die  Hälfte  dessen,  was  das  Integral  längs  des  (dicht 
an  die  Strecke  a^  . ..  a^  herangezogenen)  Schnittes  Ä  liefert;  auf  der 
anderen  Hälfte  dieses  Weges  ist  nämlich  sowohl  das  Vorzeichen 
der  zu  integrierenden  Funktion  als  auch  die  Integrationsrichtung 
entgegengesetzt.     Mit  JB  und  2«^  verhält  es  sich  ebenso. 

Nachdem  wir  uns  so  über  die  Hauptwerte  des  Integrals  u  voll- 
ständig unterrichtet  haben,  lassen  wir  die  Beschränkung  des  In- 
tegration sweges  auf  die  Fläche  F'  fallen.  Dann  erhält  nach  §  9,  XII 
das  Integral  u  Werte,  die  sich  von  den  bisher  allein  betrachteten 
um  ganzzahlige  Vielfache  der  Peri- 
odizitätsmoduln  unterscheiden.  In- 
folgedessen erhalten  wir  in  der 
?/-Ebene  weitere  Bilder  der  Fläche 
F\  die  zu  dem  ersten  kongruent 
und  gegen  dasselbe  um  2h^(X)^  in 
der  Richtung  der  Achse  der  reellen 
Zahlen  und  um  2  h^  co^  in  der 
Richtung  der  Achse  der  rein  imagi- 
nären Zahlen  verschoben  sind  (I  B, 
§  8,  III).  Alle  diese  Bilder  legen 
sich  glatt  nebeneinander  und  be- 
decken die  ganze  w-Ebene  einfach  und  lückenlos,  ohne  sich  irgendwo 
übereinander  zu  schieben  (Fig.  21). 

I.  Damit  ist  für  den  liier  betrachteten  Fall  reeller  Verzweigungs- 
punkte die  konforme  Ahhildung  der  die  Fläche  F  unendlich  oft  über- 
deckenden ,,Überlagerungsp,äche^'  auf  die  schlichte  u-Ebene  bewiesen. 
Die  obere  Grenze  z  des  Integrals  I.  Gattung  ist  eine  eindeutige  Funk- 
tion des  Integralwertes  u,  die  für  alle  endlichen  Werte  von  u  bis  auf 
Pole  regulär  ist. 

In  allen  Punkten y  die  aus  einem  Punkte  u  durch  Addition  be- 
liebiger ganzzahliger  Vielfacher  von  2(o^  und  2co^  hervorgehen,  nimmt  z 
denselben  Wert  an.  z  ist  also  eine  periodische  Funktion,  von  u  {I B, 
•§  41);  und  zwar  eine  doppeltperiodische  Funktion,  weil  sie  zicei  ver- 
schiedene Perioden  hat  [eine  reelle  2Wj  und  eine  rein  imaginäre  2co^y 
die  nicht  beide  ganzzahlige  Vielfache  einer  und  derselben  dritten 
Griifde  sind. 

Außer  in  diesen  Punkten  w  +  2Äj  «^  +  2h^  oj^,  wo  h^  und  h^ 
irgendwelche  ganze  Zahlen  sind,  nimmt  z  noch  denselben  Wert 
an  im  Punkte  —u  und  also  auch  in  den  Punkten  —u-{-2h^G)^-\-2h^o)^; 
diese    entsprechen   nämlich   bei   der  Abbildung  dem  zu  demselben 


Fig.  21, 
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Werte  von  z  gehörenden  Punkte  des  anderen  Blattes  der  Riemann- 
sehen  Fläche.    Man  erhält  sie,  indem  man  z 


3)        «w=r,- ^!- 

J  ]/  «0  (-  -  «i)  (-  -  «2)  (* 


dx 

ag)  {'/,  -  «0) 


von  a^  aus  mit  den  Werten  der  Wurzel  fortsetzt,  die  den  oben 
benutzten  entgegengesetzt  sind.  Also  können  wir  den  Satz  I  durch 
folgenden  Zusatz  ergänzen: 

II.  Wird  die  untere  Grenze  des  Intec/rals  u[z)  in  einen  ¥er- 
zwei(/ungspunkt  der  Fläche  gelegt,  so  wird  die  obere  Grenze  eine  gerade 
Funktion  z{u)  des  Integralwertes  u. 

Auch  s  —  ^  f[z)  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  da  bei 
unserer  Abbildung  jedem  Werte  von  u  nur  ein  Punkt  der  Riemann- 
schen  Fläche  entsprach.  Entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u 
entsprechen  dabei  übereinanderliegende  Punkte  der  Fläche:  in 
solchen  hat  demnach  s  auch  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Wir 
können  somit  sagen: 

III.  s  —  ]/7'(2')  ist  eine  ungerade  doppeltperiodische  Funktion  s[u) 
des  Integralwertes 

"  d% 


■ 


]/7(^) 


die  ebenfalls  in  der  ganzen   Ebene  bis  auf  Fole  regulär  ist. 

Daß  s{u)  eindeutig  und  ungerade  ist,  ergibt  sich  auch  daraus, 
daß  s(u)  der  Differentialquotient  der  geraden  Funktion  z{u)  ist: 

4)  ^-W' 

wie  man  erkennt,  wenn  man  Gleichung  (3)  differenziert. 

Die  beiden  Sätze  I  und  III  lassen  sich  auch  folgendermaßen 
ausdrücken: 

IV.  Fs  ist  zwar  nicht  möglich,  zu  zwei  durch  eine  Gleichnng 
s^=-f^(z)  oder  ^  f^[z)  verbundenen  Variablen  s,  z  eine  „uniformi-. 
sierende  Veränderliche  zu  finden ,  von  der  s,  z  rationale  Funktionen 
wären:  aber  man  kann  wenigstens  im  Falle  reeller  V er  zweigung  sp  unkte 
eine  solche  angeben,  von  der  sie  eindeutige  und  im,  Fndiichen  bis  auf 
Fole  reguläre  Funktionen  sind;  nämlich  den  Wert  des  zugehörigen 
Integrals  I.  Gattung. 

Auf  den  allgemeinen  Fall  beliebiger  Lage  der  Verzweigungs- 
punkte lassen  sich  die  Entwicklungen  dieses  und  des  vorhergehenden 
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Paragraphen  nicht  übertragen,  da  dann  die  in  dem  besonderen  Falle 
benutzten  Symmetrieeigenschaften  fehlen.  Die  Schwierigkeit  besteht 
darin,  zu  zeigen,  daß  der  Rand  der  längs  A,  B  aufgeschnittenen 
Fläche  F'  sich  auf  eine  doppeltpunktlosc  Kurve  C  der  ?<-Ebene  ab- 
bildet; wäre  dies  bewiesen,  so  folgte  aus  den  Sätzen  des  §  11,  daß 
F'  durch  das  Integral  I.  Gattung  auf  das  Innere  von  C  abgebildet 
wird.  Da  außerdem  der  Hauptwert  von  u  auf  der  einen  Seite  eines 
Schnittes  A,  B  um  den  zugehörigen  Periodizitätsmodul  größer  ist 
als  auf  der  anderen,  besteht  C  aus  vier  Stücken,  von  denen  je  zwei 
einander  gegenüberliegende  kongruent  sind  und  parallel  verschoben 
sind,  und  man  könnte  hinterher  leicht  durch  Abänderung  der  Schnitte 
A,  B  erreichen,  daß  C  der  Umfang  eines  Parallelogramms  wird. 

Um  die  erwähnte  Schwierigkeit,  deren  Behebung  möghch,^  aber 
mit  einiger  Weitläufigkeit  verbünde d  ist,  zu  umgehen,  wollen  wir 
einen  anderen  Weg  einschlagen.  Nachdem  wir  gesehen  haben,  daß 
die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  bei  reellen 
Verzweigungspunkten  durch  eine  doppeltperiodische  Funktion  mit 
einer  reellen  und  einer  rein  imaginären  Periode  geschieht,  wollen 
wir  in  den  folgenden  Abschnitten  (II — V)  die  Eigenschaften  doppelt- 
periodischer  Funktionen  untersuchen.  Dabei  wird  sich  zeigen,  daß 
diese  Untersuchung  kaum  irgendwie  vereinfacht  würde,  wenn  man 
an  der  Voraussetzung  festhielte,  daß  eine  Periode  reell,  die  andere 
rein  imaginär,  das  „Periodenparallelogramm"  also  ein  Rechteck  wäre. 
Die  analytischen  Ausdrücke  der  doppeltperiodischen  Funktionen, 
die  wir  finden  werden,  behalten  vielmehr  ihre  Bedeutung  und  ihre 
allgemeinen  Eigenschaften,  wenn  man  ein  beliebiges  anderes  Parallelo- 
gramm zugrunde  legt.  Sind  wir  so  in  den  Besitz  dieser  doppelt- 
periodischen Funktionen  gekommen,  so  hat  es  hinterher  keine  be- 
sondere Schwierigkeit,  unter  ihnen  diejenige  ausfindig  zu  machen, 
welche  die  Umkehrung  z  =  z  (u)  eines  beliebig  vorgelegten  Integrals 
I.  Gattung 

d^: 


/, 


So 

leistet. 


1)  Vgl.  H.  A.  Schwarz,  Ges.  Abb.  (Berlin  1890),  Bd.  II,  S.  84. 
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Allgemeine  Lehrsätze  über  elliptische  Funktionen. 

§  15.    Definition  doppeltperiodischer  Funl(tionen. 

Wir  beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Unter  einer  doppeltperiodischen  Fiuiktion  versteht  man  eine 
analytische  Funktion  f\v)  einer  komplexen  Variabein  u,  welche  zwei 
voneinander  nnahhängige  Perioden  besitzt^  d.  h.  (vgl.  I  A,  §  76)  welche 
zrvei  verschiedenen  Funhtionalgleichnngen  der  Form  genügt: 

1)  /'•(«  +  2<ai)  =  /•{«), 

2)  /■(«  +  2»3)  =  /-(«), 

unter  2oj^   und  2co^  von  u  unabhängige   GrÖßejt  verstanden. 

Daß  man  nicht  für  die  Perioden  selbst,  sondern  für  ihre  Hälften 
eigene  Zeichen  einführt,  ist  üblich  und  für  manche  Formeln  bequem, 
ebenso  daß  man  der  zweiten  Periode  die  Ziffer  3  gibt. 

In  der  Definition  I  bedarf  noch  der  Ausdruck  „voneinander 
unabhängige  Perioden"  der  Erläuterung.  In  der  Theorie  der  ein- 
fach periodischen  Funktionen  (I  A,  §  76,  IV)  wird  gezeigt,  daß  aus 
dem  Bestehen  einer  Gleichung  der  Form  (1)  das  Bestehen  unendlich 
vieler  anderer  Gleichungen  derselben  Form  folgt,  nämlich: 

3)  t\u-\-2h,co;)=f(u) 

für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  h^.  Wenn  nun  die 
Gleichung  (2)  schon  unter  den  Gleichungen  (3)  .enthalten  ist,  werden 
wir  jedenfalls  2«^  und  2 «3  nicht  als  voneinander  unabhängige 
Perioden  ansehen:  ebensowenig  werden  wir  das  tun,  wenn  etwa  (1) 
bereits  unter  den  aus  (2)  folgenden  Gleichungen: 

4)  f[u  +  2h,  «3)  =  t\u)       [h,  =  ±  1,  ±  2,  . . .) 
vorkommt. 

Die    Gleichungen    (3)    und   (4)    sind    aber    nicht    die    einzigen 
Gleichungen   dieser  Art,    die   aus  (1)  und  (2)  folgen.     Vielmehr  gilt 
allgemein : 
ö)  ^        /•(W+2Ä,«,  +  2//3a>3)=/», 
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wie  man  erkennt,  wenn  man  u  +  ^h^d)^  an  Stelle  von  u  in  (3)  ein- 
setzt und  dann  (4)  berücksichtigt.     Mit  anderen  Worten: 

IL  Sind  2cü^  und  2co^  Perioden  einer  Funktion,  so  sind  auch  alle 
die   Großen: 

6)  2^1  o?j  +  2Ä3W3 

Perioden    derselben   Funktion,    wenn  h^ ,  h^    irgendwelche  positive   oder 
negative  ganze  Zahlen,  einschließlich  0,  sind. 

Es  könnte  nun  sein,  daß  unter  diesen  Größen  sich  eine:  2« 
befände,  von  der  alle  anderen,  insbesondere  auch  2«^  und  2 «3 
ganzzahlige  Vielfache  wären: 

2oj^=2n(x) ,  2 «3  =  2 TW  ft> . 
Das  kann  jedenfalls  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  o}^  und  «3  in 
einem  reellen  rationalen  Verhältnis  zueinander  stehen;  wir  können 
aber  auch  zeigen,  daß  es  dann  immer  der  Fall  ist.  Ist  nämlich 
«3  /  co^  ein  rationaler  Bruch,  so  sei  er,  auf  seine  kleinste  Benennung 
gebracht,  =  mjn,  wo  m  und  n  zueinander  teilerfremde  ganze  Zahlen 
bedeuten.  Nach  einem  elementaren  zahlentheoretischen  Satz  (I  A, 
§  6,  Via)  lassen  sich  dann  (auf  mannigfaltige  Art)  zwei  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  h^,  h^  von  der  Beschaffenheit  bestimmen,  daß: 

7)  m  h^  -\-  n  h^  =  \ 
ist.     Setzen  wir  dann: 

8)  h^  Wj  +  /«3  W3  =  w , 
so  wird 

9)  m  w  =  m  Äj  Wj  -f  m  h^  co^  =  n  h^  ro.^  -\-  m  h^  co^  =  Wg 
und 

10)  n(o  =  n  Aj  «j  +  n  //g  co^  =  nh^o)^  ■}-  m  h^  w^  =  co^  . 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  unter  den  Größen  (6)  eine,  nämlich 
2 CO,  von  der  wegen  (9)  und  (10)  die  gegebenen  Größen  2(d^  und 
2ft>3  und  folglich  die  sämtlichen  Größen  (6)  ganzzahlige  Vielfache 
sind;  mit  anderen  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

III.  Stehen  O)^  und  O)^  in  einem  reellen  rationalen  Verhältnis  zu- 
einander, so  sind  die  sänttlichen  Gleicliungen  [5)  Folgerungen  aus  einer 
einzigen  unter  ihnen.  Wenn  dann  die  Funktion  nicht  etwa  außer  diesen 
Perioden  noch  andere  hat,  wird  sie  als  einfach-,  nicht  als  doppelt- 
periodisch  zu  bezeichnen  sein. 

Der  nächste  Fall,  der  sich  hier  anschließen  würde,  wäre  der 
eines  reellen  irrationalen  Periodenverhältnisses;  man  kann  aber  zeigen, 
daß  dieser  Fall  bei  eindeutigen  analytischen  Funktionen  niemals  ein- 
treten  kann.     Ist   nämlich    das   reelle   Verhältnis    Wg/i 
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Kettenbruch  entwickelt  und  mjn  ein  Näherungsbruch  desselben,  so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 


also: 

11) 


Wg  771 

Wi         n 


<h' 


< 


Ist  nun  0)^1 00^  irrational,  so  bricht  die  Kettenbruch entwicklung 
niemals  ab,  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  überschreiten  jede 
Grenze.  Dann  würde  aus  (11)  folgen,  daß  unter  den  Perioden  der 
Funktion  auch  solche  vorkommen,  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  sind  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  Zahl,  daß  also  die 
Funktion  einen  und  denselben  Wert  in  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reiche beliebig  oft  annimmt.  Das  ist  aber  (I  B,  §  39,  IX)  bei  einer 
eindeutigen  analytischen  Funktion  niemals  der  Fall,  es  sei  denn,  daß 
sie  sich  auf  eine  Konstante  reduziert;  von  diesem  Fall  abgesehen, 
folgt  also: 

IV.  Es  gibt  keine  eindeutige  analytische  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  mit  zwei  Perioden,  deren  Verhältnis  reell  und  irra- 
tional wäre. 

Wir  haben  uns  demnach  nur  mit  dem  Falle  weiter  zu  be- 
schäftigen, daß  das  Periodenverhältnis  nicht  reell  ist  und  können 
demgemäß  Definition  I  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

V.  Als  voneinander  unabhängig  gelten  zwei  Perioden,  wenn  der 
imaginäre  Bestandteil  ihres   Quotienten  von  0  verschieden  ist. 

§  16.   Das  Periodenparallelogramm. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strecken  0  ...  2(o^  und  0  ...  2ft>3  von  0  und  n  verschieden;  die  drei 

Punkte  0,  2«^,  2  «3  liegen  also  nicht  in 
gerader  Linie,  sondern  bilden  ein  Dreieck. 
Ist  sodann  co^  durch  die  Gleichung 

1)  «1  +  ft>2  +  «3  =  0 

Fig.  22.  definiert,    so   bilden  die  4  Punkte  0,  2co^, 

—  2o72>  2093  ein  Parallelogramm,    das   wir 
das  ..fundamentale  Periodenparallelogramm^*  nennen. 

Ziehen  wir  durch  die  sämtlichen  Punkte  2h^  «^  für  alle  positiven 
und  negativen  ganzzahligen  h^  die  Parallelen  zur  Seite  0  ...  2^3 
dieses  Parallelogramms,  ebenso  durch  alle  Punkte  2  A3  «3  die  Parallelen 
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zur  Seite  0  .  .  .  2wj,  so  wird  die  ganze  Ebene  einfach  und  lückenlos 
mit  einem  Netz  von  Parallelogrammen  überdeckt,  die  alle  dem 
fundamentalen  Periodenparallelogramm  kongruent  sind  und  darum 
auch  als  Periodenparallelogramme  bezeichnet  werden.  Die  Knoten- 
punkte dieses  „Feriodennetzes'^  oder  ,^Periodengitters'^  sind  die  „Ferioden- 
jmnhte^\  d.  h.  die  §  15,  (6)  erwähnten  Punkte 

2Äj«j.  +  2/^3  «3. 
Wir  bezeichnen  die  Gesamtheit  dieser  Punkte  künftig  kurz  als 
Gitter  2\(o^  -\-  2h^  «3 . 

I.  Wenn  zwei  Funkte  aus  zwei  Feriodenparallelogramwen,  zu- 
sammenfallen^ sohald  man  das  eine  mit  dem  anderen  durch  Farallel- 
ver Schiebung  zur  Deckung  bringt,  heißen  sie  ^/dquivalent'^  oder  (mit 
Übertragung  einer  in  der  Zahlentheorie  üblichen  Bezeichnungsweise) 
j^kongruent  nach  den  Ferioden". 

Die  Differenz  der  zu  zwei  solchen  Punkten  gehörenden  kom- 
plexen Zahlen  ist  nämlich  eine  Periode  (nach  I B,  §  5).  Man  schreibt 
dann  auch  wohl  wie  in  der  Zahlentheorie: 

2)  u^-^u^     (mod.  2a;j,  2 «3) 
statt  ^2  =  ^^l  +  2  Äj  (üj  +  2  h^  «3 . 

Elementargeometrische  Überlegungen  ergeben  die  Sätze: 

II.  Zu  jedem  Funkte  der  Ebene  findet  sich  im  fundamentalen 
Feriodenparallelogramm  ein  äquivalenter. 

III.  Zwei  verschiedene  Funkte  des  fundamentalen  Feriodenparallelo- 
gramms  sind  niemals  zueinander  äquivalent. 

Diese  Sätze  gelten  ausnahmslos,  wenn  eine  geeignete  Festsetzung 
darüber  getroffen  wird,  inwieweit  zu  dem  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm auch  die  Punkte  seiner  Begrenzung  mitgerechnet 
werde»  sollen;  etwa  die  folgende: 

IV.  Von  dem  Rande  des  fundamentalen  Feriodenparallelogramms 
sind  nur  die  beiden  in  0  zusammenstoßenden  Seiten,  ausschließlich  der 
Eckpunkte  2a>^  und  2  «3,  mifzurechjien. 

In  diesem*  Sinne  sind  die  Worte:  „im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm" im  folgenden  stets  zu  verstehen. 

Analytisch  formulieren  sich  die  letzten  Überlegungen  folgender- 
maßen: Werden  die  Perioden  in  ihren  reellen  und  imaginären  Be- 
standteil gespalten: 

3)  2o9j  ^  a^  -{-  b^i ,       2oj^  =  a^  -{-  b^  i, 

so  ist  nach  Voraussetzung  (§  15,  V)  a^ :  5^  4=  Ö3 :  b^ ,  also: 

4)  D  =  a^b^- a^b^^O. 
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Man  kann  demnach  die  beiden  Einheiten  1  und  i  folgender- 
maßen linear  mit  reellen  Koeffizienten  durch  2o\  und  20^3  aus- 
drücken : 

Öj  1  =  ^  ,         i  =  ^^^ 

V.  Infolgedessen  kann  jede  komplexe  Große  u  auf  eine,  und  jiur 
auf  eine    Weise  in  der  Form: 

6)  u  =  2s  (o^  +  2jfft>3 

dargestellt  werden,  in  der  s   imd  t  reelle  Zahlen  bedeuten  sollen. 

Den  Punkten  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  ge- 
hören dabei  diejenigen  komplexen  Werte  u  zu,  bei  deren  Darstellung 
in  der  Form  (6)  s  und  t  gleichzeitig  den  Ungleichungen 

7)  0^s<l,0^^<l 
genügen. 

Ist  irgendein  Punkt  in  der  Form  (6)  dargestellt  und  werden 
dann : 

^  =  -^^1  +  ^*^o  J  ^  =  ^3  +  ^a 

in   die   ganzen    Zahlen  ä^,  h^    und    die  den  Ungleichungen  (7)  ge- 
nügenden Zahlen  .9^,  t^  gespalten  so  ist: 

8)  u^  =  2s^co^  +  2^0  «3 

der  zu  u  äquivalente   Punkt  des  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms. 

§  17.    Nichtexistenz  ganzer  doppeltperiodischer  Funktionen. 

Da  wir  ganze  einfach  periodische  Funktionen,  wie  e^,  sin  u, 
kennen,  liegt  die  Frage  nach  ganzen  doppeltperiodischen  Funktionen 
nahe.  Aber  die  Antwort  auf  diese  Frage  lautet:  es  gibt  deren 
keine.  Denn  wenn  eine  Funktion  im  ganzen  fundamentalen  Pq^-ioden- 
parallelogramm  und  auf  seinem  Rande  regulär  ist,  bleibt  ihr  ab- 
soluter Betrag  dort  überall  unter  einer  angebbaren  Grenze  M.  Ist 
die  Funktion  außerdem  doppeltperiodisch,  so  bleibt  ihr  absoluter 
Betrag  (wegen  §  16,  II)  auch  in  jedem  anderen  Periodenparallelo- 
gramm unterhalb  M,  folglich  auch  innerhalb  eines  Kreises  von  be- 
liebig großem  Radius  B,  Daraus  folgt  aber  (I  B,  §  44,  IV,  X),  daß 
die  Funktion  eine  Konstante  ist.  Mit  anderen  Worten,  es  gilt  der 
„erste  LiouviLLESche  Satz^': 

I.  Fine  doppeltperiodische  Funktion,  die  zugleich  eine  ganze 
transzendente  Funktion  ist,  ist  notwendig  eine  Konstante. 

Wir  wenden  uns  deswegen  zum  nächst  einfachen  Fall,  indem 
wir  definieren: 
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II.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  verstehen  wir  eine  doppelt- 
periodische Fiinktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist. 

Es  wird  sich  herausstellen,  daß  diese  Definition,  an  der  im 
folgenden  festgehalten  wird,  der  vorläufigen  Definition  von  §  1  nicht 
widerspricht.         • 

Eine  elliptische  Funktion  hat  dann  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm nur  eine  endliche  Anzahl  Pole  (IB,  §  43,  IV;  §  68). 
Wir  definieren  weiter: 

II I.  Unter  der  Ordnungszahl  einer  elliptischen  Funktion  ver- 
stehen wir  die  Anzahl  der  Fole^  die  sie  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm hat]  ein  m-f acher  Pol  ist  dabei  für  m  einfache  zu 
zählen. 

.Dann  können  wir  Satz  I  auch  so  aussprechen: 

IV.  Eine  elliptische  Funktion  nullter   Ordnung  ist  eine  Konstante. 
Wie   aus  der  Definition  hervorgeht,  ergeben  Summe,  Differenz, 

Produkt,  Quotient  zweier  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
parallelogramms stets  wieder  eine  solche  Funktion. 

Da  insbesondere  die  Differenz  zweier  elliptischer  Funktionen 
wieder  eine  elliptische  Funktion  ist,  folgt  aus  Satz  I  noch: 

V.  Wenn  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Perioden  die- 
selben Pole  haben  und  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Potenzen  in  den  Entwicklungen  beider  Funktionen  übereinstimmen,  unter- 
scheiden sich  beide  Funktionen  nur  um  eine  additive  Konstante. 

§  18.    Nichtexistenz  elliptischer  Funktionen  der  Ordnung  I. 

Der    CAUCHYsche   Integralsatz    (IB,  §  45;   46)   liefert    für   die 
elliptischen  Funktionen  wichtige  'Ergebnisse,  wenn  man  ihn  auf  ein 
Periodenparallelogramm  anwendet.  Dabei  tritt 
eine    Schwierigkeit    auf,    wenn   Pole    der   zu        ^p. 
integrierenden  Funktion  auf  dem  Rande  des      /    /     /    V 
Parallelogramms  liegen;   denn  dann  wird  die  J- — ^      J^      'cl+2oj, 
Integration  unmöglich.    Wir  können  das  aber  y\q.  23. 

immer  vermeiden,  indem  wir  um  ein  Parallelo- 
gramm mit  den  Ecken: 

1)  a ,     ö  +  2  o;^ ,     a  —  2  «2  ,     a  +  2  Wg 

herumintegrieren  und  dabei  den  Punkt  a  so  wählen,  daß  auf  dem 
Rande  dieses  Parallelogramms  kein  Pol  der  Funktion  liegt.  Das 
ist  stets  möglich,  da  nach  der  Voraussetzung  §  17,  II  in  jedem 
endlichen  Bereiche  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  der  Funk- 
tion liegt. 
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I.  Juch  ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Eigenschaft,  daß  sich 
zu  jedem  Punkte  der  Ebene  eiii,  und  nur  ein  äquivalenter  in  ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt,  daß  man  über  die  Eandpunkte  die  entsprechende 
Festsetzung  trifft,  wie  §  16,  IV.  * 

Wir  können  dann  jedes  um  den  Rand  des  Parallelogramms  zu 
erstreckende  Integral  in  vier  Teilintegrale  zerlegen,  die  über  je  eine 
seiner  vier  Seiten  zu  erstrecken  sind.  Dabei  wird  es  für  das  Vor- 
zeichen nicht  gleichgültig  sein,  in  welcher  Aufeinanderfolge  die  vier 
Ecken  bei  einem  positiven  Umlauf  (lA,  §  14)  um  das  Innere  des 
Parallelogramms  getroffen  werden.  In  dieser  Hinsicht  treffen  wir 
folgende  Festsetzung,  die  durch  das  ganze  Euch  Jiindurch  aufrecht 
erhalten  werden  wird: 

II.  Die  Endpunkte  sollen  in  der  unter  (1)  angegebenen  Reihen- 
folge getroffen  werden,  wenn  man  den  Band  des  Parallelogramms  in 
positivem  Sinne  umläuft. 

Diese  Festsetzung  ist  mit  jeder  der  drei  folgenden  gleich- 
bedeutend: 

III.  Die  Strecke  0  .  .  .  w^  soll  links  von  0  .  .  .  co^  liegen  (ebenso 
wie  0  .  ,  .  i  links  von  0  ...  1  liegt,  IB,  §  4); 

oder 

IV.  Der  Quotient 

0\  «3      _      «3    +   *^3      __     «1  «3    +   ^1   ^3    +   i  (tti  bj   —   b^  «3) 

'  (o^-  ~    a^  +  ibi    ~  a^^  +  b^^ 

soll  einen  positiven  imaginären  Bestandteil  haben; 
oder 

V.  Die  den  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  0,  co^,  —  co.^,  co^ 
messende  Determinante  a^  b^  —  b^  «3   soll  positiv  sein. 

Wir  können  diese  Festsetzung  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
treffen,  da  wir  ja  andernfalls  die  Bezeichnungen  «^  und  «3  ver- 
tauschen könnten. 

Das  um  den  Rand  des  Parallelogramms  in  positivem  Sinne  zu 
erstreckende  Integral  j'f[u)  d  u  zerfällt  dann  in  die  vier  Teilintegrale 

a  +  2  <«i  a  —  2  CD ,  a  +  2  C03  .  a 

3)  jf[u)  d  u  +  jf[u)  d  u  +  ^f[u)  d  u  +  jf[u)  d  u , 

a  a  +  2  t»!  a  —  2  coo  a  +  2  m^ 

deren  jedes  auf  geradem  Wege  zu  nehmen  ist.  Das  dritte  dieser 
Integrale  geht  durch  die  Einführung  der  neuen  Integrationsvariabein 
v  =  u  —  2  (jü^  über  in : 
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a 

ff{v+2m,)dv, 

a  +  2  coi 

ebenfalls    auf  geradem  Wege  zu  nehmen;    und    das  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Periodizität  der  Funktion  f: 


fmdv, 


also  entgegengesetzt  gleich  dem  ersten  der  vier  Integrale  (3).  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  das  zweite  entgegengesetzt  gleich  dem  vierten  ist. 
Die  Summe  aller  vier  Integrale,  mit  anderen  Worten,  das  ff[u)du, 
genommen  um  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms,  ist  also  Null. 
Hieraus  (und  aus  dem  Satze  IB,  §  45,  III)  ergibt  sich  der  zweite 
LiouviLLE seile  Satz: 

VI.  Die  Summe  der  Besiduen  einer  elliptischen  Funktion  in  den 
sämtlichen  Polen,  die  im  Innern  eines  Parallelogramms  mit  den  Ecken  [1) 
liegen,  ist  stets  gleich  Null. 

Der  Satz  überträgt  sich  von  dem  genannten  Parallelogramm 
sofort  auf  das  fundamentale  P er  iodenpar  allelog  ramm,  wenn  man  für 
die  etwa  auf  seinem  Rande  gelegenen-  Pole  die  §  16,  IV  getroffene 
Festsetzung  beachtet. 

Eine  wichtige  Folgerung  aus  Satz  V  ist: 

VII.  Es  gibt  keine  elliptische  Funktion  erster   Ordnung. 

Denn  eine  solche  müßte  in  ihrem  einzigen  Pole  das  Residuum  0 
haben;  dann  wäre  es  aber  kein  Pol  erster  Ordnung. 

§  19.     Die  Gleichheit  der  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 
Die  Beziehung  zwischen  ihren  Lagen. 

Ist  f[u)  eine  elliptische  Funktion,  die  sich  nicht  identisch  auf 
eine  Konstante  reduzieren  möge,  so  überzeugt  man  sich  durch  Diffe- 
rentiation der  Gleichungen  §  15,  (1),  (2),  daß  auch  f'[u)  und  also 
auch  f'[u)jf[u)  eine  solche  ist.  Die  Residuen  dieser  letzteren  Funk- 
tion sind  aber  entgegengesetzt  gleich  den  Ordnungszahlen  von  f[u) 
(IB,  §20,  IV;  §46,  II,  III).  Wenden  wir  also  den  Satz  VI  des 
§18  auf  die  Funktion  /''{u)lf(u)  an,  so  erhalten  wir  für  die  Funk- 
tion f{u)  das  Ergebnis,  daß  die  Summe  ihrer  Ordnungszahlen  im 
Periodenparallelogramm  gleich  Null  ist;  mit  anderen  Worten,  wir 
erhalten  den  dritten  Liouville sehen  Satz: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  hat  im  Periodenparallelogramm  eben- 
soviel Nullpunkte  ivie  Pole. 
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Oder: 

la.  Jede  elliptische  Funktion  n^^''  Ordminy  hat  im  Periodenparallelo- 
gramm gerade  n  Nidlpunlite. 

Wenden  wir  diesen  Satz,  statt  auf  die  Funktion  /\z<),  auf  die 
Funktion  f\i()  —  c  an,  so  sehen  wir: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  w'^''  Ordnung  nimmt  im  Ferioden- 
par  allelog  ramm  jeden  vorgeschriebenen    Wert  c  gerade  n-ma.l  an. 

Bei  der  Zählung  ist  zu  beachten,  daß  eine  Funktion  f{u)  in 
einem  Punkte  a  den  Wert  c  A-mal  annimmt,  wenn  f[ii)  —  c  im 
Punkte  a  eine  Ä-fache  Nullstelle  besitzt  (IB,  §  46,  VI). 

Zerlegen  wir  ferner  das  um  den  Rand  eines  Parallelogramms 
zu  erstreckende  Integral 


/ 


u  ~-—  d  II 

f{u) 


wie  in  §  18  in  vier  Teile  und  nehmen  die  entsprechende  Umformung 
vor,  so  erhalten  wir  für  den  dritten  Bestandteil: 

a  +  2  CÜ3  « 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also 
\)  =-2co,Jj^dv^-2  oj,  llog  /■(«  +  2  « J  -  log  /•(«)! . 

a 

Nun  ist  zwar  f{a  -\-  2  g)^)  =  f[a)]  aber  daraus  darf  man  nicht 
schließen,  daß  hier  auch  log/'(r^  +  2  «J  =  log/*(<^)  gesetzt  werden 
dürfe.  Denn  wenn  für  \o^f[a)  ein  bestimmter  Wert  der  unendlich 
vieldeutigen  Funktion  Logarithmus  gewählt  ist,  kann  der  Wert  von 
log  f  [a -\- 2  oj)  nicht  mehr  willkürlich  gewählt  werden,  sondern  es 
ist  derjenige  Wert  zu  nehmen,  der  aus  dem  ersteren  durch  stetige 
Fortsetzung  längs  des  vorgeschriebenen  geradlinigen  Integrations- 
weges entsteht;  und  dieser  ist  mit  dem  ersten  nicht  identisch,  wenn 
das  Bild  dieses  Weges  in  der  Ebene  der  komplexen  Größe  z  =  f[u) 
den  Nullpunkt  dieser  Ebene  umwindet  (IB,  §54,  XI;  §  56,  II).  Doch 
stört  uns  diese  Unbestimmtheit  hier  nicht;  denn  jedenfalls  ist  die 
Differenz  der  beiden  Werte  ein  ganzzahlige^  Vielfaches  von  2  it  i. 
Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  beträgt  also: 

2  ojg  •  2  Äg  71  i , 
ebenso  die  des  zweiten  und  vierten: 

2  09j  •  2  //j  >T  i ; 
Äj  und  Äg  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  über  die  nichts  weiter  aus- 
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gesagt  werden  kann,  solange  von  der  Funktion  /'(?/)  nichts  weiter 
bekannt  ist.  Werden  dann  die  Nullpunkte  von  f\u)  im  Perioden- 
parallelogramm  mit  «j,  r/g,  •  •  •,  ci^^  die  Pole  mit  h^^  b^,  •  •  •,  b^  be- 
zeichnet, so  hat  die  Funktion  ?«  ~r*^-  in  jedem  dieser  Punkte  einen 

f{u) 

Pol  erster  Ordnung,  sonst  aber  keine  Pole  im  Periodenparallelo- 
gramm, und  die  Anwendung  des  Cauchy  sehen  Residuensatzes  ergibt 
(IB,  §46,  XI): 

v=l  v=l 

oder  mit  Anwendung  der  §  16  (2)  erklärten  Schreibweise  die  Kon- 
gruenz 

3)  2^^==2/v    (™od.  2«,,  20.3), 

also  den  vierten  Liouville sehen  Satz: 

III.  Die  Summe  der  Nullpunkte  einer  elliptischen  Fimlttion  im 
Periodenparallelogramm' ist  kongruent  zur  Summe  ihrer  Pole. 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  gilt  er  auch 
für  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole;  man  muß  nur  jeden  solchen 
Punkt  so  oft  in  die  betreffende  Summe  aufnehmen  >  als  seine  Ord- 
nungszahl angibt.  —  Übrigens  kann  man  in  (3)  auch  das  Gleich- 
heitszeichen setzen,  wenn  man  einen  der  Nullpunkte  oder  Pole,  die 
dem  ins  Auge  gefaßten  Periodenparallelogramm  angehören,  durch 
einen  zu  ihm  kongruenten  Punkt  ersetzt,  der  ja  auch  Nullpunkt 
oder  Pol  der  betrachteten  elliptischen  Funktion  sein  muß. 


VIERTER  ABSCHNITT. 


Die  Funktionen  pu  und  au. 

§  20.    Bildung  der  Funktionen  pu  und  p  u. 

Wir  haben  bisher  eine  Eeihe  von  Eigenschaften  elliptischer 
Funktionen  abgeleitet,  ohne  noch  gezeigt  zu  haben,  daß  es  wirklich 
zu  jedem  vorgelegten  Periodenparallelogramm  solche  Funktionen 
gibt.  Diesen  Beweis  wollen  wir  jetzt  dadurch  führen,  daß  wir  nach 
Weierstrass  gewisse  konvergente  Reihen  bilden  und  zeigen,  daß  sie 
elliptische  Funktionen  darstellen.  Die  Kenntnis  der  bereits  ab- 
geleiteten   Sätze    wird    uns    dabei    vergebliche    Versuche    ersparen. 


58  IV.    Die  Funktionen  pu  und  au. 

Nach  §  17,  I  müssen  die  zu  bildenden  Funktionen  notwendig  Pole 
haben;  also  kommen  die  Entwicklungen  in  Partialbruchreihen  (IB, 
§51)  in  Betracht.  Wir  dürfen  annehmen,  ein  Pol  liege  bei  u  =  0, 
da  wir  dies  durch  Einführung  von  u  —  c  an  Stelle  von  21  immer 
erreichen  können.  Dann  müssen  auch  alle  zu  zi  =  0  kongruenten 
Punkte,  also  alle  die  Punkte: 

1)  w  =  2h^co^  +  2  A3  wg     (Ä^,  Äg  =  0,   +1,   ±  2  .  .  .) 

Pole  sein;  wir  fragen  zuerst,  ob  sich  ein  Exponent  n  so  bestimmen 
läßt,  daß  die  Reihe: 

w 

erstreckt  über  alle  Werte  2v  mit  Ausnahme  von  w  =^  0,  konvergiert; 
auf  solche  Ausnahmen  wird  hier  und  im  folgenden,  ebenso  wie 
IB,  §52,  durch  den  Akzent  am  Summenzeichen  aufmerksam  ge- 
macht. Man  zeigt  folgendermaßen,  daß  die  Eeihe  (2)  zwar  noch 
nicht  für  n  =  2,  wohl  aber  für  /i  =  3  konvergiert. 

Der  Nullpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  aus  vier  Parallelogrammen 
bestehenden  größeren  Parallelogramms; 
sämtliche  Punkte  der  Begrenzung  dieses 
letzteren  haben  von  ihm  einen  Abstand, 
der  zwischen  zwei  leicht  angebbaren 
Fig.  24.  Grenzen  r  und  B  liegt  (vgl.  Fig.  24).   Auf 

dieser  Begrenzung  liegen  acht  Perioden- 
punkte; wir  nennen  die  zugehörigen  Werte  iü  „die  ersten  acht 
M7 -Werte",  für  jeden  von  ihnen  ist: 

r  ^\tü\:^  B. 

Diesen  Kern  umgibt  ein  Kranz  von  Periodenparallelogrammen,  auf 
dessen  äußerer  Begrenzung  zweimal  acht  Punkte  w  liegen;  für  diese 
zweimal  acht  „zweiten  zu- Werte"  gilt: 

2r^\w\^2B. 

An  diesen  Kranz  schließt  sich  ein  weiterer,  mit  dreimal  acht 
Punkten  w  auf  seiner  äußeren  Begrenzung;  für  diese  „dritten 
2^- Werte"  gilt: 

Sr^\w\^3R     usw. 

Faßt  man  in  der  Reihe  (2)  die  Glieder,  die  zu  den  ersten  8  ?«- Werten 
gehören,  zu  einem  einzigen  zusammen,  ebenso  die  16  Glieder,  die 
zu  den  zweiten  mj- Werten  gehören  usw.,  so  erhält  man  eine  Reihe  S, 
die  gleichzeitig  mit  (2)  konvergiert  oder  divergiert  und  im  Falle  der 
Konvergenz  den  gleichen  Grenzwert  hat  wie  (2). 
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Die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  S  sind  aber  nicht  kleiner  als 
die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

'  B^   ^  (2  Er  ^  (3  Äf  ^  "  *         i^M  2"- 1    ^    3«-^    ^  '    7  ' 

und  nicht  größer  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

V  ^«   +  (2  rf   "*"  (3  rf   '^  "  '        r"    l    ^    2"-^   "^    3'*-^   "1"  '  •  •/  ; 

die  Reihe  (3)  divergiert  für  n  =  2,  also  auch  S  und  (2);  die  Reihe  (4) 
konvergiert  für  n  =  S,  also  auch  die  Reihen  S  und  (2). 

Wir  setzen  also  n  =  3]  dann  konvergiert  mit  (2)  auch  die  Reihe 

—  2"V r   für   leden  von  w  =  2  L  co,  +  2  ä,  w,    verschiedenen 

Wert  u  (IB,  §  51,  II)  und  definiert  eine  eindeutige  analytische 
Funktion  von  u,  die  in  den  Periodenpunkten  iv  dreifache  Pole  be- 
sitzt, sich  sonst  aber  regulär  verhält.  Wir  nennen  sie  p(u\co^,ojq) 
oder  kurz  p  u: 

Wollen  wir  aber  eine  Funktion  bilden,  welche  die  Punkte  w 
nur  zu  zweifachen  Polen  hat,  so  können  wir  nicht  einfach  die  Reihe 
2(w  —  w)~^  ansetzen,  da  diese  nicht  konvergieren  würde;  wir  müssen 
vielmehr  nach  Anleitung  von  IB,  §  51,  Gleichung  (13)  aus  der 
Gleichung  (2)  durch  Integration  die  folgende  ableiten: 

6)  p{:u  1  m„ «3)  =  -ir  +  2' {-i^rh^  -  ir}  • 

Durch  diese  Gleichungen  (5)  und  (6)  sind  zwei  Funktionen  de- 
finiert, die  in  der  Beziehung: 

„s  dp  u  , 

7)  -j —  =  jo  ?« 
^  du         ^ 

zueinander  stehen;  wir  müssen  noch  zeigen,  daß  diese  Funktionen 
wirklich  doppeltperiodisch  sind.  Von  der  Funktion  pu  ergibt  sich 
das  direkt  aus  ihrer  analjitischen  Darstellung  (5)  selbst.  Denn  wenn 
man  u  um  irgendeine  Periode  vermehrt,  werden  die  Glieder  der 
Reihe  (5)  nur  untereinander  vertauscht;  dadurch  wird  aber  der  Wert 
der  Reihe  nicht  geändert,  da  sie  ja  unbedingt  konvergiert.  Auf  die 
Reihe  (6)  können  wir  diesen  Schluß  nicht  anwenden,  da  in  ihr  die 
durch  die  Klammer  verbundenen  Glieder  nicht  auseinandergerissen 
werden  dürfen.     Wir  können  aber  aus  der  Gleichung: 

8)  p'{u-i-2o,,]=p{u), 
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durch  Integration  ableiten: 

9)  .  p{u  +  2oji)  =/??«  +  (7 

und  folgendermaßen  zeigen,  daß  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null  sein  muß:  Wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Reihe  (6)  hervor- 
geht, ist  die  Funktion  pu  eine  gerade  Funktion;  denn  zu  jeder 
Größe  w  findet  sich  auch  die  entgegengesetzte,  und  die  zu  zwei 
entgegengesetzten  Werten  von  w  gehörenden  Glieder  der  Summe 
vertauschen  sich,  wenn  man  u  durch   —  it  ersetzt.    Es  ist  also  auch 

10)  pco^^pi^-  (o^)\ 

und  zwar  ist  p  co^  jedenfalls  ein  endlicher  bestimmter  Wert.  Denn  p  u 
ist  nach  seiner  Definition  überall  regulär,  außer  in  den  Perioden- 
punkten. (Zu  diesen  gehört  «^  sicher  nicht;  denn  wäre  «^  =  2  ä^  «^ 
+  2  Ag  «3 ,  so  wäre  das  Verhältnis  Wg  /  a?^  reell  und  rational,  gegen  die 
Voraussetzung).    Setzen  wir  aber  in  Gleichung  (8)  u  =  —  aj^,  so  folgt: 

Das  kann  mit  (10)  nur  zusammen  bestehen,  wenn  C=^  ist.  — 
Für  2^3  gilt  derselbe  Schluß;  also  können  wir  zusammenfassend 
sagen : 

III.  Durch  die  Beihen  (5)  und  (6)  sind  in  der  Tat  zwei  ellip- 
tische Funktionen,  eine  dritter,  die  andere  ziceiter  Ordnung  dargestellt. 

Man  erhält  noch  eine  bemerkenswerte  Gleichung,  wenn  man 
die  Gleichung  (5)  zwischen  den  Grenzen  u  und  u  -\-  v  integriert, 
nämlich: 

11)  p[u  +  v)  -  pu  =  2 


Xu  +  V  —  wf  {u  —  wf 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  genügen  die  Funktionen 
pu,  pu  für  jeden  Wert  von  m  den  Gleichungen: 

12)  p(mu\m  (0^,  m  co^)  =  m~^^  p  [u\  oj^^  m^) , 

13)  p'  [mu\m  cü^ ,  m  (o^  =  m~^  p  [u  |  (o^ ,  o)^ . 

Man  pflegt  das  so  auszudrücken: 

IV.  pu  und  pu  sind  homogene  Funktionen  der  drei  Verändere 
liehen  u,  co^,  co^,  pu  vom    Grade    —2,  pu^vom   Grade    —3. 

§  21.    Die  Differentialgleichung  der  Funktion  pu. 

Zwischen  den  Funktionen  pu  und  pu  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten,  die  wir  folgender- 
maßen ableiten: 

Zunächst  stellen  wir  die  (für  eine  gewisse  Umgebung  des  Null- 
punkts   geltende)   Entwicklung    von  p  u  nach  Potenzen   von  u  auf. 
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Nach  I B,  §  50,  III  dürfen  ^ir  dazu  die  einzelnen  Glieder  der  zur 
Definition  von  p  u  dienenden  Reihe  nach  Potenzen  von  u  entwickeln 
und  dann  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  n  zusammenfassen. 
So  erhalten  wir  zunächst: 

1)     j)u^  u-^  +  2  ?/.  2'  ^^"^  +  ^  '''  2'  w'"*  +  4  »^  2'  ^^~^  4-  + . . . 

In  dieser  Entwicklung  sind  jedoch  die  Koeffizienten  ungerader 
Potenzen  von.  u  sämtlich  =0,  da  zu  jedem  w  auch  das  entgegen- 
gesetzte vorhanden  ist.  Man  beachte  auch,  daß  kein  von  u  freies 
Glied  auftritt;  es  wurde  das  durch  die  Verfügung  über  die  Inte- 
grationskonstante beim  Übergang  von  p'u  zu  pu  erreicht.  Wir 
können  also  schreiben: 

oo 
71-  =  2 

und  erhalten  dann: 

oo 

3)  p'u  =  -  2u-^-\-'^[2n  -  2)f^w2«-3. 

n  =  2 

Für  bestimmte  Vielfache  der  beiden  ersten  Koeffizienten  c  hat 
man  besondere  Zeichen  eingeführt;  man  setzt  nämlich: 

t    ^3  =  28^3  =  140  2'^^-'. 

Diese  Größen  g^  und  g^  sind  also  homogene  Funktionen  von  Wj 
und  0)3,  ^2  '^om  Grade   —  4,  g^  vom  Grade   —  6. 

Unter  Benutzung  der  Reihenentwicklungen  (2)  und  (3)  können 
wir  nunmehr  eine  rationale  ganze  Funktion  von  pu  und  p'u  bilden 
die  in  u  =  0  keinen  Pol  mehr  hat.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung 
mit  (m")  das  Produkt  aus  u''  und  irgendeiner  in  der  Umgebung  von 
?z  =  0  regulären  Funktion  (nicht  notwendig  jedesmal  derselben),  so 
haben  wir  der  Reihe  nach: 


5) 


(>' uf  -  4p''u  +  ff^pu=-  //a  +  (n-) ■ 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  sonach  eine  elliptische 
Funktion,    die   auch  in  «  =  0  und  den  dazu  kongruenten  Punkten, 


k 
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also  überall  regulär  ist;  folglich  ist  sie  nach  §  17,  IV  eine  Kon- 
stante. Deren  Wert  ergibt  sich  aus  eben  dieser  Gleichung,  indem 
man  in  ihr  ?«  =  0  setzt,  als   —  g^.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

I.    Zwischen  pu  und   p'u   besteht   identisch    die   algebraische   Glei- 
chiincf  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten'. 

6)  (p  uf  =  Ap^  u  —  g^  p  u  —  .^3  . 
Setzen  wir 

7)  pu==z, 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  auch  schreiben: 

8)  m'=Az^-!,,z-;,,- 


du 

wenn  wir  dann  nach  du  auflösen,  integrieren  und  berücksichtigen, 
daß  u  —  O  und  2:  =  oo  zusammengehörige  Werte  sind,  so  erhalten  wir: 


9) 


/d^i 


als  Umkehrung  der  Gleichung  (7).     Wir  können  also  sagen: 

II.  Durch  die  Funktion  p  u  wird  das  im  IL  Abschnitt  gestellte 
Problem  der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  L  Gattung  in  dem 
Falle  gelöst^  daß  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeichen  die  in  {9)  auf- 
tretende  besondere   Gestalt  hat. 

Zu  beachten  ist  aber,  daß  g.^  und  g^  hier  nicht  unabhängige 
Parameter  bedeuten,  die  man  nach  Belieben  wählen  kann,  sondern 
durch  die  Gleichungen  (4)  als  Funktionen  der  Perioden  definiert 
sind.  Ob  man  die  Perioden  stets  so  wählen  kann,  daß  g^  und  g^ 
beliebig  vorgegebene  Werte  erhalten,  ist  eine  Frage,  die  hier  noch 
offen  bleibt  und  die  erst  durch  die  Entwicklungen  des  IX.  Abschnitts 
in  bejahendem  Sinne  entschieden  werden  wird. 

Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  (IB,  §  44,  VII)  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8)  in   drei  lineare  Faktoren  zerlegt 
werden;  wir  setzen  sie: 
10)  =^4.[z-e^)[z-e^){z-e^). 

Wird  pu  einer  dieser  Zahlen  ^^(«=1,  2,  3)  gleich,  so  wird 
pu  =  0.     Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen: 

j)  {—  fi)  =  —  p' ff' 
und 

p{u-\-2a^)=pu, 

daß  pu  entweder  Null  oder  unendlich  werden  muß,  wenn  n  gleich 
einer   halben  Periode  wird,    pu  wird   aber  nur  in  dep   zu  0  kon- 
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gruenten  Punkten  unendlich,  muß  also  in  «j,  oj^,  «3  Null  werden, 
und  kann  als  elliptische  Funktion  3.  Ordnung  nach  §  18,  I  nirgends 
sonst»  als  in  diesen  drei  Punkten  und  den  zu  ihnen  kongruenten 
Null  werden,  und  in  keinem  von  ihnen  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung.  Also  muß  pu  in  jedem  der  Punkte  co^,  co^y  co^  einen 
der  Werte  e^,  e^,  e^  annehmen,  und  zwar  doppelt  zählend  wegen 
des  Verschwindens  von  p  u  (IB,  §  46,  VI).  Aber  pu  nimmt  jeden 
Wert  im  Periodenparallelogramm  gerade  zweimal  an  (§  18,  I);  also 
muß  p  u  in  jedem  der  drei  Punkte  «p  «2,  m^  einen  anderen  der 
drei  Werte  e^^  e.^,  e^  annehmen,  und  diese  drei  Werte  müssen  von- 
einander verschieden  sein.     Es  gilt  also  der  Satz: 

III.  Die  drei  Faktoren  des  Äusdrticks  [10)  sind  stets  voneinander 
verschieden. 

(In  der  Tat  würde  auch  sonst  die  ümkehrung  des  Integrals  (9) 
nur  auf  einfach  periodische  Funktionen  führen.) 

Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß 

11)  ;7Wi  =  ^j,     p(o^=.e^,     pm^  =  e^ 
wird. 

Nach  den  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  symmetrischen 
Funktionen  der  Wurzeln  mit  dem  Koeffizienten  einer  algehraischen 
Gleichung  bestehen  die  Relationen: 

12)  e^-\-e^  +  e^  =  0, 

13)  e^  e^  +  e^  e^  J^e^e^=^-\  [e^'-J^e.^^-^-e^^]  =  -  -J- f/^  , 

14)  e^e^e^  =1^3- 

Die  e^'  sind  nach  §  20,  IV  homogene  Funktionen  von  oj^,  co^, 
vom  Grade  —  2. 

Durch  wiederholte  Differentiation  nach  ?/  erhält  man  aus  der 
Gleichung  (6)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

15)  P'^i  =  ^p'u--lf/,, 

16)  p"'7i  =  12  pupu, 

17)  p""u^  I20p^u-  l^g^pu-  12^3 

usw.  Die  Kenntnis  der  Werte  dieser  Ableitungen  an  einer  Stelle 
u  —  v^  kann  man  benutzen,  um  pu^z  in  der  Umgebung  dieser 
Stelle  nach  Potenzen   von*  u  —  u^  zu  entwickeln,   z.  B.  für  u^  =  Wj : 


18)  ■        * 

Man  beachte,  daß  diese  Gleichung  völlig  übereinstimmt  mit  der  von 
einer  ganz   anderen  Seite  her  gewonnenen  Gleichung  (3)  des  §  11, 
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falls  man  dort  für  f{z)  die  Funktion  4z'^  —  (/.^  ^  —  g^  und  für  z^,  u^ 
die  Werte  e^,  Wj  einsetzt.  Genau  so  sind  die  erste  der  Gleichungen  (5) 
des  vorliegenden  Paragraphen  und  die  Gleichung  (12)  des  §  11  mit- 
einander gleichbedeutend.  Der  Unterschied  ist  nur,  daß  im  II.  Ab- 
schnitt die  Koeffizienten  von  f{z)  das  Gegebene  waren,  während 
jetzt  diese  Koeffizienten  Funktionen  der  Perioden  sind. 

Man  beweist  allgemein  durch  den  Schluß  von  ii  auf  n  -{-  \\ 

IV.  Die  (2  ny^  Ableitung  von  p  u  ist  gleich  einer  rationalen  ganzen 
Funktion  (n  +  /J'«"  Grades  von  p  u,  die  (2  n  +  1)*^  gleich  dem  Produkt 
von  p'u  und  einer  rationalen  ganzen  Funktion  ?i'^"  Grades  von  pu. 
Die  Koeffizienten  dieser  Funktionen  sind  ganze  ganzzahlige  Funktionen 
von  -|  g^  und  g^. 

Die  Gleichung  (16)  insbesondere  kann  zur  Ableitung  einer  ein- 
fachen Rekursionsformel  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2) 
dienen.  Entwickeln  wir  nämlich  ihre  beiden  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  von  u^^~^,  so  erhalten  wir 
für  A>3: 

(2  l-2)[2l-  -3)  [21- 4) c^^  24 {[l  -  1) c^  +  [l  -  ^)c,^  c^.^ 

+  V'  -  4)  Cg  ;.;_3  +  . . .  +  2  c^_3  C3  +  0.-2  ^2  -  ^ä! 

=  24(2  -  2)c,  +  I2[l  -  2){c^  c,_,  +  c,  c,_,  +  .. .  +  c,_,  c,j, 
also : 

19)  '^  =  (/.-3K2Ä+1)  ^^2  <=>--^  +  ^3  ^-3  +  •  •  •  +  «^^2  c,\ . 

V.  Fs  sind  also  alle  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2)  rationale 
fjanze  Funktionen  der  Leiden  ersten. 

Es  ist  nicht  leicht,  diesen  Satz  unmittelbar  aus  der  Definition 
der  Koeffizienten  c^  durch  die  Summen  ^'"'""^  ^^^^  Zuhilfenahme 
der  Funktion./??/,  zu  beweisen. 

Die  Ausrechnung  ergibt: 

20)  pu^      J^  +  |._.„.  +  |^„*  +  _|^„o  +  ^,„s  +  ... 

21)  /.  =  -  -A  +  ß^  u  +  Jb-  „3  +  ^1.  „5  +  ^^^-u-'  +  ... 

§22.    Die  konforme  Abbildung  durch  z=pu. 

Die  Gleichung  z—pu  hat,  wenn  z  beliebig  gegeben  ist^  stets 
zwei  Lösungen  u  =  u^,  u  =  u.^  im  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramm (§  19,  I,  la),  uüd  da  /?M  gerade  ist,  ist  stets 
1)  7/.^  =  —  ?<2     (mod.  2  ft>j,  2  W3), 


§  22.     Die  konforme  Abbildung  durch  z  =  pu. 


65 


also 

2)  p'u^  =-  p'u^. 

Zwei  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  P  gelegene 
Punkte  u^,  u^  die  in  der  Beziehung  (1)  zueinander  stehen,  sind 
stets  voneinander  verschieden,  außer  wenn  sie  mit  einer  der  Stellen 

3)  0,      ö?j,      —  «2»      ö?s 
zusammenfallen,  also  wenn  z  einen  der  4  Werte 

4)  00,       ^1,       ^2,       ^3 

hat.    Daß  diese  4  Werte  (4)  an  den  4  Stellen  (3)  je  doppelt  zählend 
von  pu  angenommen  werden,  wissen  wir  schon. 

Jedem  Punkt  u  des  Parallelogramms  P  entspricht  somit  gerade 
ein  Punkt  z  =  pu,  ]/4  2;^  ~  92^  ~  9^  =  p'u  der  Riemann sehen 
Fläche  F  von  ]/4 z'^  —  g^z  —  ^3,  die  wir  uns  als  doppelt  überdeckte 


Kugel  vorstellen,  und  umgekehrt  jedem  Punkte  dieser  Fläche  gerade 
ein  Punkt  u  in  P. 

Wir  wollen  diese  Abbildung  durch  z  ^  pu  näher  untersuchen 
und  betrachten  zuerst  das  zu  P  ähnliche  Parallelogramm  p  mit  den 
Ecken  0,  ö?^,  a?^  +  0^3,  co^.  Der  Umfang  C  von  p  bildet  sich  in  F 
auf  eine  geschlossene  Kurve  C  ohne  Doppelpunkt  ab,  C  hat  sogar 
in  der  einfach  überdeckten  2: -Ebene  keinen 
Doppelpunkt;     denn    falls    u    die    4    Seiten 


.  w 


Y") 


CO^ 


«, 


+  W3  ,       »1   +  ft>3 


ö>„ 


0 

0J3  ...  0  des  Parallelogramms  p  umläuft, 
beschreibt  der  zu  —  z^  kongruente  Punkt  in 
Pdie  Strecken  2«^ . . .  w^,  «^  +  20)3 ...  ö?j+(ö3, 
w^  +  C03 . . .  2  ft>j  +  ö?3,  a?3 . . .  2  fög,  es  kann  also 
für  zwei  verschiedenen  Punkte  u^ ,  u^  des  üm- 
fangs  von  p  niemals  pu^  —  pu^  werden. 


TT^/j^H 


Fig.  25  a. 


Fig.  25  b. 


Die  Kurve  C  verläuft  somit  in  einem  Blatt  K^  der  doppelt 
überdeckten  Kugelfläche  F  von  00  über  ^^,  e^,  e^  zurück  nach  00; 
den  Verzweigungspunkten  00,  e^,  e^,  e^  entsprechen  die  Ecken  von  p. 
Das  Gebiet  B',  das  C  bei  positivem  Umlauf  umschließt,  wird  nach 
§12  umkehrbar  eindeutig  und  konform  auf  das  Parallelogramm  p 
abgebildet.     (S.  Fig.  25  a,  b  und  vgl.  dieselbe  mit  Fig.  18  a,  b.) 
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Dem  Parallelogramm  jOj  mit  den  Ecken  ^3,  w^-^-co^,  »1  +  2  öJg'^^s 
entspricht  auf  F  ein  Bereich  J?/,  der,  weil  die  Punkte  u^  des  Um- 
fangs  von  p  und  u^  des  Umfangs  von  jo^  in  der  Beziehung  (1)  zu- 
einander stehen,  ebenfalls  von  C  begrenzt  wird,  jedoch  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  wie  ^',  und  der  daher  B'  zum  ersten  Blatt  K^ 
von  F  ergänzt. 

Die  Bereiche  B'  und  B^'  sind  läags  des  Stückes  e^...e^  der 
Kurve  C  zusammenhängend  zu  denken,  entsprechend  dem  Zu- 
sammenhang der  Parallelogramme  p,  p^  längs  der  Seite  «3,  a>j  -f  Wg. 
Dagegen  ist  K^  längs  des  Stückes  ^3 ...  00 ...  «^ ...  ^2  von  6"  auf- 
geschnitten zu  denken,  da  die  diesen  Stücken  entsprechenden  Seiten 
der  Parallelogramme  p,  p^  nicht  zusammenhängen;  als  „oberen" 
Rand  dieses  Stückes  von  C  bezeichnen  wir  denjenigen,  der  beim 
Zerschneiden .  Begrenzung  von  B',  als  „unteren"  denjenigen,  der 
Begrenzung  von  B^'  wird. 

Genau  wie  die  Parallelogramme  p.  p^  bilden  sich  auch  die 
Parallelogramme  p^  mit  den  Ecken  «j,  2wj,  2co^^  co^,  Wj  +0^3 
und  ;?3  mit  den  Ecken  co^  -\-  w^,  2  «j  +  ojg,  2  ojj  -f  2  CÖ3,  «^  +  2  Wg 
auf  Bereiche  B^'y  B^  ab,  die  der  Reihe  nach  den  Bereichen  B^,  B' 
kongruent   sind    (wegen  (l))    und   zusammen    das    zweite    Blatt  K^ 


Auch  B^  und  B^ 


hängen  längs  e^ 


zusammen, 


von  F  bilden. 

während  längs   ^3  . . .  00. . .  ^^ . .  .^2   ^2  aufgeschnitten  ist,   als  oberen 

Rand  dieses  Schnittes  bezeichnen  wir  die 

Begrenzung  von  B^.    Da  die  beiden,  das 


eine  aus  der  Vereinigung  von  p  und  p^, 
das  andere  aus  der  von  p^  und  p^  be- 
stehenden größeren   Parallelogramme  77^ 


A 
Fig.  26  ( 


a>,  i-ZJü-i 


'2ü),*-2Ctij 


112) 
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und  n^  (s.  Fig.  26a)  längs  oj^. . .  w^ +«3  ••  •  «1  +  ^  ^3  zusammen^ 
hängen,  hat  man  die  Kugeln  K,  und  Ä^  so  miteinander  zu  ver- 
binden, daß  längs  des  Stückes  e^..,e^,  des  Schnittes  C  der  obere 
Rand    von   Ä\    mit    dem   unteren  von  K,  verbunden  wird    und  um- 
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gekehrt.  e^...e^  wird  also  Übergangslinie  zwischen  den  beiden 
Blättern  Zj,  Z^  von  F\  längs  der  anderen  Übergangslinie  ^g  . . .  oo 
sind  dagegen  die  beiden  Blätter  auseinandergeschnitten;  man  stelle 
sich  diesen  Schnitt  (ganz  ähnlich  wie  S.  44)  als  den  dicht  an  die 
Übergangslinie  e^.,.o:),  die  ein  Stück  von  C  ist,  herangezogenen 
Rückkehrschnitt  Ä  vor;  ebenso  ist  der  zweite  Schnitt  B  dicht  an 
das  Stück  00...  e-^  von  C  herangezogen.  In  der  Fig.  26  b  sind  zur 
besseren  Verdeutlichung  diese  Schnitte  in  ein  wenig  abgeänderter 
Lage  gezeichnet;  ihre  Überkreuzung  an  der  Stelle  oo  wird  durch 
Fig.  26  c  veranschaulicht  Die  Figuren  26  a,  b  stimmen  in  allem 
Wesentlichen  mit  den  Figuren  19  a,  b  überein,  wenn  man  a^y  «j,  a^,  a.^ 
der  Reihe  nach  mit  ^3,  00,  e^^  e^  vertauscht;  die  beiden  Figuren- 
paare lassen  sich  durch  stetige  Umformung  ineinander  überführen. 
Der  Unterschied  zwischen  der  Abbildung  dieses  Paragraphen  und 
derjenigen  der  Paragraphen  13,  14  besteht  nur  in  folgendem:  Dort 
verliefen  die  Schnitte  Ä,  B  geradlinig  längs  der  reellen  Achse,  jetzt 
sind  sie  im  allgemeinen  krummlinig;  dort  wurde  die  gegebene 
Fläche  F'  für  ^a^  [z  —  aj  [z  —  a^)  [z  —  a^)  [z  —  a^)  (bei  reellen  Werten 
cCq,  fifj,  «2?  ^3)  ^^f  ßiii  Rechteck  abgebildet,  hier  war  ein  beliebiges 
Parallelogramm  gegeben,  das  dann  auf  eine  Fläche  F'  abgebildet 
wurde. 

Wir  fassen  das  Ergebnis  der  Überlegungen  dieses  Paragraphen- 
in  folgende  Aussage  zusammen: 

Durch  die  Funktion 
5)  z  =^  pu, 

oder  ihre    Umkehrunq 


«1  "-  ,  ,-- 


J  y^^' 


wobei  die  Integration  auf  .Wege  beschränkt  ist,  welche  die  längs  der 
soeben  beschriebenen  Schnitte  Ä,  B  aufgeschnittene  Fläche  F'  nicht 
verlassen,  wird  das  fundamentale  Periodenparallelogramm  P  eindeutig 
umkehrbar  und  außer  an  den  Verzweigungsstellen  und  ihrer  ent- 
sprechenden konform  auf  die  längs  Ä,  B  aufgeschnittene  Riemann- 
sche  Fläche  F'  abgebildet.  Bern  Rande  von  P  entspricht  der  aus  A,  B 
bestehende  Rand  von  F'  (vgl.  Figuren  25a,b\  26a.b),  den  beiden 
Hälften  77j,  n^  von  P  entsprechen  die  beiden  Blätter  von  F.  Setzt 
man  an  F'  längs  der  (im  allgemeinen  krum^mlinigen)  Schnitte  00  ...  ^'^ 
und  ^3 ...  00  weitere  Flächen  F'  an ,  so  bedeutet  das  in  der  u-Ebene 
das  Ansetzen  neuer  Parallelogramme  an  P,  und  bei  unbegrenzter  Fort- 

5* 
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Setzung   dieses   Verfahrens   bildet  sich  die   Überlagerungsfläche  Foo  avf 
die  mit  Parallelogrammen  überdeckte  u-Ebene  ab. 

Insbesondere  bewegt  sich  u  längs  des  Umfangs  des  Parallelo- 
gramms p  mit  den  Ecken  0,  Wj,  oj^  +  «3,  «g,  während  in  (6)  die 
obere  Grenze  des  Integrals  längs  der  Kurve  C  von  00  über  e^,  e^,  e,^ 
nach  00  wandert,  es  ist  also: 


7) 


«1 


dx 


00 


9) 


10) 


o=r-_= 


rf^ 


ö'2  ^  -  9z 


sämtliche  Integrale  erstreckt  über  den  definierten  oberen  Rand 
von  C  in  K^,  das  in  (8)  über  e^j  das  in  (9)  über  e^  und  gg.  Durch 
Subtraktion  folgt  aus  (7)  und  (8): 


11) 


r         d% 
J  y4*«-T2 


«1 

ferner  aus  (9)  und  (10): 


12) 


J    |/4  x^'-g^x  -  ö'» 


endlich  aus  (8)  und  (9): 
13)  Wj 


«« 


e« 


r        dx 

J   y^»  -  gt^^s 


In  (11),  (12),  (13)  berührt  der  Integrationsweg  keinen  Punkt  e^,  der 
nicht  als  Grenze  des  betreffenden  Integrals  auftritt 

Man  vergleiche  mit  diesen  Formeln  die  ganz  entsprechende 
Berechnung  der  Periodizitätsmoduln  des  Integrals  I.  Gattung  von 
§  13  und  §  14.     (S.  auch  §0,  (6).) 
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§  23.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  näher  untersuchte  konforme  Ab- 
bildung durch  z=pu  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn  das 
Periodenparallelogramm  ein  Rechteck  ist.  Durch  eine  Drehung  der 
?/-Ebene  läßt  sich  dann  immer  erreichen,  daß 

1)  ü)^     und     -^      positiv 

c 

wird.  Wir  wollen  diese  Voraussetzung  machen,  die  in  Überein- 
stimmung mit  der  Festsetzung  IV  des  §  18  ist.  Die  Glieder  der 
Partialbruchreihen  für  pu  und  pu  (§  20,  (6)  und  (5))  sind  dann  für 
reellem  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär;  wir  erhalten 
somit  zunächst  den  Satz: 

I.  Falls  (1)  gilt^  sind  die  Größen  g^,  //g  reell  und  die  Funk- 
tionen pu^  pu  sind  für  reelle    fferte  von  u  seihst  reell. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Vorzeichen  dieser  Funktionen- 
Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  u  geben  uns  darüber  die  Reihen 
§  21,  (2)  und  (3)  Auskunft,  da  für  solche  Werte  nach  IB,  §  38,  XI 
das  erste  Glied  dieser  Reihen  die  Summe  aller  folgenden  überwiegt. 
Sie  zeigen: 

II.  Für  dem  absoluten  Betrag  nach  kleine  reelle  Werte  von  u  ist 
unter  der  Foraussetzung  (1)  pu  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  wie  u. 

Lassen  wir  nUn  u  von  0  an  wachsen.  Zunächst  ist  p  u  positiv, 
pu  negativ;  pu  nimmt  also  ab.  pu  bleibt  negativ,  bis  es  Null 
wird;  das  geschieht  (vgl.  §  21,  S. 62/63)  zum  ersten  Male  bei  u  =  (»\. 
Dort  wird  pu  —  e^,  also  folgt: 

III.  Wenn  u  stetig  von  0  bis  (o^  wächst,  nimmt  p  u  stetig  von 
-f-  00  bis  e^    ah,  pu  aber  durchläuft  negativ  reelle    Werte.     ■- 

Hätte  die  Gleichung 

2)  4.z^-g,z-g,=^0 

eine  Wurzel  z  =^  e,  die  größer  als  e^  wäre,  so  würde  jo  m  diesen 
Wert  e  in  irgendeinem  Punkte  zwischen  0  und  (o^  annehmen 
müssen.  Dann  wäre  aber  in  einem  solchen  Punkte  p'u  —  0,  was 
nicht  sein  kann.     Also  folgt: 

IV.  Die  Gleichung  (2)  hat  in  unserem  Falle  keine  reelle  Wurzel, 
die    >  e^  wäre. 

Lassen  wir  u  von  w^  bis  2  co^  weiter  wachsen,  so  durchläuft  p  u 
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dieselben  Werte  in  umgekehrter  Reihenfolge;  denn  aus  der  Periodi- 
zidät  und  daraus,  da^ß  pu  eine  gerade  Funktion  von  u  ist,  folgt: 

p  (w,  +  w)  =  ;?  («1  -  u) ; 
die  ungerade  Funktion  p'u  dagegen  durchläuft  positiv  reelle  Werte. 
Da  für  reelle  u  pu  bei  u  =  co^  ein  Minimum  hat,  ist 

3)  p'co^  >  0  . 

[p'cü^  kann  nicht  =0  sein,  da  sonst  die  Funktion  dritter  Ord- 
nung pu  bei  u  =  a^  eine  doppelt  zählende  ^*ullstelle,  im  ganzen 
also  mindestens  4  Nullstellen  besäße). 

Ferner  gilt: 

V.  lassen  icir  u  auf  der  Strecke  co^...(o^  +  «3  wandern,  so 
bleibt  p  u  reell  und  nimmt  ab  von  -pm^  =  ^j  Ms  p  [w^  +  «3)  =  e^<e^ ; 
dagegen  ist  p'u  positiv  imaginär. 

Denn  in  der  Nähe  der  Stelle  u  =  o)^  gilt  die  Entwicklung 


4) 


h  h^ 


sie  enthält  nach  §  21,  IV  nur  gerade  Potenzen  von  h  und  diese 
mit  reellen  Koeffizienten.  ;?K  +  ä)  ist  also  für  rein  imaginäre  h 
nnerhalb  des  Konvergenzkreises  der  Reihe  (4)  reell;  ist 

5)  .=  * 

positiv  und  hinreichend  klein,,  so  ist  p(a)^  -^h)<p(ü^]  denn  es  ist 
i.ä2^"«i  =-— p"a)i  <0  wegen  (3).  Wie  vorhin  bezüglich  der 
Strecke  0 . . .  w^,  schließt  man  jetzt  bezüglich  der  Strecke  «^ . .  .(»i  +  «s- 
pu=^p{o)^-}-ik),  wo  0^k^\w^\,  nimmt  anfangs  ab,  der  Diffe- 
rentialquotient  "^^^  «  ip'u  ist  negativ  und  bleibt  negativ,  bis  er 
Null  wird,  was  für  u  =  m^  -{- co^  geschieht.  Damit  ist  die  Be- 
hauptung V  bewiesen. 

Dann  läßt  man  u  auf  den  Strecken  Wj  +  «3 . .  •  «3  ^^^  «3  •  •  •  ^ 
weiter  wandern  und  beweist  genau  ebenso  wie  soeben  V.  die  folgen- 
den Sätze  VI  und  VII: 

VI.  Wenn  u  Werte,  deren  rein  imaginärer  Bestandteil  =o)^  ist, 
von  Wj  +  «3  bis  W3  stetig  durchläuft  {also  auf  einer  durch  «3  ge- 
zogenen Parallelen  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  sich  bewegt),  durch- 
läuft pu  stetig  abnehmend  reelle  Werte  vm  e^  bis  e^;  p'u  ist 
positiv  reell.  ^ 
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VII.  Wenn  n  rein  imaginäre  Werte  von  co^  Ms  0  stetig  durch- 
läuft, ist  pu  reell  und  nimmt  stetig  von  e^  bis  —  oo  ah\  pu  ist 
negativ  imaginär. 

Wir  können  die  Sätze  III,  V.  VI,  VII,  soweit  sie  p  u  betretfen, 
zu  dem  einen  zusammenfassen: 

VIII.  Wenn  u  den  Umfang  des  Rechtecks,  dessen  Jacken  in  den 
Funkten  0,  co^,  —  «g,  w^  liegen,  im  positiven  Sinne  von  0  an  durch- 
läuft, durchläuft  p  u  beständig  abnehmend  alle  reellen  Werte  von  +  QO 
bis  —  00.  Alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  reell,  und  zwar 
ist  wegen  e^  -]-  e^ -\-  e^  —  0:  e^  ">  0,  e^  <,0. 

Im  Innern  dieses  Rechtecks  ist  die  Funktion  pu  überall  regulär; 
mit  Benutzung  der  Sätze  der  §  12  findet  man  also: 

IX.  Diirch  die  Funktion  pu  mit  einer  reellen  und  einer  rein 
imaginären  Feriode  wird  das  erwähnte  Rechteck  auf  die  negative  Halb- 
ebene konform  abgebildet. 

Damit  sipd  wir  zur  Umkehrung  der  Entwicklungen  von  §  13 
gelangt,  in  denen  gezeigt  wurde,  daß  eine  Halbebene  durch  ein 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  auf  ein  Rechteck  abgebildet  wird. 
Dort  waren  die  vier  Verzweigungspunkte  der  Halbebene  willkürlich 
gegeben,  hier  sind  es  die  Seitenlängen  des  Rechtecks. 

Die  analytische  Fortsetzung  der  gefundenen  Abbildung  kann 
jetzt  ganz  ebenso  wie  in  §  14  oder  wie  im  vorigen  Paragraphen 
vorgenommen  werden.     Insbesondere  ersieht  man: 

X.  Die  Funktion  pu  ist  reell  in  allen  auf  dem  Umfang  der 
Rechtecke  0,  g)^,  —  (o^,  co^  und  0,  —  co^,  m^,  —  co^  gelegenen  Funkten 
sowie  in  den  dazit  kongruenten^  sonst  aber  nirgends. 

Endlich  vermerken  wir  noch  folgenden  Satz: 

XL  Die  Integrale  §  22  (7)  bis  (13)  sind  im  vorliegenden  Falle 
geradlinig  zu  erstrecken. 

Denn  die  dort  erwähnte  Kurve  C  ist  hier  zur  reellen  Achse 
geworden. 

Eine  besondere  Erwähnung  verdient  noch  der  Fall 
6)  .     cög  =:  ojj  i  ; 

das  Rechteck  ist  dann  ein  Quadrat  und  die  Gesamtheit  der  Gitter- 
punkte bleibt  ungeändert,  wenn  man  jeden  einzelnen  um  den 
Winkel  ^  mit  0  als  Fixpunkt  dreht,  d.  h.  wenn  man  2h^o}^  -\-2h^o}^ 
durch  2  h^  co^  i  +  2  h^  m^i  =  2  h^  oj^  —  2  h^  co^  ersetzt.  Es  ist  also  in 
diesem  Falle 

p{u\  0}^,  «3)  =  p{u\  i  ft>j,  i  o^g)  =  p{iuli\i  a)^,  i  0.1^) 

=  -  p  (uji  \  ft?j,  W3)     (nach  §  20  (12)j , 


/" 
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insbesondere  für  ?/  =  w^  (wegen  (6)) : 

i        ^1  =  —  ^3 ,     also     ^2  ==  ö     (wegen  ^^+62  +  ^3  =  0) 
8)         I  und 

l         ^3  =^     (wegen  cj^  =  4  e^  ^2  e^) . 
Die  Grleichung  pu  =  0  hat  somit  in  diesem  Falle  die  wegen  p  m^  =  0 
doppelt  zählende  Lösung  u  =  03^. 

Die  4  Verzweigungspunkte  e^,  e^,  —  e^,  00  liegen  harmonisch 
(IB,  §  15,  IX).  Man  nennt  die  diesem  harmonischen  Falle  zu- 
gehörigen elliptischen  Funktionen  auch  „lemniskatische",  weil  die 
Aufgabe,  die  Bogenlänge  einer  Lemniskate  zu  finden,  auf  sie  führt 

(8.  §  61). 

Für  die  Ableitung  der  Gleichungen  (7),  (8)  wurde  nur  benutzt, 
daß.  das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat  ist,  was  durch  Glei- 
chung (6)  ausgedrückt  wird,  nicht  daß  (d^  und  oj^i  reell  sind. 

§  24.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus. 

Auch  der  Fall,  wo  co^  und  «3  konjugiert  komplex  sind,  ver- 
dient  eine   besondere    Untersuchung;    das    fundamentale    Perioden- 


lüy2Cü,-*i/^ 


Fig.  27  b. 

Parallelogramm  P  ist  dann  ein  Rhombus.  Umgekehrt  läßt  sich  der 
Fall,  wo  P  ein  Rhombus  ist,  durch  Drehung  der  w-Ebene  auf  den 
konjugiert    komplexen   Perioden    2  a^,   2co^    zurückführen.     Es    sei 

(Fig.  27  a): 

1)  (o^=a-ßi,     oj^  =  a  +  ßi,     cc  >  0 ,     ß>0. 


\ 
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Die  Bedingung  IV  des  §  18  ist  erfüllt.  Eine  reelle  Periode  ist  in 
unserem  Fall 

2)  2  «j  +  2  ft»3  =  4  oj , 
eine  rein  imaginäre 

2')  2«3  -  2ft),  =  4/^2. 

Hat  u  reelle  Werte,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  Reihe 

3)  P^-i,-+^'{j^-^]     (§20(6)) 

teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  komplex,  p  u  erhält  also  reelle 
Werte,  ebenso  /  u.  Auch  ^g*  ^^^  9z  werden  reell.  Für  sehr  kleine 
reelle  u  ist  pu  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  u.  Wächst  u  stetig  von  0  bis'  —  «g  =  2  c^,  so  bleibt  p'u  negativ, 
p  u  nimmt  stetig  ab  von  +  oo  bis  e^ ,  e^  ist  also  in  diesem  Falle 
reell  Wächst  dann  u  wieder  bis  —  2  «^  =  4  a,  so  nimmt  p  u  wieder 
zu  von  ^2  bis  oo,  p'u  ist  positiv. 

Auch  wenn  u  rein  imaginäre  Werte  hat,  sind  die  Glieder  der 
Reihe  (4)  paarweise  konjugiert  komplex,  p  u  erhält  also  auch  dann 
reelle  Werte  und  nimmt,  wenn  u  stetig  von  0  über  2 ßi  =  w^  —  (n^ 
bis  4  ß  i  wächst,  zuerst  stetig  zu  von  —  oo  bis  jo  (2  ß  z)  =  e^  und 
von  da  wieder  ab  bis  —  oo.  Es  ist  nämlich  2 ßi  =  —  co,^  —  2o)^ 
zu  _ö9^  äquivalent,  also  p{2  ß^i)  =  yo(— «2)-  Dieselben  Werte  durch- 
läuft u  auch,  wenn  u  auf  geradem  Wege  von  2  «^  nach  2  0^3  =  2  a)^ 
-^  4:ßi  geht;  p'u  ist  für  diese  w- Werte  rein  imaginär. 

Damit  sind  nun  aber  schon  zu  jedem  reellen  Werte  z  zwei 
Punkte  u  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  gefunden,  in 
denen  pu  —  z  wird.  Also  muß  in  allen  anderen  Punkten  desselben 
p  u  rein  imaginär  oder  komplex  sein,  insbesondere  auch  in  m^  und  (o^. 
Die  beiden  Werte  p  (o^  =^  e^,  p  w^  ^  e^  sind  also  in  diesem  Falle 
konjugiert  komplex,  und  wir  haben  nur  noch  zu  untersuchen,  welchem 
von  ihnen  ein  positiver  und  welchem  ein  negativer  imaginärer  Be- 
standteil zukommt.  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir:  Wenn  u  den 
Umfang  des  Rhombus  (0,  «j,  2  cf,  «3,  0)  im  positiven  Sinne  durch- 
läuft, durchläuft  z  =pu  eine  Kurve  C  von  00  über  e^,  e^,  e^  nach  00, 
der  Art,  daß  die  reellen  Punkte  >  e^  stets  zur  Linken  bleiben; 
denn  nach  §  12  bleibt  der  ümlaufsinn  bei  der  Abbildung  erhalten; 
C  enthält  außer  00  und  e^  keinen  Punkt  der  reellen  Achse,  ver- 
läuft also  von  00  über  e^  nach  e^  in  der  oberen  und  von  e^  über  e^ 
nach  00  in  der  unteren  Halbebene  (Fig.  27  b).     Also  folgt: 

I.  In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  von  den  beiden  konjugiert 
komplexen   Wurzeln  der  Gleichung: 
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4^  4  z^  —  g^  z  —  p^  •=  0 

f  ^  —  p  co^   diejenige,  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv,    e.^  =  m^  die- 
jenige^ deren  imaginärer  Bestandteil  negativ  ist. 

Nach  dem,  was  soeben  über  den  Verlauf  von  C  bemerkt  wurde, 
ist  es  für  die  Integrale  §  22  (7)  bis  (13)  gleichgültig,  wenn  der 
Weg  6^'  ersetzt  wird,  durch  irgendeinen  anderen,  der,  ohne  sich 
selbst  zu  schneiden,  in  der  oberen  Halbebene  von  oo  über  e^  nach  e^ 
und  dann  in  der  unteren  Halbebene  von  e^  über  e^  nach  oo  ver- 
läuft.    Man  kann  also  z.  B.  folgende  Festsetzung  treffen: 

II.  Im  vorliegenden  Falle  können  die  Integrale  §  22  (7)  bis  [13) 
auf  Strecken  eines  Weges  erstreckt  werden,  der  in  der  oberen  Halb- 
ebene  aus  dem  Strahl  e^^e^oo^  in  der  unteren  Halbebene  aus  dem 
Strahl  e^  e^  00   besteht. 

Eine   besondere  Erwähnung  verdient  hier  noch  der  Fall,    daß 

-^  o>j  0  ro^  =  ^    ist.     Es  ist  dann,  wenn 

51  .-B-==l^iy3  =  , 


gesetzt  wird: 

6)  I  w^     =   -    €  CUg 


«2   =(—  1   —  €^)  «^    —  _  €  M^    =   e^(0^. 

Auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  2 1  Wj  1  um  0  liegen  6  Gitter- 
punkte: 2  i  wj  £"(cj  =  0,  1,  2,  3,  4,  5);  das  Periodengitter  geht  bei 
einer  Drehung  um  —  oder  -~  in  sich  über,  d.  h.  das  Gitter 

3  o 

2  Äj  (öj  £«  +  2  Äg  »3  6'' 

fällt  mit  2  Äj  ft>j  +  2  h^  m^  zusammen. 
Es  ist  also 

f    p(u\(o^,(o^)  =  p{u\^co^,e(i)^  —  p[e.e.^u\EO)^^E(x)^ 
\  =  s^^pie^ul  0)^,07^)  =  — ep{s^u\  00^,0}^), 

insbesondere  für  u  =  w^  mit  Beachtung  von  (6) 
8)  e^  =  —  se^,     also     e^  =  —  (i  —  e) e^  =  a^ e^ . 

oder 

Das  Dreieck  e^  e^  e^  ist  somit  ebenso  wie  das  Dreieck  0,  co^,  «j  -f  0)3 
gleichseitig  (Fig.  27a,  b),  und  die  vier  Verzweigungspunkte  00,^1,^1,^3 
bilden  ein  äquianharmonisches  Doppelverhältnis: 
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/  \         e«  —  es  1  —  6~^  1  \     .     i  ^fcs 

(00,  e„  e„  «3)  =  ^-3-^^  =  -j-~r  =  Y^  =  ^  =  Y  +  Y  yS 

(IB,  §  15  IX).  Wegen  dieser  Eigenschaften  bezeichnet  man  den 
vorliegenden  Fall  auch  als  „gleichseitigen"  oder  als  „äquianharmo- 
nischen". 

Die  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  gemachte  Annahme,  daß  co^ 
und  ft?3  konjugiert  komplex  und  von  positivem  Realteil  seien,  wurde 
zum  Beweis  der  Gleichseitigkeit  des  Dreiecks  e^  e^  e^  nicht  benutzt, 

wesentlich  war  nur,  daß  das  Periodengitter  bei  einer  Drehung  um   ^ 

in  sich  übergeht,  oder,  anders  ausgedrückt,  daß  es  sich  aus  Rhomben 

mit  Winkeln  ^\  -^  aufbauen  läßt. 

Dagegen  folgt  aus  jener  besonderen  Annahme  noch,  daß 

9)  ^  e^>0 

ist;  denn  nach  Satz  I  ist  der  Imaginärteil  von  e^  positiv  und  nach  (8') 

ist  er  gleich    ;^  VS . 

Jedes  Periodengitter  wird  durch  eine  Drehung  um  den  Winkel  n 
mit  0  als  Fixpunkt  in  sich  übergeführt,  ein  quadratisches  auch 
durch  eine  Drehung  um  den  Winkel   ^   (§  23),  eines  von  der  soeben 

beschriebenen  Art  durch  eine  Drehung  um  den  Winkel  —  •     Damit 

sind  alle  derartigen  Fälle  erschöpft.  Es  sei  nämlich  2  m  ein  Gitter- 
punkt, der  Art,  daß  im  Innern  des  Kreises  K;  \u\  '=\2m\  keine 
weiteren  Gitterpunkte,  außer  0,  liegen.  Bei  einer  das  Gitter  in  sich 
überführenden  Drehung  um  0  geht  auch  K  in  sich  über  und  wenn 
der  Dreh  Winkel  nicht  gerade  gleich  n  oder  2%  ist,  müssen  außer 
2  o)'  und  —  2  ft>'  noch  weitere  Gitterpunkte  auf  K  liegen  und  zwar  in 
gerader  Anzahl  2n,  da  ja  mit  2  cö  stets  auch  —  2  öj  ein  Gitter- 
punkt ist.  Diese  2  n  Punkte  müßten,  wenn  sie  durch  eine  Drehung 
um  0  mit  einem  von  %  und  2  n  verschiedenen  Drehwinkel,  in  sich 
übergeführt  werden,  ein  reguläres  2w-Eck  bilden:  2  09^^',  2(d^^\ 
2  01^^^ ...  2  ö?(2«)  Die  Pälle  %  =  2,  3  des  Quadrats  und  regulären 
Sechsecks  sind  schon  erledigt  Ist  aber  ti  >  3,  so  haben  zwei  auf- 
einanderfolgende Eckpunkte  des  regulären  2/1 -Ecks,  z.B.  2  09^^' 
und  2  ft9<^^  eine  Entfernung  |  2  w^^^  —  2  cö<2)  |  ,  die  kleiner  ist  als  der 
Kreisradius  |2ft9'|.  Mit  2m^^^  und  2  m^^^  ist  aber  auch  2  m^^^  —  2  w^^' 
eine  Periode  und  der  zugehörige  Gitterpunkt  läge  im  Innern  des 
Kreises  ■  u\  =  \2m  und  wäre  von  Null  verschieden,  entgegen  der 
gemachten  Voraussetzung;  der  Fall  w  >  3  ist  somit  unmöglich. 
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§  25.    Die  Funktion  C^. 

Ebenso  wie  wir  aus  Gleichung  (5)  von  §  20,  Gleichung  (6)  des- 
selben abgeleitet  haben,  erhalten  wir  aus  dieser  durch  abermalige 
Integration  eine  neue  Funktion: 

1)  ,^„  =  l+2'|_L__+±+  M, 

die  in  den  Gitterpunkten  w  nur  noch  je  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Diese  Funktion  kann  somit  angesehen  werden 
als  definiert  durch  die  Gleichungen: 

2)  pu=-    j^^    ,     (^u  =  -  J  pudu, 
oder,  wenn  pu  =  z  gesetzt  wird,  nach  §  22  (5),  (6): 

2  a)  Cu  =  l     -^i—  , 

J    1/4  ^»  -  <7a  ^  -  5-3 

wobei  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  wird,  daß  in  der  Ent- 
wicklung von  ^u  nach  Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  vor- 
kommt. Will  man  diese  Nebenbedingung  in  die  Formel  mit  auf- 
nehmen, so  kann  man  schreiben: 

u 

2b)  .,   =  l_J(;,«_i,.)</ 


u . 
0 


Die  Anfangsglieder  ihrer  Reihenentwicklung  nach  Potenzen  von  u  sind: 


^2^3 


u'- 


18480 

Doppeltperiodisch  kann  diese  Funktion  l,u  nicht  sein,  da  sie 
im  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendlich  groß  wird.  Man 
kann  zwar  ganz  ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (8)  von  §  20  die 
Gleichung  (9)  desselben  abgeleitet  wurde,  jetzt  aus  der  letzteren 
wieder  ableiten: 

4)  C(w  +  2  «i)  =  Jw  +  Const.; 

aber  man  kann  jetzt  nicht  wie  damals  schließen,  daß  die  Konstante 
gleich  Null  sein  muß.  Denn  ^u  ist  eine  ungerade  Funktion  von  w; 
setzt  man  also  in  der  Gleichung  (4)  w  =  —  cj^  und  benutzt  man  die 
Bezeichnung: 

5)  C^i  =  /?i> 
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so  erhält  man  Const.  =  2r]^,  also: 

6)  C{u  +  2(o,)=^;u  +  2r]^, 
Ebenso  findet  man: 

7)  ^(^^  +  2(Ö3)  =  ^^^  +  27y3, 
wenn  t/g  durch  die  Gleichung: 

8)  ^«3  =  ^3 

definiert  wird. 

Durch  wiederholte  Benutzung  der  Gleichungen  (Q)  und  (7) 
findet  man: 

9)  4-(M+2/tift?i  -1-2^3093)  =  Jm  + 2^1 7/^  +  2^37^3; 
insbesondere  für  Äj  =  Äg  =  —  1 : 

10)  ^(z^  +  2«2)  =  C^  +  27y2, 
wenn  r]^  durch  die  an  §  16  (1)  erinnernde  Gleichung; 

11)  ^yi  +  ^2  +  %  =  ö 

definiert  wird.     Setzt  man  in  (10)  u  =  —  co^,  so  folgt  noch: 

12)  C«2=772. 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  eingeführten  Größen  77^,  rj^ 
sind  Funktionen  von  co^,  «3.  Es  geht  aus  unseren  bisherigen  Ent- 
wicklungen zunächst  nur  zweierlei  über  sie  hervor:  1.  Sie  haben  für 
alle  Wertepaare  cq^,  «3,  deren  Quotient  t  =  <x)sl^i  ^icht  reell  ist 
(§  18,  IV)  endliche  bestimmte  Werte,  da  die  Halbperioden  «j  und  (Ö3 
nicht  zu  den  Werten  cq  —  2 h^  cq^  -{-  2h^co^  gehören,  für  welche  ^u 
unendlich  wird.  2.  Sie  können  nicht  beide  für  ein  und  dasselbe 
Wertepaar  cöj,  «3  verschwinden,  da  sonst  die  dazu  gehörige  Funk- 
tion Jm  doppeltperiodisch  wäre.  Wir  erhalten  aber  eine  wichtige 
zwischen  ihnen  bestehende  Gleichung,  wenn  wir  den  Satz  von  der 
Summe  der  Residuen  (IB,  §  45,  III)  auf  die  Funktion  ^u  und  das 
Periodenparallelogramm  anwenden.  Da  nämlich  ^u  in  diesem  nur 
einen  Pol  und  in  ihm  das  Residuum  +  1  hat  (wie  die  Darstellung  (1) 
zeigt),  so  folgt: 

a  +  2co,  <z  —  2(W2  a  +  2tos  a 

13)  2712=  i^udu-\-  \l^udu-\-  \^udu-\-  i^udu. 

a  a  +  2Q)i  a  —  2coj  a  +  2cOi 

Nun  ist  (vgl.  die  Ableitung  des  Satzes  §  18,  VI): 

a  +  2  coj  a  a 

\  ^udu—  I  ^{u  4-  2  m^du  =  \[Cu  -\-  2%) du 

0—2  cü(  a  +  2coi  a  +2coi 
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(nach  Gleichung  (7));  also  die  Summe  des  ersten  und  dritten  Inte- 
grals auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13): 

a 

Ebenso  ist  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Integrals  =  -j-  4  ^  ft>  ; 
man  erhält  also  den  Satz: 

I.  Zwischen  den  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  definierten 
Funktionen  7]^,  r]^  von  co^,  w^  besteht  die  ^JjEGENjiRESche  Relation^' : 

14;  r^j  Wg  -  7/3«!  =     2    • 

Bei  LECi^ENDßE  selbst  erscheint  sie  in  etwas  anderer  Form. 

Das  Vorzeichen  von  i  in  dieser  Eelation  ist  wesentlich  durch 
die  in  §  18,  II  getroffene  Festsetzung  über  die  Lage  von  Wg  zu  w^ 
bedingt;  würde  man  diese  Festsetzung  abändern,  so  müßte  man 
auch  in  der  Legendee  sehen  Relation  das  Vorzeichen  ändern. 

Führt  man  die  Größen  Wg,  rj^  in  die  Legendee  sehe  Relation 
ein,  so  erhält  man  verschiedene  gleichbedeutende  Formeln,  die  man 
in  die  eine  Aussage  zusammenfassen  kann: 

IL   Es  ist: 

1 »)  %  (^y  -  n,  ro^  =    2^     oder      =  - -^  ^ 

je   nachdem  [a,  ß,  y)  eine   gerade  oder   eine  ungerade  Permutation  der 
drei  Indizes  (/,  2,  3)  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  Funktion  J  erhalten  wir,  wenn  wir 
in  der  Gleichung  (11)  von  §  20  u  und  v  vertauschen  und  dann  in 
bezug  auf  u  zwischen   den   Grenzen  0  und   u  integrieren;  nämlich: 


16)        'Q[u^v)-i:v  +  upv^^l  ^^        -  -  - L^  + 

■^  -^[u  +  v  —  w  v-w      ' 


{v  -  w^)] 

Aus  (1)  folgt,  daß  ^a  eine  homogene  Funktion  des  Grades  —  1 
von  u,  «j,  ft>g  ist,  und  daß  ?/^,  r}^  ebensolche  Funktionen  von  uj^ 
und  öjg  allein  sind. 

Betrachtet  man  auf  Grund  der  Formel  (2  a)  ^u  als  elliptisches 
Integral:   /  -——    ^    ^    ,  so  ist  dasselbe  von  der  IL  Gattung;  denn 

es  besitzt  (als  Funktion  der  regularisierenden  Hilfsveränderlichen  u) 
zwar  Pole,  aber  keine  logarithmischen  ünstetigkeitsstellen.  Seine 
Periodizitätsmoduln  sind  2?]^,  2r}^\  läßt  man  nämliche  irgendeinen 
geschlossenen  Weg  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  für  ^iz^—g^z  —  g^ 
beschreiben,  so  ändert  sich  u  um  2  h^o)^  -\-  2h^m^  und  u,u  nach 
Formel  (9)  um  2h^r}^-^2 h^ riy 


.»^^  26.     Die  Funktion  a  u.  7^ 


§  26.    Die  Funktion  (tu. 

Da  die  sämtlichen  Pole  von  ^u  einfach,  und  deren  Residuen  =  1 
sind,  folgt  (IB,  §65),  daß  ^u  die  logarithmische  Ableitung  einer 
ganzen  transzendenten  Funktion  (jm  ist: 

I.  Definieren  wir  eijte  Funktion  au  durch   die   Gleichung: 

rflogtTM  (J'U 

p  P-— -   .    = =    C  W 

"■1  du  (TU  ^ 

und  die  Nebenhedingung: 

2)  '  ^'(0)=1, 

so  loird  nach  §  25,  (1): 

au  =  ue'  =  ue 

,        W  -U  U  1  ,       «* 

lg +    :.   +   /2  "2 


rr« 


u'  '   -      "^        '" 


wir  können,  daher  gu  für  alle  endlichen  Werte  von  u  darstellen  durch 
das  unendliche  Produkt: 

In  diesem  Produkte  dürfen  ebensowenig  wie  in  der  unendlichen 
Reihe  §  25  (1)  die  in  einer  Klammer  vereinigten  Bestandteile  aus- 
einandergerissen werden. 

II.  Als  ganze  transzendente  Funktion  läßt  sich  die  Funktion  ß  " 
in  eine  in  der  ganzen  Ebene   konvergejite  Beihe  entwickeln. 

Die  Koeffizienten  dieser  Reihe  sind  ganze  Funktionen  von  g.^ 
und  <73  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten.  Man  erhält  sie  aus  §  25.  3. 
zunächst  durch  Integration: 

5)  log  o-  u  =  log  n  -   ^^\^  g,  ?/>  -   ^^^  g^  u^  + 


lOg  fT  u  =  lüg  n  -   .^^^  //,  //*  "  "^ 

und  daraus: 


6) 


..7  _1_.2 


^  ''  =  '"  -    .^n   fh  '''  -  -«-I?r  fh  '^'  -  T^T28Ö  ^2    ^ 


1  11 


2217600 


Beide  Darstellungen  (4)  und  (6)  zeigen  übrigens: 
III.    GU  ist  eine  ungerade  Funktion  von  u. 
Das  Verhalten  von  g  u  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine 
Periode  leiten  wir  aus  dem  von  J  u  ab.    Bezeichnen  wir  mit  C  eine 
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Integrationskonstante,  so  erhalten  wir  aus  §  25  (6)  durch  Integration 
mit  Benutzung  der  Definitionsgleichung  (1): 

log [a  n  +  2  Wj)  =  log {o  li)  +  2  r^^  m  +  log  C, 
also 

o-(m  +  2ft?j)  =  Ce-^^'^du. 

Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  w  =  —  Wj  und  be- 
rücksichtigen Satz  III;  wir  erhalten: 

Da  ft>j  keine  Periode  ist,  ist  a  (o^  sicher  4^0;  also  muß 
6'  =  — e2»7ia>,  gejjj^     ]3ie  gesuchte  Gleichung  lautet  folglich: 

7)  <7(m  +  2f(9j)  =—  ^2'?i("  +  "^'0-?/. 

Ebenso  wird  erhalten: 

8)  0-(?^  +  2ft>3)  =— e-'yäiw  +  o^a)^?^. 

Aus  diesen  beiden  Formeln  läßt  sich  nun  das  Verhalten  von  a  n 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  beliebige  Periode  ableiten. 
Man  erhält  zunächst,  wenn  man  in  der  Gleichung  (7)  u  durch 
?/  -f  2  (öj   ersetzt: 

allgemein : 

9)  (j[U-\-   2Ä^  Wj)  =  (—  iy'i^27<,^,m  +  ?,ia,,)ö-?/, 

wie   man   durch    den   Schluß  von  h^   auf  \-\-  \    bestätigt.     Ebenso 
erhält  man: 

10)  (lill  +   2Ä3O93)  =  (—  iy'3^2ft3^3(u  +  /*3a;,)^5,^. 

Setzt  man  in  Gleichung  (10)  m  +  2Äj  w^  für  u  und  wendet  dann 
Gleichung  (9)  an,  so  erhält  man: 

1    g{iL  +  2  Äj  Wj  +  2//3(Ü3)  =  (-l)Ä3g2  7.3'7a("  +  2/.,a„  +  ft3CO,)  q"  (m  +  2  Ä^  wj 

und  wenn  man  noch  §  25  (14)  benutzt: 

12)  ö-(M+2Ä^a)i  +2Ä30?3)  =  (— l)'»^''«  +  ''^+''»e(2/'i'7i  +  2/'3»/3)(«  +  ''ia>i+/'3«'3)ö-M. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

13)  Äj  (öj  +  ^3  «3  =  ö?  ,       Aj  7]^  +  Äg  ?/3  =  7?  , 

so  können  wir  auch  sagen: 
IV.    Allgemein  ist: 

14)  (j{u-\-  2«)]=  HF  ^2»?(«  +  ö»ö-?z; 

?iw</  zwar  gilt   das  Zeichen   — ,   wenn  co   nur   eine   halbe  ^   -f-,  wenn  es 
zugleich  eine  ganze  Periode  ist. 


.<>  27.    Darstellung  von  au  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt.       81 

Insbesondere  ist: 

.    a-(w  +  2W2)  =  — e2'/2("  +  cu,)ö.^. 

Aus  (14)  folgt,   daß  G[nu)  bei  Vermehrung  von  w  um  2 «  den 
nämlichen  Faktor  annimmt  wie  ö-""m. 
V.    Es  ist  also: 

eine  doppeltperiodische  Funktion  von  u  und  zwar  wegen  Satz  III  für 
gerades  n  eine  ungerade  Funktion  und  für  ungerades  n  eine  gerade 
Funktion. 

Die  Funktion  \p^  [u)  =  ^-^^  hat  an  den  Stellen  w  =  2  ä^  «^ 
+  2  A3  («3  Pole  dritter  Ordnung  und  verhält  sich  sonst  regulär.  Aus 
der  Entwicklung  (6)  folgt,  daß  xp^lu)  —  ^  und  also  auch  ip^iuj+p'u 
bei  u  =  0  regulär  ist.  yj^  [u)  -\- p  u  ist  somit  eine  doppeltperiodische 
Funktion,  die  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  keinen  Pol 
besitzt;  sie  ist  daher  eine  Konstante  (§  17,  IV)  und  zwar  Null,  da 
ip2{u)-\-pu  eine  Summe  ungerader  Funktionen  ist: 

16  '        =  —  pu.  .  '^ 

Eine  Darstellung  von  au,  die  später  von  Wichtigkeit  wird,  er- 
halten wir  durch  Integration  aus  §  25,  Gleichung  (16),  nämlich: 

17)     ''i^+l.e-"^«+V2«^i'^==r[{[i_     ^    \c^^r^'^2(w-vA' 
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In  dem  unendlichen  Produkt  (4)  des  vorigen  Paragraphen  durch- 
laufen die  Buchstaben  h^,  h^  unabhängig  voneinander  alle  ganz- 
zahligen Werte;  man  kann  es  deshalb  als  ein  „zweifach  unendliches 
Produkt^'  bezeichnen.  Faßt  man  alle  diejenigen  Faktoren,  in  welchen  h^ 
einen  und  denselben  Wert  hat,  zu  einem  einzigen  Faktor  zusammen, 
so  hat  man  dann  noch  alle  diese  Faktoren  zu  einem  „einfach  un- 
endlichen Produkt''  zu  vereinigen.  Wir  führen  zunächst  die  auch 
später  noch  häufig  zu  benutzenden  Bezeichnungen  ein: 

dann  können  wir    das    zweifach  unendliche  Produkt,   von   dem  wir 
ausgehen,  folgendermaßen  schreiben:  ' 

BuKKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  " 
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2)  .       ff(2m,,-)  =  2r„,rn'{(l--^)«'"'''^'"'}' 

(w  =  f.1  +  VT ,     fi,  V  =  0,    ±1,   +  2,  ...  in  inf.) 
oder  auch: 

3)  ,T{2o>^v)  =  ll(p^[v), 

r  =  —  oo 

indem  wir  setzen : 

4)  'f„  {V)  =  2 «,  »>  n'  { (i  -  7)  « '^  ^  ' '  ^} 

und  für  v  ^  0: 

5)  ^vW  =  IlJ(l  -  7^)  -  ■"  "^-  ^^^^^^q- 

In  jedem  dieser  Teilprodukte  können  wir  die  letzten  Faktoren 
der  einzelnen  Glieder  für  sich  vereinigen,  da  die  Summen: 

und: 

+00 

7)  ■     •  V— -l_   =       f 

'  j^   (/U  +  J'  t)*          sin-  r  x  tt 

^  =  —  00 

jede  für  sich  unbedingt  konvergieren  (IB,  §  52,  1,  17).  Die  Werte 
der  übrig  bleibenden  Produkte  können  wir  aus  I  B,  §  65,  (9)  und  (10) 
entnehmen;  wir  erhalten  so: 

2  -j       

8)  (pQ  [v]  =  —7^  e  '■'     sin  v  n , 
und  für  ^'  =|=  0 : 

,,  V-71^ 

9^  W    W)  =  ^ ^—  e  Sin   1  r  rr    , 

Wenn  wir  dann  das  Produkt  aller  dieser  Paktoren  Tjilden, 
können  wir  wieder  die  mit  v^  multiplizierten  Glieder  in  den  Expo- 
nenten für  sich  vereinigen.     Denn  wenn: 

10)  T7t^a-{-ßi 

gesetzt  wird,  so  ist  zufolge  der  Voraussetzung  §  18,  IV,  an  der  wir 
immer  festhalten, 

11)  ß>0. 
Da  dann: 

sini/  T  ;r  =  y .  (<?*'«*  -  »'^  _  ^  -  »-«i  + »- A) 
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ist  (vgl.  Iß,  §  40,  9),  80  ist  nach  IB,  §  5,  III: 

12)  |sin^.T;r|  y  \{e\-\ß  -  e-\^\ß]>  \v.ß; 

und  da  die  Reihe  ^' v~^  unbedingt  konvergiert,  so  folgt,  daß  das 
gleiche  von  der  Reihe  2  sin~^  v  r  ti  gilt.  Setzen  wir  also  zur  vor- 
läufigen Abkürzung: 

2  2 

so  erhalten  wir: 

1 4)  <r  (2  «,..)  =  li^  . ..  -"  8in  «  ^  1  T'  l™  ^^^^'1?.  e » -  =« ' '  -\  ■ 

Damit  haben  wir  für  die  gesuchte  Darstellung  der  Sigmafunktion 
durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  eine  erste  Gestalt  gefunden. 
Eine  bequemere  Gestalt  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei  Faktoren  ' 
zusammennehmen,  in  denen  v  entgegengesetzt  gleiche  Werte  hat; 
die  Exponentialfaktoren  heben  sich  dann  weg,  die  trigonometrischen 
lassen  sich  vermöge  der  Gleichung: 

sin  [vT  -\-  v^Ti .  sin  [y  r  —  v)  n  =  \  (COS  2  i;  tt  —  cos  ^vx  %) 

=  sin^  VT  %  —  sin^  v  n 
umformen,  und  wir  erhalten: 

15)  a(2m,v]=^~^e^'~■Anv7lf\h-4^■-^■ 

'  ^  1       •  TT  ^^1    \  Sm^  VT  71) 

Das  Produkt  konvergiert  seiner  Herleitung  nach  gleichmäßig  für 
alle  ?;,  die  innerhalb  eines  beliebig  großen  Kreises  um  den  Null- 
punkt der  ü-Ebene  liegen. 

Eine  dritte  Form  des  Produkts  für  o  (2  (o^  v)  erhalten  wir,  wenn 
wir  die  trigonometrischen  Funktionen  durch  Exponentialfunktionen 
ersetzen.  Führen  wir  zu  diesem  Zwecke  dii^auck  später  noch  öfter 
zu  benutzenden  Bezeichnungen  ein: 

16)  ^"^*  =  z,     e^''^  =  /<, 
so  folgt  aus  (11): 

17)  !ä|<1,        . 
ferner 


18)  sinwTT  = 


—  X 


—  1 


19) 

sin  1^  T  ;r  = 

20) 

sin  [y  T  —  v)7i  — 

21) 

sin  {vT  -{■  v)  .T  = 

h" -h-"  _  .  l-h' 


2*  2// 


2»  2h'' 


2*  2^ 

6* 
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Damit  geht  die  Gleichung  (14)  zunächst  über  in: 

Das  unendliche  Produkt  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  kann  man 
in  drei  Teilprodukte  spalten: 

23)  -"^  '=' 


r  =  l 

da  jedes  einzelne  derselben  unbedingt  konvergiert,  falls  nur  z  von  0 
und  00  verschieden   ist;    dies  folgt  ohne  weiteres  aus  (17)  mit  Be- 

nutzung  des  Satzes,  daß  das  Produkt  H  (1  +  «J  und  die  Reihe  2  ^v 

gleichzeitig  unbedingt  konvergieren  (lA,  §64).  Dort  wurde  der 
Satz  allerdings  nur  für  relle  a^  bewiesen ;  doch  läßt  sich  der  Beweis 
ohne  weiteres  auf  komplexe  a^  ausdehnen. 

Infolgedessen  kann  man  die  Grleichung  (22)  auch  schreiben: 

v  =  l 

Die  rechte  Seite  von  (24)  konvergiert  gleichmäßig  für  alle  z,  die 
irgendeinem  endlichen  Gebiete  angehören,  sofern  dieses  nur  den 
Nullpunkt  weder  im  Innern  noch  auf  seiner  Begrenzung  enthält. 
Als  Funktion  von  z  =^  e'^'^'  betrachtet,  ist  also  a[2.myv)  regulär  im 
Gebiete 

25)  0<|2;|<oo. 

Auch  aus  Gleichung  (24)  können  wir  ablesen,  was  aus  a  wird, 
wenn  wir  das  Argument  um  eine  Periode  vermehren.  Ersetzen  wir 
nämlich  u  durch  u-\-2w^,  so  haben  wir  v  durch  ü  +  1,  ^  durch  —  z 
zu  ersetzen.     Damit  erhalten  wir: 

26)  ö-(2wj  V  +  2ö9i)  =  -  .«(2t,  +  i).ö-(2o)i  v). 

Wollen  wir  aber  u  durch  w  +  2  Wg  ersetzen,  so  müssen  wir  v-\-t 
für  V  und  hz  für  z  schreiben.     Damit  erhalten  wir  zunächst: 
c  (2  «j  V  +  2  «3) 

»-=1 


§  27.    Darstellung  von  o  u  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt       85 


also: 


07> 


(T  (2  6)1  y  +  2  0)3)     ^   ^ar{2ü  +  T) 
(J  (2  &>!  ») 


—  Ä-l 


%  —  % 


1  -  Ä«  *2 


=  _  ^«t(2«  +  r)Ä-l2- 


,  (a  r  —  TT  i)  (2  v  +  t) 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  den  früheren  (§26  (7)  und  (8)), 
so  erhalten  wir: 

28)  a  —  2ri^(o^y       aT  —  ni  =  2r}^(x)^\ 

die  erste  dieser  Gleichungen  gibt  den  Ausdruck  der  in  diesem 
Paragraphen,  Gleichung  (1 3),  eingeführten  Größe  «  durch  die  früher 
benutzten  Größen,  die  zweite  dann  einen  neuen  Beweis  der  Le- 
GENDßE sehen  Relation  (§25,  (14)). 

Führen  wir  in  den  Ausdruck  von  a  (Gleichung  13)  ä  ein,  so 
erhalten  wir  noch  für  die  Größe  ?;^,  welche  ursprünglich  (§  25)  durch 
die  zweifach  unendliche  Reihe 

definiert  war,  die  folgende  handlichere  Darstellung  durch  eine  ein- 
fach unendliche  Reihe: 


29) 


"^1         2  a>i  i  6         2j  \h^  -  h-'')A 

~  20,,  je      ^(T_^2.)2[  • 


Endlich    ergibt    sich    aus  (24)   durch    logarithmisches   Differen- 
zieren: 

30)    ^^^  =  -  -  +  -^;  j^:r^  +2  1  -jF^  -2  r-T^-^.^ 


und  durch  abermaliges  Differenzieren: 


81) 


p  w  = 


h^^x^ 


'^  v  =  l     ^  '  v  =  l      ^ 


y 


Setzt  man  in  (31)  u  der  Reihe  nach  gleich  co^,  —  cög,  .«3,  d.h.  z  =  i, 
ih'l^,  h\  so  erhält  man  folgende  Darstellungen  der  Größen  e^,  e^,  e^ 
durch  «j,  cög! 

v  =  l 
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33)  ,,==_j._+2(-^vy^-*^ 

v  =  l 

84)         ,3=^^_2(-^q^v-i!;i 


ßv-l 

Ti2 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 


Darstellung  der  elliptisclien  Funktionen  durch  ou  unApu. 

§  28.     Darstellung  der  elliptischen   Funktionen  durch  Quotienten 

von  ö^-Produkten. 

Jede  rationale  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  kann 
als  Quotient  von  Produkten  linearer  Faktoren  dargestellt  werden, 
also  mittels  Funktionen,  die  nur  in  je  einem  Punkte  Null  werden. 
Wollen  wir  eine  entsprechende  Faktorenzerlegung  einer  elliptischen 
Funktion  vornehmen,  so  werden  wir  nicht  verlangen  dürfen,  daß  die 
einzelnen  Faktoren  selbst  elliptische  Funktionen  sein  sollen;  denn 
es  gibt  keine  elliptische  Funktion,  die  nur  in  einem  Punkte  des 
Periodenparallelogramms  Null  würde  (§  18,  VII).  Wohl  aber  hat 
die  Funktion  (T(ti  —  a)  die  Eigenschaft,  daß  sie  nur  für  w  =  «  und 
in  den  dazu  kongruenten  Punkten  Null  wird;  und  aus  solchen 
Faktoren  läßt  sich  in  der  Tat  jede  elliptische  Funktion  zusammen- 
setzen.    Bilden  wir  nämlich: 

n^(u  -  Ok) 

1)  ^(^,)=6^?^='_ , 

II(Tiu-h) 
fc=i 

unter  C  einen  von  u   unabhängigen  Faktor  verstanden,    so    können 

wir  uns  zunächst  auf  Grund  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  des  §  26 

ohne  Mühe  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 

I.     Jeder  -solche  Quotient  ist  eine  elliptische  Funktion  von  Uj  wenn 

die  beiden   Gleichungen  bestehen'. 

2)  w  =  //, 

m  n 

3)  2«.  =  2ä.- 
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Andererseits  haben  wir  in  §  19  gelernt,  daß  die  Nullpunkte  und 
Pole  jeder  elliptischen  Funktion  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  be- 
friedigen, wenn  wir  uns  nur  vorbehalten,  einen  Nullpunkt  oder  Pol 
durch  einen  kongruenten  zu  ersetzen.  Da  wir  ferner  gesehen  haben, 
daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Nullpunkten  und 
denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  von  u  unabhängigen  Faktor 
unterscheiden  können,  so  können  wir  schließen: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  unter  Erfüllung  der  Be- 
dijicjwif/en  [2)  und  [3\  in  der  Form  [1),  als  Quotient  von  Sic/maprodukten 
darstellen. 

Die  Sätze  I  und  II  gelten  auch  für  mehrfache  Nullpunkte  und 
mehrfache  Pole;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  ß.  ein  /-facher 
Nullpunkt  der  Funktioh  werden  soll,  /-mal  unter  die  «^  aufzunehmen. 

Beispiele :  Will  man  die  Funktion  p  u  durch  (7-Funktionen  dar- 
stellen, so  muß  man  zuerst  eine  Nullstelle  a  der  Funktion  pu 
kennen;  eine  zweite  ist  dann   —a.     Danach  ist 

ij{u-a)aiu  +  a)      ., 

Die  Konstante  findet  man  =  —  Ija^a,  indem  man  beiderseits  nach 
Potenzen  von  u  entwickelt  und  die  Koeffizienten  von  u~^^  vergleicht. 
a  hängt  nicht  in   einfacher  Weise  von  cjü^j  oj.^   ab;    nach    §  21    ist 


^^  r d 


YA'x^  -g^x-g^ 


Auf  die  näherungsweise  numerische  Berechnung  eines  Integrals 
I,  Gattung  zwischen  gegebenen  Grenzen  kommen  wir  in  einem  späteren 
Abschnitt  zurück. 

Da  p  u  für  u  —  CO  Null  wird  und  bei  ^<  =  0  einen  Pol  dritter 
Ordnung  besitzt,  erhält  man 

4)  p  u  —  2 — ^ —r" —  , 

^  (7&>1   (7a>2   (JWg   (T'^U 

9  ' 

der  konstante  Faktor  "  wird  wieder  durch  Koeffizienten- 

acoi  (jca^  (TW3 

vergleichung  gefunden.  Man  beachte,  daß  die  Beziehung  (3)  we^en 
09j  4-  ft>2  +  ^3  =  0  erfüllt  ist. 

Die  Funktion  pu—  po,  wo  pv  irgendeine  endliche  Größe,  also 
V  keine  Periode  ist,  hat  die  Nullstellen  w  =  +  u;  man  findet  also 
durch  die  nämlichen  Überlegungen: 

r  \                                                                                     (T  iu  ■{-  V)  (T  iu  —  V) 
5  pu  —  pv  == ^ ^--^ ^    . 

Wir    werden    später   insbesondere   auch    die   Funktion   

^  pu  —  63 
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als  Beispiel  benutzen  und  wollen  für  sie  kurz  t{u)  schreiben;    aus 
(5)  folgt  für  V  =  «3 

6)  t  (u)  =  —^^ =  -  ^'^^'^'« • 

pu-e^  0- (w  +  6)3)  a  (w  -  «s) 

Femer  ergibt  sich  für 
aus  (4)  und  (6): 

gs  ^  /   N  _  2    ^u^{u  -  W2)  0"  (w  —  Wi)  o-^&)3 

ü^  (u  +  W3)  0-  (w  —  tüg)  aco^a  co^ 

§  29.    Die  Additionstheoreme  der  Funl(tionen  pu  und  ;? '/. 

Aus  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  leiten  wir  durch 
logarithmische  Differentiation  nach  u,  und  sodann  nach  v  die  beiden 
folgenden  her: 


p  u 
-p'  V 


1).  -   ^  =  t(w  +  v)  +  C(w  -  /')  -  2  C« 

'  pu  ~  pv  -^vi/isv  ;  ^ 


2)  ^^^-  =  Uu  +  r)  -  :(w  -  ü)  -  2  C«^. 

pu  —  pv         »»v'/         ^v  y  s. 

Aus  diesen  ergibt  sich  durch  Addition: 

I.  das  sogenannte  Ädditionstheorem  der  Funktion  tu-. 

3)  j(z,  +  ,,)  =  j^  +  f,;  +  ii^:^i:iz:i;         , 

^  '  ^   pu  —  pv 

und  aus  diesem  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 

II.  das  Additionstheorem  der  Funktion  p  u  in  der  Form : 

A\  /         ,        \  1        Ö         p'u  —  p'v 

^  ^  /       /  -   ßu    pu—pv 

Man  kann  diesem  noch  verschiedene  andere  Formen  geben. 
Führt  man  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die  Gleichungen  (6) 
und  (15)  von  §  21,  so  enthält  man: 

5^    p(u4-v)  =  pu4-^^^^^~  \9t){p^  -pu)  +  4.p''u  -  g^pu  -  g.  -  p'up'v 
^  '       '      ■  2  {p  u  -  p  vf  ' 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

ßN  /     4-  y^  =    ^(P^P^-t:92)(P^  +  P^)  -9z  -p'up'v  . 

^  -r^     -r    j  2{pu-pvf 

Vertauscht  man  ferner  in  Gleichung  (5)  u  mit  v  und  verbindet 
die  so  entstehende  Gleichung  mit  (5),  so  erhält  man: 
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Das  Additionstheorem    der   Funktion  pu   erhält  man  am   be- 
quemsten, indem  man  Gleichung  (4)  nach  v  differentiiert ;  man  findet: 

ö"^       p'u-p'v 

p  [u  -\-  v)  =  —  l  -5 — ^ '^-— 

^  ^      '      '  ^duovpu  —  pv 

_     (^'C_ P'll \p'u 

{pv  —  jo  uY  2  (p  V  —  p  uf  l  ^ 

(p'^y p""^'     ]  „'^ 

(pu  —  pvY         2{pv  -  p  u)-  I  ^ 
,{pv—puf  2ipv-pu)']^ 


8) 


+  1 


I      {p'tif  Qp^u  +  \g^ 


,Ap'^   (nach  §21  (15)). 
{pu-  pvy  2{pu- pvy  ]^        ^  ^         ^     " 

Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  wir  aus- 
drücklich aus  in  dem  Satze: 

III.  p{iL  +  V)  und  p'{u  4-  v)  drücken  sich  rational  aus  durch  pu, 
pv,   p'Uy   p'v. 

Man  kann  noch  mit  Hilfe  der  Grleichung  (6)  von  §  21  und  der 
aus  ihr  durch  Vertauschung  von  u  und  v  hervorgehenden  entweder 
p'u  und  pv  aus  (5),  oder  pu  und  pv  aus  (9)  eliminieren.  Man 
findet  dann: 

IV.  Ziüischen  p[u  ■\-  v\  p  u,  p  v  —  und  ebenso  zwischen  p'{u  -{-  v), 
]>' u,  p'v  —  besteht  für  beliebige  Werte  von  u  und  v  eine  algebraische 
Gleichung,  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhängig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sagt  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Man  beachte,  daß  Gleichung  (3)  kein  algebraisches  Additions- 
theorem vorstellt,  da  zwischen  pu  und  ^u  keine  algebraische 
Gleichung  besteht. 

§  30.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen. 

Nach  §  17,  V  ist  eine  elliptische  Funktion  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehörigen  Reihenentwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  18,  VI,  daß  diese  Glieder 
nicht  willkürlich  sind,  sondern  daß  die  Summe  der  Residuen  gleich 
Null  sein  muß;  ob  noch  andere  Bedingungen  bestehen,  blieb  damals 
dahingestellt.  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine  elliptische  Funktion 
zu  bilden,  für  die  jene  Glieder  in  Übereinstimmung  mit  der  ge- 
fundenen Bedingung,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich  vor- 
geschrieben sind. 
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Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daß  die  vorgeschrie- 
benen Pole  Oj.  {k  =  1,  2  .  .  .  7i)  alle  einfach  sind.  Die  Residuen  in 
ihnen,  Aj.,  müssen  der  Bedingung  genügen: 

1)  *  ^, +  4  +  •  .  •  +.i„  =  0. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebenen  Pole  und  Residuen 
hat,  ist: 

2)  yj{u)  =  A,  £C«  -  «i)  +  A,  :{u  _  «2)  +  .  .  .  +  A^Ci^^  -  «„)• 

Die  einzelnen  Summanden  von  (2)  sind  freilich  keine  elliptischen 
Funktionen:  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  25  (9)  eine 
Konstante  2r]'A^,  wenn  man  u  um  eine  Periode  2co  vermehrt. 
Aber  die  Summe  dieser  Konstanten  ist  Null,  eben  wegen  der  voraus- 
gesetzten Gleichung  (1).  Also  ist  i!i{u)  in  der  Tat  eine  elliptische 
Funktion  mit  den  verlangten  Eigenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  über;  nehmen  wir 
an,  für  jeden  Pol  a^,  sei  die  Ordnungszahl  k^  gegeben  und  das 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehörigen 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,    etwa  in   der  Form: 

3)  ^-  +  ,^,-+'...+      '    • 


Auch  hier  müssen  die  Residuen  A^.i  natürlich  der  Bedingung 
genügen: 

Dann  können  wir  uns  zunächst  aus  ^  tf  und  seinen  Ableitungen 
eine  Funktion  bilden,  die  für  u  =  a^  einen  Pol  der  vorgeschriebenen 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regulär  ist, 
nämlich: 


5) 


Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch:  bilden  wir 
aber  die  Summe  der  so  für  die  einzelnen  Pole  aufzustellenden 
Funktionen  von  v  =  l  bis  r  =  n,  so  erhalten  wir  in  der  Tat  eine 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Gleichung  (4).  Jede  andere 
elliptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so  ge- 
bildeten nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 
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I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in  vor- 
c/e  sehr  lehener  Weise  nnendlich  werden  soll,  läßt  sich  in  der  Form 
darstellen: 


6) 


f[u)  =  C  +   V  {  ^.1  L,[u  -  a)  +  A,2p{u  -  a^)  -  \  A„-?,p{u  -  aj) 


:1 


+  -  +  •••+(- 1)^^  ^^^^%  p^'^'-'H^^  -  «j} ' 

und  jeder  solche  Ausdruck  stellt,    sobald   die  Beziehunc/  (4)  erfüllt  ist, 
eine  elliptische  Funktion  der  verlanc/ten  Art  dar. 

Die  Formel  (6)  ist  ein  Seitenstück  zur  Zerlegung  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbrüche;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Folge- 
rungen ziehen.  Zunächst  ermöglicht  sie  wie  jene  Zerlegungsformel 
die  Integration;  man  findet: 

n 

j    jf[u)du  =  Cu  +  C^  +  ^  [a,^\o^<j[u  -  «J  -  ^,2  ':[u  -  ^) 

I        -  i  A,,p[n  -  «J  +  -  ^- •  +  (-  1^'  ^^Ji\yP''^'-^^  [u  -  «j}  , 

also  den  Satz: 

II.  Das  Intefiral  einer  beliebigen  elliptischen  Funktion  setzt  sich 
aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen : 

1.  einer  elliptischen  Funktion\ 

2.  einer  linearen  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  u-Fnnktionen; 

4.  einer  Stimme  von  Logarithmen  von  Sigmafunktionen. 

Wenn  man  will,  kann  man  die  Anzahl  der  ^-Funktionen  auf  1 
reduzieren,  da  die  Differenz  l,{u  —  a)  —  ^u  nach  §  29,  Gleichung  (3) 
eine  elliptische  Funktion  vonr  u  ist. 

Außerdem  liefert  Formel  (6)  noch  einen  für  die  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  wichtigen  Satz.  Die  in  ihr  vorkommenden 
höheren  Ableitungen  von  p{u  —  «J  lassen  sich  nach  §  21,  IV  rational 
durch  p{u  —  aj  und  p'  (u  —  a^  ausdrücken,  diese  wieder  nach  §  29,  III 
rational  durch  pu  und  pu  (und  die  Konstanten  pa^^  P^^)-  Auch 
L,[u  —  «J  drückt  sich,  wie  eben  schon  bemerkt  wurde,  rational  aus 
durch  'Qu,  pu,  p'u  und  Konstante.  Wesentlich  ist  nun,  daß  dabei 
aus  der  Summe  (6)  vermöge  der  Beziehung  (4)  iQu  herausfällt,  so  daß 
man  den  Satz  erhält: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  durch  die  zu  demselben 
Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktionen  pu,  pu  rational  a}(s- 
drücken. 
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Durch  Umformungen,  genau  der  Art,  wie  sie  bei  den  Gleichungen 
(1)  bis  (3)  des  §  8  gewandt  wurden,  können  wir  unter  Benutzung 
der  Gleichung  §  21  (6)  jede  rationale  Funktion  von  pu  und  p  u 
auf  die  Form  bringen: 

8)  f[u)^  Ä-\-  Bp'u, 

in  der  Ä,  B  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f{u)  =  f{  —  u),  so  folgt,  daß  ^^0  sein  muß:  ist  aber  f[u)—  —  f{'—u), 
80  folgt  A^O.  Wir  können  also  Satz  III  durch  folgenden  Zusatz 
ergänzen : 

IV.  Jede  gerade  elliptische  Funktion  ist  eine  rationale  Funktion 
der  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktion  p  w, 
jede  ungerade  elliptische  Funktion  ein  Produkt  aus  pu  und  einer 
rationalen  Funktion  von  p  u. 

Aus  Satz  III  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  man 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdrücken  durch  pu  und  pu 
und  aus  der  zwischen  pu  und  p'u  bestehenden  Gleichung  pu  und 
pu  eliminieren.     Daraus  folgt: 

V.  Zwischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
Parallelogramms  besteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unab- 
hängigen  Koeffizienten. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ergibt  sich,  wenn  man  be- 
achtet, daß  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  nämlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genügt  einer  algebraischen  JMfferential- 
gleichung  erster  Ordnung  höheren  Grades,  in  der  die  unabhängige  Ver- 
änderliche explicite  nicht  vorkommt. 

Ist 

9)  F{f(u),pu)^() 

die  algebraische  Gleichung,  die  nach  V  zwischen  f[n)  und  pu  be- 
steht, so  gilt  auch 

10)  F  {f(v\  pv)^0     und  F  ( f  [u  +  v),  p  [u  +  t,))  =  0  . 

Eliminiert  man  aus  den  drei  Gleichungen  (9),  (10)  und  aus  dem  in 
der  Form  F\  (p  (u  +  v),  p  u,  p  v)  geschriebenen  Additionstheorem  der 
Funktion  p  u  (§  29,  IV)  die  Funktionen  pu,  pv,  p{u-\-  v),  so  findet  man : 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  Additions- 
theorem, 
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§  31.    Beispiele. 

Als  Beispiele  für  die  Darstellung  (6)  des  vorigen  Paragraphen 
wählen  wir    a)  die  durch   die  Gleichung  (15)   des   §  26    definierten 

Funktionen  xpju),  b)  die  Funktion  ^M=-^^^y^    (§  28  (6)). 

a)  Die  doppeltperiodische  Funktion  i//^  (u)  wird  im  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  P  nur  an  der  Stelle  u  =  0  unendlich  und 
zwar  von  der  Ordnung  n^  —1  (da  ihr  Zähler  er  (n  u)  dort  von  der 
ersten,  ihr  Nenner  von  der  Ordnung  n^  Null  wird);  '^J^(u)  gestattet 
also  eine  Darstellung: 

und  zwar  ist,  da  ^„(2^)  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  ist, 
je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist: 

a)   für       gerades  n\    «g  =  «4  =  •  •  •  =  0 , 
ß)   für  ungerades  n:    «3  ==  «^  =  «^  .  •  •  =  0 . 

Benutzt  man  zur  Umformung  noch  Satz  IV  von  §  30,  so 
findet  man: 

I.  Bei  ungeradem  n  ist  i/^„(w)  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
pu,  hei  geradem  n  ist  i/^„(m)  gleich  p'u  mal  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  von  pu.  x 

Als    Gradzahlen    dieser    Polynome    ergeben    sich    im    ersten    Fall 

—^ —  ,  im  zweiten  Fall  — - — : 

/  ip^{u)  =  gn2_i{pu)  für  ungerades  n, 

2))  '  "^ 

j  '^„(^)  =  ^n2_4(p?z)-jp'w  für  gerades  n. 

ip^(u)  wird  nämlich  für  u=  0  unendlich  von  der  Ordnung  n^—\j 
und    da   pu   von    der   zweiten  Ordnung  für  u  =^  0  unendlich  wird, 

ist  bei  ungeradem  n  jene  Oradzahl  gleich  — ^;  bei  geradem  n  da- 
gegen erhält  man  die  Gradzahl  ~  ,  da  '^pn^u):p'u  von  der  Ord- 
nung w^  — 4  unendlich  wird. 

Die  Koeffizienten  C  und  «.  in  (1)  kann  man  durch  den  Ansatz 
mit  unbestimmten  Koeffizienten  unter  Benutzung  von  (rleichung  (6) 
des  §  26  bestimmen,  z.  B. 
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(j(Su) 


.      f    \  ^8        ,        Ö^e  «4  «2        ,  ,  <T(ÖU 

^3  V    ^  U^       *        U*"       '        M*       '        ^2       '         0      '  JJ.9  ^ 

81  .         729  „  2187 


oder 

(q  q 

51  2    8.  \        Q         Öl  i        729  6  2187         „     h 

also 

«3  =  3,  «g  =  0 

9  81  9 

-  ~öö-^2  +  "4   =  -  -^^2  .  ^4   =  -     10   ^2  . 

ferner 

9  __        729  _         18 

""  280^3  +  S  -  -  ^ö^»  '  "2  r^3  ' 

3»51  2    ,     J_L      2    , 2187  2 ^3         2 

•       280.320^2     +    800^2    +  ^'o  "         280.64-^2    '         %-         400/^2    ■ 

3)  1//3  {:a]  =C  -  ^^  p  u  -  -^^p"u  +  -^f  u  ; 

um  C  zu  bestimmen,  setzt  man  die  von  u  freien  Glieder  auf  beiden 
Seiten  von  (8)  einander  gleich: 


-    400  -^^2^   =   ^-    200  •^^2    +  -2-^00' ^2S  ^  ==-  Y//2-- 

Drückt  mian  endlich  in  (3)  p" /(  und  //^'^?/    vermöge    §  21  (15).  (17) 
durch  pu  aus,  so  lindet  man 

3')  ^^^3  M  =  ^ /^' "  -  Y //2  /^'-'^  -^l/3P  "  -  iV  ^2"- 

b)  Die  Funktion  tiu)  =  hat  im  fundamentalen  Perioden- 

'  ^  '         pu  -  e^ 

Parallelogramm  nur  bei  a  =  co^  einen  Pol,  und  zwar  zweiter  Ordnung; 

es  gilt  also: 

t[u)  =  a^  +  a^p{a  -  «3), 

und  da  ^(0)  =  0,  ist 

«0  =  -  'h  ^3  • 
Durch  Entwickeln  nach  Potenzen  von  //  —  0^3  tindet  man 
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also 


1 

1     . 


a.  =  -^,  -  -  =  -::-:r— ,—    (wegen  §  21  (15)) 


: '^^-^ (ß  21  (12),  (13; 


somit 

4)  t(v)^ 


und 

5)  t'  [u)  = 


(«3    -e2)(>'3    -    «i)  (63    -    ß2)(e3    -    ^i) 


(Ca  -  e^)  (63  -  61) 


§  32.    jö  {n  u)  als  Funktion  von  p  u, 

Ist  w  eine  ganze  Zahl,  so  ist  p(nu]  eine  gerade  doppelt- 
periodische Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  ft>^,  2  ojg.  Es  ist 
also  nach  §  30,  IV: 

I.    p  n  u  eine  rationale  Funktion  von  p  u. 

um  p2u  zu  erhalten,  wird  man  zunächst  daran  denken,  11 
dem  Additionstheorem  §  29  (7)  v  =  n  zu  setzen;  doch  erhält  man 
dann  die  rechte  Seite  in  der  Form  0/0;  man  wird  daher  zuerst 
v  —  u-\-  h  setzen  und  dann  zur  Grenze  ä  =  0  übergehen;  so  findet  man 

1  iP"uY 

p'u  I 

(p-  ^''  -t-  4^2)'  +  "^gspu 

4p'Ui  -  g.,pu  -  g^ 

(mit  Benutzung  von  §  21  (6)  und  (15)). 

Durch  Differentiation  erhält  man  p  (2  n)  als  rationale  Funktion 
von  p7i  und  p'n.  Setzt  man  im  Additionstheorem  für  pu  u  =  2 // 
und  benutzt  man  die  bereits  abgeleiteten  ilusdrücke  von  p  (2  //)  und 
p  (2  ?/,),  so  erhält  man  p  (3  u)  als  rationale  Funktion  von  p  u,  daraus 
durch  Differentiation  p{Su)  als  rationale  Funktion  von  pu  und  /?'//. 
So  könnte  man  fortfahren;  viel  einfacher  ist  folgender  Weg:  Aus 
§  28  (5)  folgt  für  V  =  n  u 

a  {(n  +  1)  ti)  er  ((n  —  1)  uj 


I    p{2n)  =  -2pv  +  ^ 


2) 


p  [n  u)  —  p  u  =  — 


ü-2  (n  u)  &^  u 


I  =_1^|,^'«)    (§26(15)), 

also 

3\     '  A,,^  ,^A  ^       pu yjn'u-ip^+i  [u)  v/„_i  (u)^ 
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Da  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  wie  man  ip^  (w) 
als  Polynom  in  pu  darstellen  kann,  ist  durch  Formel  (3)  unsere 
xlufgabe  gelöst.  Für  größere  Werte  von  n  (von  n  =  b  an)  bedient 
man  sich  der  Rekursionsformel: 

die  man  folgendermaßen  beweist: 

0^  (p{nu)  —  p(m  u))  +  (;?  (m  tf)  —  pu)  —  {j)(nu)  —  pu)  . 
0-  {{n  -i-m)u)(T  ({n  -  m)  u)  a  ({m  -\-1)u)<t  ((m  —  1)  u) 


■5) 


(t'2  (n  u)  a^  (w  u)  '  a^  {m  u)  a^  u 

(t({71  +  l)(Tu)(j{(n—l)u) 

+  -^^ ^N-T —     (§  28  (5)) 


^2K+n^)^ 


=  ~  a^{mu)<j\nu)  ^ "  "^'^^n  (^)  V'.-»  M  +  ^™  +i  (^)  ^^.-i  M  ^n'M 

-^^n^MV^n-M^JH       (§26(15)). 

1.  iVttcA  §  31,  I  ist  der  Zähler  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  ein 
Polynom  G^-  vom  Grade  n^,  der  Nenner  ein  Polynom  G^-i  vom 
Grade  71^—1  in  z  —pu.  Der  Nenner  G^'^^xiz)  ist  für  ungerades  n 
ein  reines  Quadrat:  /^2_i ;  für  gerades  n  zerfällt  er  in  4z'^—g^z  —  g^ 

und  in  das  Quadrat  eines  Polynoms  yn^—i(z)   vom  Grade  — ^—' 

~^~ 
Die  Nullstellen   des  Nennerpolynoms   Gn^^i{z)   sind   leicht   an- 
zugeben;  p[nu)  wird   dann  und  nur  dann  unendlich,  wenn  u  einen 
der  Werte 

6)  „,^=-MiiiL±l^(;.,^  =  0,  ±1,  ±2,...) 

annimmt.     8ind  A  und  pi  nicht  beide  durch  n  teilbar,  so  ist 

p^,-p — v-^ 

endlich.  Diese  Werte  p-,^^  sind  die  Nullstellen  des  Nenners  der 
rechten  Seite  von  (3),  falls  man  ihn  als  Polynom  von  z  =  pu  schreibt. 
Aus  der  Periodizität  von  pu  und  der  Beziehung  pu  =  p{—  u)  folgt 
leicht,  daß  unter  den  Zahlen  /?^^     '  ~      verschiedene  sind,   wenn  n 

ungerade  ist,  und  -^^— —  =  ^^~  +  3  verschiedene,  worunter  ej^^e^^e^, 
wenn  n  gerade  ist. 

Für  ungerades  n  erhält  man  für  folgende  Wertepaare  X,  fx  die 
— 2 —  verschiedenen  Werte  pxf^,  d.  h.  also  die  Nullstellen  des  Poly- 
noms /„2_i(2;): 
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7) 


Ol, 
02, 


10, 

11, 
12, 


20, 

21, 

22, 


^0. 


(«-1)1, 
(»-1)2, 


f.  n  —  1       ^  n—  1       j^n— 1 
[)  —  —  j     X  — _ —  ,     j  — _ — 


{n-l) 


n-  1 


für  gerades  n  dagegen  liefern  die  folgenden  Wertepaare  die  — - — 
untereinander  verschiedenen  Werte  px^^  unter  denen  sich  die  Werte 
^i>  ^2'  ^3  befinden^  nämlich  für 


^  f.n         n    n 


fo. 


während   die   übrigen  Wertepaare  X  fi   die  Nullstellen  von  /n2_4  (z) 

liefern 

20,   .    •    .  ^0, 


8) 


Ol 
02 


10, 

11, 
12, 


21 ,      (»  -  1)  1 , 

22,      («-1)2, 


r.n—2      ^  n  —  2      ^y  n  —  2 
U-^,    1-y-,    2    ^ 


{n-l) 


n  —  2 


0 


i|> 


n    n 


2  2  ~   2 

Da  die  Koeffizienten  der  Polynome  /„«_i  {z)  und  /„2_4(z)  rational 

2  ~T~ 

und   mit   rationalen  Zahlenfaktoren   von  ^g  und  ^g   abhängen   (vgl. 

S.  95),  können  wir  noch  folgenden  Satz  vermerken: 

n.    Bie    Werte    p^fi    genügen    algebraischen    Gleichungen,    deren 

Koeffizienten  rational  von  g^  und  g^  abhängen  und  die  im  übrigen  nur 

rationale  Zahlenkoeffizienten  enthalten. 

Wir   wollen    endlich    noch  pinu^^   als   eine    gegebene   endliche 

Zahl   betrachten   und   dafür   kurz    a   schreiben.      Dann   lautet    die 

Gleichung  p(nu)  =  a,  wenn  man  für  p{nu)  die  rechte  Seite  von  (3) 

einsetzt 

9)  aGn^._i{z)-Gn^{z)  =  0; 

ihre  Koeffizienten  hängen  außer  von  a  rational  und  mit  rationalen 
Zahlenfaktoren  von  g^,  g^  ab  und  sie  besitzt  die  Wurzeln 


10) 


^i, 


.-pk  +  ^^^^^^AiKf^-0,1, 


ßuRKHARDT,  Funktionen.    II.    Dritte  Aufl. 


n-l); 

1 
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denn  für  jeden  der  n^  Werte   n  =  u^  -\ — ^^ — ~~—   wird    p(mi)  =  a. 

Da  diese  Wurzeln  sämtlich  von  w^,  also  von  a  abhängen,  folgt  noch, 
daß  die  beiden  Polynome  Gn'^(z)  und  Gr,"—\[z)  für  keinen  Wert  von  ?< 
eine  Nullstelle  gemein  haben. 

Dem  Satz  II  entspricht  in  der  Theorie  der  trigonometrischen 
Funktionen  der  bekannte  Satz,  daß  die  n  —  1  Werte 

sin  ^^^'J     {X=\,2,  -  .  .{n-  1)) 

Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 
sind.  Die  Gleichung  (7)  dagegen  ist  das  Seitenstück  zu  der  Glei- 
chung 7i*^°  Grades,  durch  welche  die  Werte 

sin  (7/,  +  ^p^^    (;i  =  0,  1,  2,  .  .  .  n  -  1) 

bestimmt  sind,  wenn  sin  n  u^  gegeben  ist. 

§  33.     Beziehungen  zwischen  tr-Produkten. 

Dem  Satz  I  des  §  30  kann  man  auch  folgende  Wendung  geben: 
I.  Alle  elliptischen  Funktionen,  die  höchstens  an  den  m  Stellen 
u  ^  a^  (v  =  1,  2,  ■  ■  ■  m)  und  an  jeder  davon  höchstens  von  der  Ord- 
nung k  unendlich  werden,  lassen  sich  linear  und  homogen  durch 
71  =  Äj  +  ^2  +  •  •  •  +  ^„j  linear  itnahhängige  unter  diesen  Funktionen 
ausdrücken,  d.  h.  also  durch  so  viele  Funktionen  als  die  Summe  jener 
Ordnungen  des   Unendlichwerdens  beträgt. 

Als  solche  linear  unabhängige  Funktionen  sind  in  §  30  gewählt: 
1  (jede  Konstante   zählt  auch  als    elliptische  Funktion  nullter 
Ordnung),    ^{u  —  aj)  —  ^{u  —  a^)   [v  =  2,  S  •    •  m),    sowie    endlich    an 
den  Stellen  a^,  für  die  k^  >  1  ist: 

p{u  —  öj,     p'  [u  —  a^,   ■  •  •  pi^v-^)  [u  —  aj). 

Natürlich  ließen  sich  diese  n  Funktionen  durch  irgendwelche 
linear  unabhängige  Aggregate  derselben  T^{u),  T^{u),  •••  T^{u)  er- 
setzen. Jede  dieser  w  Funktionen,  sowie  eine  {n -{- If^ Tn+i(u\  die 
sich  nach  dem  erwähnten  Satz  in  der  Form 

1)  n^.1  {u)  =  c,  T, {u)  4-  c,  T,[u)  +  .  .  .  +  e„ 2; M 

mit   von  u  unabhängigen  Koeffizienten   darstellen   läßt,   kann  nach 
§  28  auf  die  Form  gebracht  werden: 

rW  =  C^«-.^I--.  f-^'3-    (.=  1,2. .,.+  1). 

(er  {u  -  aO)  ' .  .  .[a{u-  am)f'^  ' 


§  38.    Beziehungen  zurischen  a-Produkten.  95 


Dabei  kann  man  noch  annehmen,  daß  T^{u)  sich  auf  eine  Konstante 
reduziert,  ^  so  daß  im  Zähler  Yon  T^(u)  das  nämliche  ö--Produkt  steht 
wie  im  Nenner,  und  die  Zahlen  b  J-'^^  mit  den  a  ^  identisch  sind.  Die 
einzigen  Bedingungen,  die  zwischen  den  i^^^  bestehen,  sind  dann 
nach  §  28  (3): 

I    ^«  +  b^^^  +  •  •  •  +  K^^^  =  b,^''  +  h^''  +  •  •  •  +  K^'' 

^         \  (i;=2,3..-(7z+l)). 

Läßt  man  in  der  Identität  (1)  den  gemeinsamen  Nenner  der  T^(u) 
weg,  so  erhält  man: 

II.    Zwischen  in  +  1)    g- Produkten: 

ö.(,,  _   Ö^W)  ö-(w  -  />2W)  .   •   •   Ö-(W  -   V^))       (l/  =   1,   2  •   .   .  (71  +   1)), 

deren  Nullstellen  die  Beziehung  (2)  erfüllen,  besteht  eine  lineare  homo- 
gene Beziehung. 

Beispiel:   Es  sei  insbesondere  n  —  ^  und  es  soll  die  Beziehung, 
die  zwischen  den  drei  ^-Produkten 

(7  {u  —  u-^  g[u  ■\-  Uj)  ,     (t{u^  u^)  er  (u  -f  ti^) ,     a  {u  —  u^)  (t{u  -{-  u^ 
besteht,   aufgestellt  werden.     Die  Bedingung  (2)  ist  offenbar  erfüllt, 
es  muß  also  eine  Identität 

A  (7  [U  —  U^  G  {U  -f  U-^  +  B  g(U  —  U.^)  G  [U  +  Mg) 


3\ 

\  +  Cg  {'II  —  u^)g{u  +  Wg)  =  0 

bestehen  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten  A^  B,  C.     Um  diese 
zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (3)  der  Reihe  nach  u  =  u^  («=1,2,3): 

JB  g[u^  —  U^  G  [U^  +  «2)  +  Cg{u^  —  2/3)  G  (Mj  +  Mg)  =  0  ^ 
Ag{u.2  —  Mi)ö-(Z«2  +  U^)  +  Cg{u^  -  U^g[u^  +  Mg)  =  0, 
A  G  (Wg  —  Mj)  (7  (Wg  -j-  U^)  -\-  B  G  [U^  —   U.,)  G  (Wg  +  Mg)  =   0 

und  finden  als  Lösung  dieser  linearen  Gleichungen: 

A:  B:C  =  g[u^-\-u^g  [u^  —  Mg) :  g  (u^  -\-  m  J  g  (zt^  —  u^:g  (m^  +  u^  g  {it^  —  Mg) . 
III.    Die  so  gefundene  Identität 

j  ö-  (m  +  mJ  G  (m  --  M J  G  (m2  +  Mg)  G  [u^  -  Mg) 

5)  -\-  g(u-\-  u^g{u  —  u^Giu^  +  u^G[u^  —  u^ 

I     +  g{u  +  Mg)0-(M  —  Mg)ö-(Mj  +  U^g[u^  —  U^  =   0 

bezeichnet  man  als  das  Additionstheorem  der  G-lhmhtion. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  dies  kein  algebraisches  Additions- 
theorem im  Sinne  von  §  29,  IV  ist.  ^ 

Aus  der  Formel  (5)  lassen  sich  durch  besondere  Wahl  der  u 
eine  Unzahl  anderer  gewinnen.  Wir  geben  als  Beispiele  nur  die 
folgenden,  die  wir  später  benutzen  werden: 

■  7* 
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Ersetzt  man  in  (5)  die  Größen 

einmal  durch 


CO      0     u 


ein  zweites  Mal  durch 


^«+2'  2    '       ^+2'       ^+2 


ein  drittes  Mal  durch 


SO  erhält  man 


'^ 


I  =  ö-  (w  +  fö  J  ö-  (w  —  « J  Ö-2  r  —  rr  (ü  —  w  J  ö"  (v  +  O)  J  o-^  u  , 

Iö-(Z^  +  ?r+  G)ß)G[u  —  V)(7{(0^  +  COß)GG)^ 
=  (7{U  +  «„  +  ft>^)ö-(w  —  C0^)(7{V  +  W^)ff  ü 

0"  (U  -{-  V  -\-  CO^)  G  (U  ^  V  -{-  CO.)  (T  CO^G  COß 
8)'  {  —  GUg[u—  (x)\GVG[v-\-2oi)^-\-(D) 

-  g{u  +  COß)G{u  +  Ö9J(7(V  +  CoJg{v  -  ö? .)  . 


SECHSTER  ABSCHNITT. 


Die  elliptischen  Funktionen  zweiter  Ordnung. 

§  34.    Die  Differentialgleichungen  der  elliptischen  Funktionen 
zweiter  Ordnung. 

Die  allgemeinen  Sätze  der  Paragraphen  28  und  30  nehmen  eine 
besonders  einfache  Form  an  für  elliptische  Funktionen  zweiter  Ord- 
nung; wir  wollen  diese  einfachsten  und  zugleich  besonders  wichtigen 
elliptischen  Funktionen  näher  betrachten  und  unterscheiden  dabei 
die  beiden  Fälle: 

A)  die  elliptische  Funktion  zweiter  Ordnung  (p  [u)  hat  im 
fundamentalen  Periodenparallelogramm  P  zwei  getrennte  Pole  erster 
Ordnung  ii  =  b^  und  u  —  h^\ 
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B)  die    elliptische    Fuüktion   zweiter   Ordnung  cp[u)   hat   in  P 
einen  Pol  zweiter  Ordnung  u=  b^. 
Im  Falle  A  gilt 

1)  y(^^)=6/"^;-^^|"|^-^^|      (§28(1)) 

2)  =  I)  {a«  -  h)  -  ^{^  -  bii)  +  E    (§30(2)), 
also  nach  Differentiation 

im  Falle  B: 

5)  y(z.)=g-"^^-:^-^"^^-^-^ 

6)  =i)/.(2.-/^,)+^, 

8)  =^D{p'{u-b,). 

C,  C,  L,  JE,  a^,  «2»  ^1.  <^2'  '^s'  ^4  s^^^  ^^^  ^  unabhängige  Konstante, 
in  (1),  (2),  (3),  (4)  nicht  notwendig  die  gleichen  wie  in  (5),  (6),  (7),  (8). 
Die  Funktionswerte  (p  [cj  mögen  kurz  mit  cp^  bezeichnet  werden 
{d  =  1,  2,  3,  4  im  Falle  A;  a  =  1,  2,  3  im  Falle ''b).  Die  Funktion 
(p  {u)  —  (p^  hat  für  ii  =  c^  eine  wegen  (p'  (cj  =  0  doppelt  zählende 
Nullstelle.  Es  können  weder  zwei  zu  verschiedenem  Index  gehörige 
Werte  c^,  c^  noch  zwei  Werte  g)^,  cpg  einander  gleich  sein.  Wäre 
nämlich  beispielsweise  Cj  =  Cg,  so  hätte  die  Funktion  q)'  [u)  nach  (3) 
oder  (7)  für  u  =  c^  eine  doppelt  zählende  Nullstelle,  (p  [u)  —  cp^  also 
für  u  =  c^  eine  dreifache  Nullstelle,  während  doch  (p  [u)  als  elliptische 
Funktion  zweiter  Ordnung  angenommen  wurde.  Wäre  aber  zwar 
nicht  Cj  =  Cg,  jedoch  ^Pj  =  ^a?  ^^  hätte,  was  aus  dem  gleichen  Grunde 
unmöglich  ist,  (p  [u]  —  cp^  sowohl  bei  u  =  c^  als  auch  bei  u  =  c^  eine 
doppelt  zählende  Nullstelle. 

Da bei  u  =-  c-    einen  Pol  zweiter  Ordnung  hat,  gilt: 

9)  —-i r=  D  pUi-c)-^  JE  , 

also 

(ß  =  1,  2,  3,  4  im  FaUe  A,  «  =  1,  2,  3  im  Falle  B), 

11)  W{U)=     °nP(u-ea)  +  b^_ 

^^  '         c„p(?«-c„)  +  b„ 
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unabhängige  Konstante;  endlich 

Vergleicht  man  im  Falle  A  die  beiden  elliptischen  Funktionen 

{(p' [u)) 2     und     {(p  {u)  -(p,){(p {u)  -  (f^)  {cp  [u]  -  ^3)  (^  [u)  -  cf^)  , 

so  findet  man,  daß  sie  in  allen  Nullstellen  und  Polen  überein- 
stimmen; ihr  Quotient  muß  also  eine  Konstante  sein,  die  wir  mit  a^ 
bezeichnen : 

13)  {(p'{u)y  =  n,  {(f[u)  -  cp^)  {(p[ij)  -  (p^)  (cp{u)  -  ^3)  {cp[u)  -  (p^)  . 

Genau  so  ergibt  sich  im  Falle  B,   wenn  die  auftretende  Kon- 
stante mit  4öj  bezeichnet  wird: 

14)  {(p' [u]) 2  =  4«,  {(p> [u]  -  cp^)  (cp  [u]  -  (p^)  {(p [y)  -  ^3)  . 

Wir  haben  somit  folgenden  Satz  bewiesen: 

I.    Die    beliebige    elliptische   Funktion    zioeiter    Ordnung    z  =  (p{u) 
genügt  einer  Differentialgleichung 

wo  f[z)  vom  dritten  oder  vierten  Grade  ist,  je  nachdem  die  beiden 
Fole  von  (p{u)  im  fundamentalen  Feriodenparallelogramm  getrennt  liegen 
oder  nicht.  Jede  elliptische  Funktion  zweiter  Ordnung  ist  also  die 
Umkehrung ,  eines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 


16) 


wobei  Zq  =  (p  (0)  ist,  und  wo  f[z)  keine  meJir fache  Nullstelle  besitzt. 

Wir  sagen,  daß  alle  so  erhaltenen  Polynome  f[z)  und  die  zu- 
gehörigen RiEMANN  sehen  Flächen  für  '^f[z)  zu  dem  Fetnodengitter 
2  Äj  «j^ -|- 2  A3  «3  gehören,  von  dem  wir  in  §  16  ausgegangen  sind. 
Man  bemerke  noch: 

II.  Der  Differentialgleichung  [15)  genügt  außer  dir  Funktion 
z  =  (p{u)  auch  jede  Funktion  z  =  (p(^±:  u  —  Uq),  wenn  u^  irgendeine- 
Konstante  ist. 

Ferner: 

III.  Gehört  das  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  f{z)  zum 
Feriodengitter  2h^w^  +  2  A3  «3,  so  gehört  das  Folynom  -^^  f{z),  wo  M 
irgendeine    von    Null    verschiedene    Konstante    ist,     zu    dem    ähnlichen 
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V 

Periodengitter    2h^M(x)^-\- 2h^ Mcß^,      Setzt    man    nämlich    u  =^  -^  , 

so  geht  (p[u)  über  in  eine  Funktion  cp  f-^j  =  0(ü);  diese  hat  die  von- 
einander unabhängigen  Perioden  2  Mco^,  2  Mgj^  und  genügt  wegen  (15) 
der  ffifferentialgleichunq'. 

17)  ■      ■   [^)'^M-^m. 

IV.  Gehört  also  eine  RiEMANNSche  Fläche  zu  einem  Perioden- 
gitter, so  gehört  sie  auch  zu  jedem  dazu  ähnlichen.  Denn  die 
RiEMANNSchen  Flächen  für  ]//>)  und  für  yjf-^/X^)  sind  ja,  nicht 
voneinander  verschieden. 

Beispiel'.   Für  die  §28  (6)  eingeführte  Funktion  t[u)-=  ^^^ZTe, 
liegt   der  Fall  B  vor   mit  b^  =«3;    aus  Gleichung  (8)   des  §  28  er- 
gibt sich: 


also 


ci=«2,     6*2  =  «1,     '3  =  0 


^2     ^^  ^1     ^3 


Demnach  lautet  die  Differentialgleichung  für  z  =t  {u) : 

18)  l^Y^CzU-^-](z L_]. 

^  {dyr-j  V  e,,-ej\  e^  -  ej 

Da  nach  §  28  (6),  (8) 

^  =  ^,2  ^  (^3)  ^     i-^y=  4  u^  +  {u^) , 

findet   man    durch  Einsetzen  in  (18)  und  Vergleichung   der   Koeffi- 
zienten von  u"^: 

^  =  4(^2  -  ^3)^  -  ^3)' 
also 

■1^)  (^J=*'i^  -  (^2  -  «3) -')  (1  -  K  -  ^,) ^)  • 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


^2  ~~  ^3 


20)      -  ^-^  =  ^,     {e,-e,)z  =  ,j,     « y.j  - 


e,  —  e. 


so  geht  (19)  über  in       • 

21)  (-^)'=4y(l-.y)(l-Xyl, 

nnd     dieser     Differentialgleichung     genügt    die     doppeltperiodische 
Funktion 


22) 


g  =  {ei-e^)tL  =^=\ 
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deren  Periodengitter  aus  den  Punkten 

2h^^e^  -  e^(D^  +  2/^3]/^^  -  ^3«3 

besteht,  also  dem  ursprünglichen  Periodengitter  ähnlich  ist.    Sie  ist 
die  Umkehrfunktion  des  Integrals 


23) 


y 


dy 


V^yii  -2/)(l  -^2/) 


0 


Das  Vorzeichen  von  "[/^i  —  ^3   in  (22)  ist  gleichgültig,   da  t{u)  eine 
gerade  Funktion  ist. 

§  35.  Konforme  Abbildung  durch  elliptische  Funktionen 
zweiter  Ordnung. 

f\z)   sei    ein    zum    Gitter   2  h^  co^  -\-  2h^  Wg    gehöriges  Polynom. 
Dann  wird  durch  die  Gleichung 


1)  «=/ 


dx 


«0 

oder  ihre  Auflösung 

2)  z  =  cp{u) 

die  RiEMANNsche  Fläche  F  für  '^f{z)  konform  auf  das  fundamentale 
Periodenparallelogramm  P  und  jedes  dazu  äquivalente  abgebildet, 
die  Überlagerungsfläche  von  F  wird  auf  die  ganze  w-Ebene  abge- 
bildet (mit  Ausschluß  des  Punktes  u  =  00).  Um  diese  Abbildung 
genauer  zu  verfolgen,  bemerke  man  zunächst: 
I.    Bei  geeigneter  Numerierung  ist 

im  Falle  Ä:  im  Falle  B: 

[         Cg  =  Cj  +  ft?!  Cj  =  ^1  +  a?i 

3)  I         t'g  =  c^  +  «1  +  «3  Cg  =  b^  +  co^  +  ö>2 
I           c^  =  Cj  +  «3  C3  =  Ä^  +  «3 

Wendet   man   nämlich   Gleichung  (3)  des  §  28   auf  die  Funktionen 
(p{u)  —  cp^  an,  so  findet  man: 

im  Falle  A:  im  Falle  B: 

4)  2c„^^, +Z»2  (c^=  1,  2,  3,  4)         2c„^2Äi  (of=  1,  2,  3,  4); 
daraus  schließt  man,   daß  im  Falle  A  die  4  Größen  c^,  Cg,  Cg,  c^, 
im  Falle  B  die  4  Größen  b^,  Cj,  c^,  c^  sich  nur  um  Vielfache  von 
Halbperioden  unterscheiden  können,  und  da  es  nur  drei  unterein- 
ander inkongruente  Halbperioden  gibt,  folgen  die  Kongruenzen  (3). 
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Die  4  M- Werte  Cj,  c^,  Cg,  c^  im  einen,  b^,  c^,  c^^  c^  im  andern 
Falle  entsprechen  nach  Gleichung  (13)  und  (14)  des  vorigen  Para- 
graphen den  Verzweigungspunkten  von  F. 

II.  Die  4  Per  zw  eigungs  stellen  von  \f(z)  bilden  sich  also  immer 
in  die  Ecken  eines  Parallelogramms  p  ab,  das  durch  Parallelverschie- 
bung aus  dem  in  §22  mit  p  bezeichneten  Parallelogramm  0«  •  •  co^- •  • 
«j  +  ft)g  •  •  •  «3  entsteht. 

Man  überträgt  nun  zunächst  den  Umfang  von  p  auf  die  Fläche  F 
und  bemerkt,  daß  die  ihm  entsprechende  Kurve  in  einem  Blatt  von 
F  verläuft  und  keinen  Doppelpunkt  besitzt;  andernfalls  gäbe  es 
nämlich  auf  dem  Umfang  von  p  zwei  Punkte  Cj  +  u^^  und  c^  +  u^, 
für  die  (p{c^  +  u^)  =  ^(c^  +  u^)  wäre;  dann  wäre  wegen  §  34  (11): 
pu^  ^  pu^  und  Mj,  Mg  wären  zwei  Punkte  des  Umfangs  von  />;  für 
solche  kann  aber,  wie  schon  §  22  bewiesen  wurde,  niemals />Wj  =^pu^ 
sein.  Da  somit  dem  Umfang  von  p  auf  F  eine  doppelpunktslose 
geschlossene  Kurve  entspricht,  kann  man  den  Satz  I,  III  von  §  12 
anwenden  und  schließen,  daß  sich  die  Fläche  von  p  auf  einen  Be- 
reich von  F  eindeutig  umkehrbar  abbildet;  indem  man  nach  dem 
Vorbild  des  in  §  22  behandelten  besonderen  Falles  weiterverfährt 
und  neben  p  noch  3  zu  ^  kongruente  Parallelogramme  betrachtet, 
gelangt  man  wie  dort  zur  Abbildung  der  aufgeschnittenen  Fläche  F^' 
auf  das*  mit  dem  Parallelogramm  0,  2cq^,  —  2co^,  2co^  äquivalente 
Parallelogramm  Cj,  c^  -\-  2oj^,  c^  —  2co^,  c^  -{-  2w^  und  zur  Abbildung 
der  Überlagerungsfläche  auf  die  ?z-Ebene. 

Daraus  folgt  sofort: 

III.  Zivei  RiEMANNsche  Flächen  F  und  P\,  die  zum  gleichen 
Periodengitter,  oder,  was  nach  Satz  IV  des  §  34  auf  das  nämliche 
hinausläuft,  zwei  RiEMANNsche  F^lächen,  die  zu  ähnlichen  Periodengiitern 
gehören,  lassen  sich  eindeutig  umkehrbar  und  konform  aufeinander 
abbilden. 

Da  man  nämlich  beide  Flächen  auf  das  nämliche  Parallelo- 
gramm der  w-Ebene  abbilden  kann,  hat  man  nur  solche  Punkte 
Q,  Qj  der  beiden  Flächen  einander  zuzuordnen,  welche  dem  näm- 
lichen 2<-Wert  und  seinen  äquivalenten  entsprechen.  Die  Kon- 
formität der  Abbildung  ist  an  den  Verzweigungsstellen  und  ihren 
entsprechenden  unterbrochen,  falls  nicht  gerade  einem  Verzweigungs- 
punkte der  einen  Fläche  wieder  ein  solcher  der  anderen  entspricht. 

Es  gilt  auch  folgende  Umkehrung  .von  Satz  III: 


IV.      Zwei    RiEMANKSche    Flächen   F,  F, ,    die    zueinander   unäh 


1' 


in- 


liehen   Periodengittern   2h^co^  +  ^^'3^3    ^^^   2ÄjG?j  +  2h^oi)^    gehören. 
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lassen  sich  nicht  eindeutig  umkehrbar  und  konform  aufeinander  ab- 
bilden. 

Beweis:  Mit  zwei  Riemann sehen  Flächen  F,  i\  sind  auch  ihre 
Überlagerungsflächen  F°°,  F^°°  eindeutig  umkehrbar  und  konform 
aufeinander  bezogen;  die  eine  Überlagerungsfläche  i^°°  sei  ferner 
durch  das  Integral  erster  Gattung  auf  die  mit  Parallelogrammen  über- 
deckte M-Ebene,  die  andere  auf  die  v-Ebene  abgebildet.  Demnach 
ist  auch  die  ganze  w-Ebene  auf  die  ganze  v-Ebene  mit  Ausschluß 
der  Punkte  oo  abgebildet;  d.  h.  aber,  es  ist  u  eine  für  alle  end- 
lichen V  reguläre  Funktion  von  v:  u  =  g{v)\  wächst  v  durch  irgend- 
welche Zwischen  werte  um  eine  Periode  2h^öö^-\-  2h^w^,  so  kehrt 
der  V  zugeordnete  Punkt  Q^  von  F^  zu  seiner  Ausgangsstelle  zurück. 
Gleichzeitig  beschreibt  der  Q^  zugeordnete  Punkt  Q  von  F  wegen 
der  Eindeutigkeit  des  Entsprechens  einen  auf  F  geschlossenen  Weg 
und  das  Integral  erster  Gattung  u—g(v)  nimmt  daher  auf  diesem  Wege 
um  eine  Periode  2h\(ü^  +  21t ^oj^  zu.     Es  gilt  also 

5)  g{v  +  2Äjä>i  +  '^^3^3)  =  .^W  +'2/i'i«i  +  S/ZgWg. 
Betrachtet  man  diese  Gleichung  für  mehrere  benachbarte  v- Werte, 
so  können  wegen  der  Stetigkeit  die  ganzen  Zahlen  h\  und  h\  nicht 
von  V  abhängen.     Man  erhält  daher  durch  Differenzieren: 

6)  /(ü  +  2//^ä;i+2Ä3Ö3)  =  /W 

für  jedes  endliche  v  und  für  alle   ganzen  Zahlen  h^,   h^  =  0,    +1, 
+  2  •  •  • .    Es  ist  somit  g  (v)  eine  ganze  doppeltperiodische  Funktion, 
also  nach  §  1 7, 1  eine  Konstante ;  somit  ist 
T)  u  =  av  -{•  b        . 

mit  konstantem  a  und  b.  Man  hätte  Gleichung  (7)  auch  daraus 
erschließen  können,  daß  die  Gleichung  u  =  g{v)  sich  eindeutig  nach  v 
auflösen  lassen  muß,  und  daß  einem  endlichen  u  auch  ein  end- 
liches V  entspricht. 

Dem  fundamentalen  Periodenparallelogramm  der  w-Ebene  ent- 
spricht in  der  v-Ebene  nach  (7)  ein  ähnliches  Parallelogramm  mit 
den  Ecken  b,  b  -\-  2a(o^,  b  +  2a{o)^  +  «3),  b  +  2aci)^.  Ebensogut 
wie  dieses  kann  das  äquivalente  Parallelogramm  mit  den  Ecken 
0,  2a 0)^,  2fl(ft?i+a93),  2« «3  als  Bild  der  Fläche  F^'  aufgefaßt 
werden.  Das  zu  dieser  gehörige  Parallelgitter  ist  somit  dem  zu  F 
gehörigen  ähnlich,  w.  z.  b.  w. 

Wir   wollen   nun   annehmen,    daß    die    beiden   Riemann sehen 
Flächen  F,  F^  aufeinander  eindeutig  umkehrbar  abbildbar  seien  und 
zwar  mögen  1^'  F^'  durch  die  beiden  Gleichungen 
8)  z  =  (p{u),         i=^p[u) 
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auf  das  nämliche  Periodenparallelogramm  abgebildet  werden.  Diese 
Voraussetzung  ist  immer  erlaubt,  da  man  ja  vorher,  wenn  nötig, 
das  eine  Parallelogramm  einer  Ahnlichkeitstransformation  mit  Dre- 
hung unterwerfen  kann.  (f[u\  yj{u)  sind  doppeltperiodische  Funk- 
tionen zweiter  Ordnung  mit  den  gleichen  Perioden.  Irgendein  Punkt  z 
der  Fläche  F  entspricht  dem  Punkt  J  der  Fläche  F^ ,  der  vermöge  (8) 
zum  nämlichen  z^-Wert  gehört.  Wählt  man  jedoch  in  (8)  statt 
^  ==  yj  (?/,)  die  Funktion 

9)  C=^'^»(±u-u^), 

wofür  wir  kurz  l^  =  ip-^iu)  schreiben,  so  wird  dadurch  nach  Satz  II 
de^  §  34,  welches  auch  die  Konstante  Uq  sei,  eine  neue  Abbildung  der 
Flächen  i^,  auf  das  Parallelogramm  0,  2«^,  —  2«2?  2  «3  und  damit 
auch  der  Flächen  F,  F\  aufeinander  bewirkt.  Man  kann  über  u^  (auf 
zwei  verschiedene  Weisen  wegen  der  Willkür  des  Vorzeichens  +  u) 
noch  so  verfügen,  daß  irgendeinem  Punkte  P  von  F  willkürlich 
ein  Punkt  11  von  F^  zugeordnet  wird.  Entspricht  nämlich  dem 
Punkte  P  vermöge  z  =:  cp{u)  der  Wert  u  =  u  und  dem  Punkte  77 
vermöge  ^  =  \p(u)  der  Wert  u  —  u",  so  hat  man  nur  u^  aus  einer 
der  beiden  Gleichungen  u"  =  +  ?/  —  u^  zu  bestimmen. 
Es  gilt  somit  der  Satz: 

V.  Zu  ähnlichen  Perindengittern  gehörige  RiEMAxNSche  "Flächen 
lassen  sich  stets  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  eindeutig  um- 
kehrbar und^  konform  aufeinander  abbilden,  und  zwar  immer  noch  auf 
zwei  Weisen,  wenn  einem  willkürlichen  Punkt  der  einen  ein  willkürlicher 
Punkt  der  zweiten  Fläche  zugerechnet  wird. 

Die  beiden  Flächen  F^  und  F^  können  auch  miteinander  iden- 
tisch sein.     Für  diesen  Fall  findet  man: 

VI.  Die  RiEMANNSche  Fläche  für  ^f[z)  läßt  sicli  auf  unendlich 
viele    Weisen  eindeutig  umkehrbar  und  konform  auf  sich  abbilden. 

Mit  jeder  solchen  Abbildung  ist  zugleich  eine  Abbildung  der 
Überlagerungsfläche  und  der  w-Ebene,  wo 

10)'  .  ..=  f^, 

in  sich  verbunden.  Letztere  Abbildungen  setzen  sich  aus  den  beiden 
folgenden  zusammen: 

I     u'  ==  u  —  Uq  (Parallelverschiebung  um  die  Strecke  Ou^) 
\     u  ^—u        (Drehung  um  den  Winkel  n  bei  festgehaltenem 

Nullpunkt). 
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Man  kann  sich  alle  eindeutig  umkehrbaren  und  konformen  Ab- 
bildungen zweier  verschiedener  Flächen  F  und  F^  aufeinander  und 
so  herstellen,  daß  man  eine  willkürlich  aus  diesen  Abbildungen 
herausgegriffene  mit  allen  möglichen  Abbildungen  der  Fläche  F  in 
sich  kombiniert. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  offen,  ob  die  bisher  erhaltenen  ein- 
deutig umkehrbaren  konformen  Abbildungen  der  Fläche  F  in  sich 
die  einzig  möglichen  sind.  Sind  z^,  z^  und  z^  z  zwei  einander  zu- 
geordnete Punktepaare  auf  F  und  setzt  man 


^^)  -ifm     "'=/ 


d% 


die  Integrale  übereinander  entsprechende  Wege  erstreckt,  so  ist 
jedem  endlfchen  Werte  u  ein  bestimmter  Wert  u  zugeordnet  und 
umgekehrt;  man  schließt  daraus,  wie  auf  S.  106,  daß  im  Falle  um- 
kehrbarer Eindeutigket  der  Abbildung 

13)  ///  =  öM  +  ^ 
sein  muß. 

Wächst  u  um  irgend  eine  Periode  Ih^w^  +  2Ä3W3,  mithin  u 
um  2Äj  acöj  +  2Ä3  «ft>3,  so  bedeutet  das  eine  Rückkehr  von  z  zu 
seinem  ^^Ausgangspunkt;  dann  ist  aber  auch  der  eindeutig  zugeordnete 
Punkt  an  seine  Ausgangsstelle  zurückgekehrt,  u  hat  sich  also  um 
eine  Periode  2h^  w^^  2h^  (o^  vermehrt.  Man  schließt  daraus,  daß 
die  Gitter 

14)  1\  &>j  4-  2/^3  «3     und     2//^  ««,  +  2h^  aw^ 
miteinander  identisch  sind.     Das  ist,   wie  wir   am  Ende   des  §  24 
gesehen  haben,  nur  in  folgenden  Fällen  möglich: 

1.  bei  jedem  Gitter,  falls  «=±1;  das  führt  auf  die  schon 
bekannten  Abbildungen  (11)  zurück; 

2.  bei  einem  quadratischeu  Gitter,  falls  a  =±  i  (harmonischer 
Fall);  zu  den  beiden  Transformationen  (11),  kommt  in  diesem  Fall 
noch  hinzu: 

u  =  iu  (Drehung  um  den  Winkel  y   bei   festgehaltenem  Nullpunkt); 

3.  bei  einem  Gitter,  das  aus  Rhomben  mit  Winkeln    ^    und  -j- 

besteht,  falls  «=±^-^2  (gleichseitiger  Fall);  hier  kommen  zu 
den  Transformationen  (11)  noch  hinzu: 

u'  =  ^  ^^'V^   (Drehungen  um  Winkel  ^   und  -^   bei   festgehalte- 
nem Nullpunkt). 
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Beispiel:  Wenn  das  Gitter  ein  quadratisches  ist,  wird  ^3  =  0 
(s.  §  23),  die  Substitution  u  —  iu  führt  z  —  pu  in  z  —  —  pu  über. 
Jeder  Punkt  der  Riemann sehen  Fläche  für  ']j\z^  —  g^z  wird  also 
um  den  Winkel  %  gedreht  mit  0  als  Fixpunkt.  Die  Fläche  geht 
dadurch  tatsächlich  in  sich  über,  weil  die  drei  im  Endlichen  ge- 
legenen Verzweigungspunkte  die  besondere  Lage  e^y  0,  —e^  haben. 
Im  gleichseitigen  Fall  (§  24  a.  E.)  liegen  die  Verhältnisse  ähnlich. 
Die  Verzweigungspunkte    e^^  e^,  e^    bilden    dann    ein    gleichseitiges 

Dreieck   und    die  Fläche   geht  durch  Drehungen  um  -^  oder  -^ 

in  sich  über,  wobei  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  festgehalten  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  III  von  §  34  kann  man  noch  folgenden 
Satz  aussprechen: 

VII.  Falls  M^  =1=  1  ist^  gehört  die  Funktion  M-'^f{z)  nur  in  fol- 
genden zwei  Fällen  zum  nämlichen  Periodengitter  wie  f(z): 

1.  wenn  das  Gitter  ein  quadratisches  und  M^  =  —  1  ist  (harmo- 
nischer Fall). 

2.  tvenn    das  Gitter   aus   Rhomben   mit  den   Winkeln    ~    und  —- 

besteht  und  M^  — ist  (gleichseitiger  Fall). 

Unendlich  vielmal  mehr  als  unsere  Riemann  sehen  Flächen  F 
läßt  sich  die  gewöhnliche  2: -Kugel  K  eindeutig  umkehrbar  in  sich 
transformieren,  nämlich  durch  irgendeine  lineare  Substitution: 

,         a%  +  b 

Z     =    r-, 

cx  +  d 
und   da   die   zweiblättrige    Riemann  sehe  Fläche  F^    mit   zwei  Ver- 
zweigungspunkteu  sich  eindeutig  umkehrbair  auf  die  Kugel  abbilden 
läßt,  liefert  jede  jener  Substitutionen  auch  eine  Transformation  von 
F^  in  sich. 

§  36.    Die  Additionstheoreme  für  die  elliptischen  Funktionen 
zweiter  Ordnung.    Birationale  Transformationen. 

Durch  Auflösen  der  Gleichung  (11)  des  §  34  nach  p{u  —  c^) 
findet  man  p[u  —  c^)  als  rationale  Funktion  von_gD(w);  setzt  man  « 
den  erhaltenen  Ausdruck  für  p[u  —  cj  in  §  34  (12)  ein,  so  ergibt 
sich  p  [u  —  Cj)  als  rationale  Funktion  von  q)  [u)  und  cp'  (u).  Anderer- 
seits läßt  sich  nach  dem  Additionstheorem  p  u  =^  p  {{;u  —  c^) -\-  c^) 
rational  durch  p[u  —  Cj),  p  [u  —  c^  und  die  Konstanten  pc^,  p  c^ 
ausdrücken,  desgleichen  pu.  Mithin  lassen  sich  pu  undi  p' u  rational 
durch  (p[u)  und  (f)'{u)  ausdrücken.  Beachtet  man  noch  Satz  III  von 
§  30,  so  findet  man: 
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I.  Ist    (p  u    irgendeine  Funktion   zweiter   Ordnung,    so    läßt    sich 
jede  elliptische  Funktion   0{u),  die  zu  dem  nämlichen  Feriodenparallelo- 

gramm  gehört,  rational  -durch  cp  (u)  und  cp'  [u]  ausdrücken. 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  (13),  (14)  des  §  34  kann  man 
den  erhaltenen  Ausdruck  noch  auf  die  Form 

1)  <^  (m)  =  Eat.  Funkt,  {(p  [u))  +  (f'{;ii)  Rat.  Funkt.  (9  [u]) 
bringen. 

Das  algebraische  Addilionstheorem  (§  30,  VII)  nimmt  für  die 
elliptischen  Funktionen  zweiter  Ordnung  cp  [u)  und  ihre  Ableitungen 
<p' [u)  eine  besonders  einfache  Form  an: 

II.  cp[u  +  v)  und  q:' {u  +  v)  lassen  sich  rational  durch  (p{u), 
<p{v),  (f' [u),  (p' (v)  ausdrücken. 

Zum  Beweise  stelle  man  zuerst  (p{u)  und  (p'[u)  als  rationale 
Funktionen  von  pu,  pu  dar  (§  30,  III);  setzt  man  u  -{-  v  an  Stelle 
von  u,  so  hat  man  (p  (u  +  v)  oder  auch 

r     (f'  (u  +  u)  =  Rat.  Funkt,  (p  (u  +  v),  y  [u  +  ü)) 

2)  I  '  =  Rat.  Funkt.  (;?M,  pv,  p'u,  p'v)   (§  29) 

1  =  Rat. Funkt,  {(p (?/),  9 {v\  (p' (u\  cp' [v))    (nach  Satz  I\ 

Auch  die  algebraische  Gleichung,  die  nach  Satz  VI  von  §  30  zwischen 
irgend  zwei  zum  gleichen  Periodenparallelogramm  gehörigen  ellipti- 
schen Funktionen  besteht,  nimmt  eine  besonders  einfache  Gestalt 
an,  wenn  es  sich  um  zwei  elliptische  Funktionen  zweiter  Ordnung 
(p(u),  ip{u)  handelt. 

Wir  setzen,  wie  in  §  35  (8): 

dann  ist  nach  §  34  (13)  oder  (14): 

4)  ^»  =  ]/7(7)  ,^/(,,)  =  y7(f)^ 

wo  gj  ebenso  wie  /,  ein  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  ist. 
Nach  Satz  I  kann  man  \p{u),  \p'{u)  rational  durch  (p{u),  (p'{u)  aus- 
drücken und  umgekehrt,  also  mit  Benützung  der  Bezeichnungen  (3),  (4): 

5)         c^r,[z,^m),        ^~fm-r,\z,iji^)), 

Jede  dieser  vier  Gleichungen  stellt  die  algebraische  Gleichung, 
die  zwischen  zt  und  s  besteht,  in  anderer  Form  dar,  und  diese  vier 
Formen  müssen  sich  daher,  wenn  man  in  jeder  durch  Umformen 
und  Quadrieren  die  Quadratwurzeln  wegschafft,  auf  eine  und  die 
nämliche    Gleichung   zwischen  z  und   l,   reduzieren.     Auf  die  wirk- 
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liehe  Ausrechnung  der  vier  rationalen  Funktionen 
kommen  wir  ausführlich  im  IX.  Abschnitt  zurück,  unter  der  nicht 
wesentlich  einschränkenden  Annahme,  daß  eine  der  beiden  in  (3) 
vorkommenden  Funktionen  (p{y),  ip(u)  mit  pu  zusammenfällt. 

Man  kann  jede  der  vier  Grleichungen  (5),  (6)  auch  als  Ergebnis 
der  Elimination  von  u  zwischen  den  zwei  Gleichungen  (3)  auffassen. 
Mittels  dieser  beiden  Gleichungen  wurden  nach  §  35  durch  Ver- 
mittelung  der  Hilfsveränderlichen  u  die  RiEMANNSchen  Flächen  F 
und  F^  von  ]/  f{z)  und  ]/^(Q  eindeutig  umkehrbar  aufeinander  ab- 
gebildet. Durch  die  Formeln  (5),  (6)  wird  nun  diese  Abbildung  un- 
mittelbar, ohne  Hilfsveränderliche  geleistet. 

III.  Man  nennt  umkehrbar  eindeutige  Transformationen,  tvie 
sie  in  den  Gleichungen  (5)  mit  ihren  Auflösungen  (6)  vorliegen,  bi- 
rationale Transformationen. 

Das  Ergebnis  der  Elimination  von  u  aus  den  beiden  Gleichungen  (3) 
läßt  sich,  indem  man  die  Gleichungen  durch  ihre  Umkehrungen  er- 
setzt, auch  durch  ihre  transzendente  Gleichung 

z  t 

d9i 


JrkrS 


VgCO 

2o  Co 

ausdrücken,  die  mit  jeder  der  vier  Gleichungen  (5),  (6)  völlig  gleich- 
bedeutend ist;  dabei  bedeutet  z^  soviel  wie  (p{0),  s^  soviel  wie  i/^ (0). 
Man  kann  diesen  Sachverhalt  auch  so  ausdrücken: 

IV.  Führt  man  in  dem  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (7) 
vermöge  (6)  an  Stelle  von  z  die  neue  Veränderliche  t,  ein,  so  geht  es 
in  das  Integral  der  rechten  Seite  über. 

Oder  auch  so: 

V.  Das  Integral  der  Differentialgleichung 

das  für  z  ^  z^  den  J^Pert  J  =  Jq  annimmt,  wird  in  Farameterdarstellung 
durch  die  Gleichungen  [3),  in  transzendenter  Form  durch  die  Gleichung  ij), 
in  algebraischer  durch  [5),  {6)  geliefert. 

Eine  solche  algebraisch  eindeutig  umkehrbare  Funktion  ist  somit 
dann  die  Losung  dieser  Differentialgleichung ,  wenn  die  Polynome  f{z) 
und  g{^)  zum  gleichen  Periodengitter  gehören,  aber  andererseits  nie,  wie 
wir  sofort  beweisen  werden,  wenn  f[z)  und  g  (^)  zu  verschiedenen 
Periodengittern  gehören.  Denn  angenommen,  das  Integral  z  der 
Differentialgleichung  (8)  sei  eine  eindeutige  Funktion  von  J  und  '^~g{Q 
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und  es  sei  zugleich  umgekehrt  l,  eine  eindeutige  Funktion  von  z  und 
]//(z),  dann  entspricht  dadurch  irgendeinem  Weg  auf  der  Eiemann- 
schen  Fläche  F  von  '^  f[z)  eindeutig  ein  Weg  auf  der  Fläche  F\  von 
'^ g[C)  und  umgekehrt,  und  die  beiden  über  so  einander  zugeordnete 
Wege  erstreckten  Integrale 

9)  }4^     und      f.4L 

haben  wegen  (8)  den  gleichen  Wert.  Es  möge  nun  f\z)  zum  Perioden- 
gitter 2  A^  föj  +  2  Ag  Wg  gehören.  Dann  liefern  die  verschiedenen 
möglichdh  Integrationswege  für  das  erste  der  Integrale  (9)  Werte, 
die  sich  von  einem  unter  ihnen  um  Summen  der  Periodizitäts 
moduln:  2h^(x)^  -\-  2h^(D^  unterscheiden.  Das  nämliche  gilt  wegen 
der  Gleichheit  der  beiden  Integrale  für 

c 

/de 

Co 

die  Periodizitätsmoduln  dieses  Integrals  müssen  also  auch  gleich 
2ö?j,  2^3  sein;  die  Periodizitätsmoduln  des  Integrals  sind  aber  die 
Perioden  des  Gitters,  zu  dem  g{Q  gehört,  und  dieses  Gitter  ist 
somit  mit  dem  von  f(z)  identisch. 

Zu  beachten  ist,  daß  die  Nebenbedingung,  wonach  J  =  J^  sein 
soll,  für  z  =-  Zq  bei  Satz  V  keine  Rolle  spielt;  denn  da  man  in  der 
Darstellung  (3)  statt  (p{u),  ip(u)  gerade  so  gut  (p{u  —  Uq),  iP{u—Uq) 
hätte  schreiben  können,  sind  Zq  =  (p  (0)  und  f^  =  ^/^  (0)  ganz  willkür- 
liche Punkte  der  Riemann  sehen  Flächen  F^  und  F\. 

Bei  alleü  voraufgehenden  Überlegungen,  die  von  den  Gleichungen 
(3):  (f{u)  =  z,  ip(u)  —  s  ihren  Ausgang  nahmen,  durfte  'W{u)  mit 
(P{u  —  Uq)  identisch  sein;  q  ist  dann  die  nämliche  Funktion  wie  /*, 
und  die  Transformationsformeln  (5),  (6),  die  eine  konforme  Abbildung 
der  Fläche  von  '^  f{z)  in  sich  bewirken,  sind  nur  ein  anderer  Aus- 
druck des  Additionstheorems   der  Funktion  (p{u). 

Es  sei  noch  folgender  besondere  Fall  des  Satzes  V  vermerkt, 
der  sich  mit  Rücksicht  auf  Satz  VII  des  §  35  ergibt: 

VI.     Das  Integral  der  Differentialgleichung 

10)  .         ■  ä^^Md^ 

läßt  sich  in  folgenden  drei  Fällen   und   nur   in   ihnen,    und    zwar    un- 
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abhängig  von  der  gewählten  Neben-  oder  Anfangsbedingung ,  d.  h.  von 
den  Inteqrationskonstanten,  gleichzeitig  auf  die  beiden  Formen 

z  =  Rat.  Funkt,  (f,  ]/7(S)  ?  =  ^at.  Funkt,  {z,  ]//>)) 

bringen: 

1.  wenn   M  =  +\    und  das   Periodengitter,    zu   dem  f[z)   gehört, 
ein  ganz  beliebiges  ist; 

2.  loenn    M  =  :t.i    f^^d    das   Periodengitter   ein   quadratisches  ist; 

3.  wejin    Jf  =  Hh  — -^- ist     und     das    Periodengitter    aus 

Rhomben    mit  den    Winkeln     — ,   -— -  besteht. 

§37.  Umformung  elliptischer  Integrale  durch  lineare  Substitutionen. 

Die  Formeln  §  36  (5),  (6)  der  birationalen  Transformation  zweier 
zum  nämlichen  Periodengitter  gehöriger  Flächen  F,  F^  für  ^ f[z) 
und  ]/^($)  ineinander  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  einem  der 
Verzweigungspunkte  z  =  a.  (i  ==  0,  1,  2,  3)  der  einen  Fläche  einer 
der  vier  Verzweigungspunkte  f  =  /9^  (ä  =  0,  1 ,  2,  3)  der  anderen 
Fläche  entspricht. 

Es  mögen  beispielsweise  a^  und  ß^  einander  zugeordnet  sein; 
dann  ist,  wenn  wieder  allgemein  die  Abbildung  durch  die  Formeln 
1)  z  =  cp{u),         i=^^p[u)     (§36  (3)) 

geschieht,  für  einen  und  denselben  Wert  u^^: 

2)  cii^(p[%),      A  =  'V^K)- 

In  transzendenter  Form  ist  dann  das  Ergebnis  der  Elimination 
von  u  aus  den  zwei  Gleichungen  (1): 

r  d%  _  r_<^i„ 

ßi 

das  Vorzeichen  einer  der  beiden  Quadratwurzeln  in  (3)  ist  noch  will- 
kürlich, wie  wir  gleich  genauer  sehen  werden;  es  entspricht  dies 
dem  allgemeinen  Satz  §  35,  V,  wonach  es  nach  gegenseitiger  Zu- 
ordnung je  eines  Punktes  der  beiden  Flächen  immer  noch  zwei  Ab- 
bildungen gibt. 

•  Nach  Satz  II  des  §  35  haben  die  übrigen  drei  Verzweigungs* 
punkte  sowohl  der  einen  als  der  andern  Fläche  in  der  w-Ebene  die 
Bildpunkte  u^  +  co^  (a  =  1,  2,  3)  sowie  die  dazu  kongruenten.  Es 
gilt  also 
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I.  Entspricht  bei  der  Abbildung  der  Flächen  F^  F^  aufeinander 
einer  Verzweigungsstelle  a^  von  F  eine  solche  ß^  von  F^y  so  sind  den 
drei  andern  Verzweigungsstellen  von  F  die  drei  andern  von  F^  zu- 
geordnet. 

Wir  wollen  die  Numerierung  so  vorgenommen  denken,  daß 
den  4  Punkten 

4)  c^i,      «2'      '^^S'      ^0 

der  Reihe  nach  die  4  Punkte 

5)  ßi^     Ä'     ßz^    ßo 
und  die  4  w- Werte 

6)  Uq,       Vq+O)^,       Wo +«2,       «^0+^3 

und  ihre  äquivalenten  entsprechen. 

Dann  ist  bei  passender  Wahl  der  Quadratwurzel  Vorzeichen  und 
der  Integrationswege  (entsprechend  der  Zuordnung  (1)) 


a) 


7) 


d^ 


_    [    d%     _    r    d'C 

r  dx  _  r 
~J  Vm~j 

ßo 
a,  ßo 

r  dx  _  r  di; 

'  ~  J  Vm^J  i/y^o 
«1  ßi 

a-i  ßi 

/dx  r    di 

Vm  ^  J  y^ 


(vgl.  §  56  (2),  (3)) 


Nach  §  35,  V  existieren  auch  Abbildungen  der  beiden  Flächen 
aufeinander,  bei  welchen  dem  Punkte  «j  irgendeiner  der  Punkte  ß^, 
ß^,  ß^  entspricht;  von  jeder  Art  sogar  zwei,  entsprechend  den  zwei 
möglichen  Vorzeichen  in  §  35  (9);  da  der  Wechsel  dieses  Vorzeichens 
jedoch  nur  eine  Vertauschung  in  der  Zuordnung  der  beiden  Blätter 
von  F  und  F^  bewirkt,  wird  dadurch  die  gegenseitige  Zuordnung 
der  Verzweigungspunkte  nicht  geändert. 

Geschieht  die  Zuordnung  (4),  (5),  (6)  durch  die  Gleichungen  (1), 
so    werden    durch  z  =  cp{u),    J  =  i/;(?z  +  caj   (und  durch  z  =  (p.{u\ 

8) 


a 


1' 


'2' 


a. 


der  Eeihe  nach  die  Punkte 
c;      in  die  Punkte  ß^,     ß^,     ßo,     ßj^ 
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übergeführt.     Dagegen  werden  durch  z  =  cp{u),  ^=  fp[u-j-  co^  (oder 
auch  durch  z  ^  cp  (uf) ,  J  =  .^  (2  m^  —  m  —  «2)  den  Punkten 

9)  «1,     a,,     «3,     cc,     die  Punkte     ß,,     ß^,     ß^,     ß^ 

und     durch     z  =  q){y),     ^  =  qp  (m  +  Wg)      (oder     auch     z  ^  (p  (u)^ 
'C=  cp{^UQ  —  u  —  «3))  den  Punkten 

10)  a^,     c^2,     «3,     c^ö     ^ie  Punkte     ß^,     ß^,     ß^,     ß^ 
zugeordnet. 

II.  Es  gibt  also  vier  birationale  Transformalionen  (abgesehen  von 
der  jedesmal  noch  möglichen  Vertauschung  der  beiden  Blätter),  icelche 
die  Verzweigungspunkte  zweier  zum  nämUchen  Perioden  guter  gehöriger 
RiEMANNschen  Flächen  F,  F^  ineinander  überführen. 

Wenn  F^  mit  F  identisch  ist,  so  ist  unter  diesen  vier  Trans- 
formationen die  identische  2:  =  ^  mitgezählt. 

(Im  harmonischen  und  im  gleichseitigen  Falle  kann  man  jede 
der  Transformationen  des  Satzes  II  noch  zusammensetzen  mit  den 
diesen  Fällen  besonderen  Transformationen,  welche  die  Fläche. i^  in 
sich  überführen  und  deren  Verzweigungspunkte  nur  untereinander 
vertauschen;  die  in  Satz  II  angegebene  Zahl  4  erhöht  sich  so  im 
harmonischen  Fall  auf  das  Doppelte,  im  äquianharmonischen  auf 
das  Dreifache;   vgl.  hierüber  die  näheren  Ausführungen   auf  S.   138. 

Es  ist  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn 
man  sich  unter  \p[u)  die  spezielle  Funktion  p[u  —  u^^)  unter  F^^  also 
die  Fläche  von  y4  J^  —  ^2  ?~~  ^3  vorstellt;  denn  die  Abbildung  irgend 
zweier  zum  gleichen  Periodengitter  gehöriger  Flächen  aufeinander 
kann  man  sich  stets  so  vollzogen  denken,  daß  man  beide  Flächen 
auf  die  der  Quadratwurzel  1/4  J^  —  ^2  ^  —  ^3  abbildet.  Vgl.  die  Aus- 
führung der  Rechnung  in  §  39.  Um  die  Form  zu  finden,  welche 
die  Gleichungen  (5),  (6)  des  §  36  für  die  besonderen  Transformationen 
des  Satzes  II  annehmen,  führen  wir  statt  u  in  (1)  die  neue  Ver- 
änderliche V  =  u  —  Uq  ein,  setzen  cp{u  —  u^—  (p  [v),  ip[u  —  Uq)  ==  ^(v) 
und  betrachten  also  statt  (1)  die  Gleichungen 

11)  z  =  (p{v),       c=  *^M 

weiter.     0{v)    und    W{v)   sind   gerade  Funktionen  von  v,    denn    die 
Gleichung  z  —  (D{v)  z.  B.  ist  völlig  gleichbedeutend  mit. 


12)  V  =   j 


d  X 


Zu  zwei  Werten  v,  die   sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden,   gehören     auf    F   Integrationswege,     die     untereinander 


8^ 
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kongruent  sind,  aber  unter-  oder  übereinander  in  den  beiden  Blättern 
von  F  verlaufen ;  zu  zwei  bloß  im  Vorzeichen  verschiedenen  ü- Werten 
gehören  also  vermöge  (12)  ein  und  derselbe  Wert  z,  aber  im  Vor- 
zeichen verschiedene  Werte  ^/fiz)  =  0'  (v).  Somit  ist  0  (v)  eine 
gerade,  (p' {v)  eine  ungerade  Funktion,  und  ebenso  W{v)  gerade, 
W{v)  ungerade  (vgl.  §  14,  II). 

Stellt  man  nach  dem  Vorbild  der  Gleichung  (1)  des  §  36  (D{v) 
durch  ^{v),  ^' (v)  dar,  so  muß  demnach  der  zweite  Summand  ver- 
schwinden; es  ist  also  z  eine  rationale  Funktion  von  J  und  da  auch 
umgekehrt  J  ebensogut  eine  rationale  Funktion  von  z  ist, 
finden  wir 

III.    Die    vier   Transformationen    des    Satzes   II  geschehen   durch 
lineare  Funktionen: 
-,  o\  \  au  -\-b  w      y  dx—  b 

•13)  a)      z  =  -—-.;         b)     C  = 


GL  +  d  '  —  ex  +  a 

§  38.  Das  Doppelverhältnis  der  Verzweigungssteilen. 

Da  bei  einer  linearen  Transformierten  das  Doppelverhältnis  von 
vier  Punkten  gleich  dem  ihrer  Transformation  ist  (I,  B  §  15,  IV), 
finden  wir  den  wichtigen  Satz: 

I.  Die  Boppelverhältnisse  der  Verzweigun gsstellen  irgend  ziceier 
zum  nämlichen  Periodengitter  gehöriger  Riemann scher  Flächen  sind 
einander  gleich. 

Umgekehrt  kann  man  natürlich  von  einer  beliebigen  linearen 
Substitution  (§37  (13))  ausgehen,  nur  darf  ad  —  hc  nicht  gleich 
Null  sein,  da  sonst  auf  der  rechten  Seite  von  (13  a)  J  gar  nicht  vor- 
käme. Ist  dann  z  =  (p  {u)  irgendeine  elliptische  Funktion  zweiter  Ord- 
nung, so  wird  auch  J=  -^^-j  eine  solche;  ihre  Pole  sind,  falls 
c  =  0  die  nämlichen  wie  die  von  €p[u)\  falls  c  4=  0,  stimmen  die 
Pole  von  f(w)  mit  den  Nullstellen  von  c(p{u)-{-d  überein.  Man 
kann  sich  z.  B.,  wenn  z  —  cp{u)  die  Differentialgleichung 

1)  (ä)'=  ^^^i  =  ^0^'  +  4a, z3  +  Qa,z^  +  Aa,z -^  u, 

befriedigt    und    a^,    «,,    a^,    a^    die    Verzweigungsstellen  von  '^f[z) 
sind,  vier  Punkte  ß^,  ß^,  ß^,  ß^  geben,  die  nur  der  Bedingung 

oder  ausgeschrieben: 

Q\  cCq  -  «1    .    «0  —  "n    __    ßo—  ßi    .    ß±  "~  A_ 

'  «2    -   «1     *     «2  —   «3  ßi—   ßl     '      ß-i~-  ßs 


§  38.    Das  Doppelverhältnis  der   Verweigungsstellen. 
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genügen   mögen.     Die   einzige  lineare  Substitution,  welche  die  vier 

Punkte  z=^aQ,    a^,   c^2'  ^3    ^®^  ^®^^®    ^^^^   ^^    ^  =  ßo^  ßi>  ß^^  ßz 
überführt  (I  B  §  15,  II,  V),    erhält   man,   indem  man  die  Gleichung 

nach  z  und  J  auflöst.     Hat  man  auf  diese  Weise  die  Koeffizienten 
a,  h,  c,  d  der  linearen  Substitution  §  37  (13)  bestimmt,  so  wird 

{a  d  -  bG)d'C 


5) 
und 

6) 


dz  = 


d^ 

wenn  unter  g[C)  das  Polynom 
1 


{GX-\-  df 


^) 


-\-^aAa'Q-rh)HcZ-^df 


+  4«3(«  C  +  ^)(c  C  +  df  +  «,  (c  C  +  df\ 

=  Ä,  :^  +  4/>i  ^^^  +  6/^3  c^  +  4/^3 :  +  h^ 

verstanden  wird,  mit 


8> 


*o  ~  {ac 


'—  f[-] 
-  hdf  '  \cj 


-^  [a^  a^  h  +  a^  {a}  d  +  3  «^  h  c) 


1       {ac-bdf 


(ae—  bdf 


,2  A3 


^.2  +  «^(2«2/>^  +  2«^^^) 


+  a^(a^d  +  4m-?>c^+  /^c^) 

+  «3  (2  «  c  ^2  _^  2'^c2  d)  +  «4  c'-? ^2j 


# 


(ac 


66^)2   ^ 


Aus  (1)  und  (6)    folgt,    daß    die    elliptische    Funktion    ^{u)    der 
Differentialgleichung 

dCV 


9) 


.-7(0 


genügt.     Die  Verzweigungsstelien  von  g(Q  sind   die  vier  gegebenen 

Punkte  ßQi  ßxf  ß2^  ßzi  ^^^  ^^^^  §  ^^  i^^)  ^^^  Punkten  cj^,  c^j,  c;^.  «^3 
entsprechen.  Man  kann  somit  folgende  ümkehrung  des  »Satzes  I 
aussprechen : 
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II.  Wenn  das  Polynom  f{z)  zum  Periodengitter  2h^(ü^  +  2h^'(x)^ 
gehört,  und  loenn  die  Verzweigungsstellen  von  '\'g(^),  wo  nunmehr  g(^) 
ein  gegebenes  Polgnom  dritten  oder  vierten  Grades  bedeutet,  das  näm- 
liche Boppelverhältnis  besitzen  wie  die  von  \f[z\  so  gekört  g(^)  min- 
destens zu  einem  ähnlichen  Periodengitter  und  daher  M~^^  g  i^)  bei 
passender   Bestimmung   von  M  zum   nämlichen  Periodengitter  wie  f{z). 

Da  die  Voraussetzung  (2)  völlig  gleichbedeutend  ist  mit  jeder 
der  drei  folgenden  Gleichungen: 

10)  («l«0^3^2)  =  (AAft/^3). 

11)  (^2«3^0«l)  =  (/^0^l/^2/^3)> 

12)  («3^2«l«o)==(Ä'^lÄ/^3). 

80  hätte  man  statt  der  Substitution  (4)  gerade  so  gut  eine  der  drei 
folgenden  verwenden  können: 

13)  [a^a,a^z)  =  (ß^ß^ß^C), 

14)  (a^a^c(^z)^(ß^ß^ß^S), 

15)  [a^a^aT^z)  =  [ß^ß^ß^i;)' 

Man  hat  somit  in  (4),  (13),  (14),  (15)  die  vier  linearen  Substitu- 
tionen, welche  nach  Satz  II  des  §  37  die  Fläche  von  '^f[z)  in  die 
von  ygj£]  abbilden.  Man  beachte,  daß  die  so  erhaltenen  gegen- 
seitigen Zuordnungen  der  Punkte  a.  und  ß^^  mit  den  auf  anderem 
Wege  bestimmten  §  37  (5),  (8),  (9),  (10)  übereinstimmen. 

Im  harmonischen  Falle  gilt  außer  (2),  (10),  (11),  (12)  noch: 

=  (^3  «0  ^1  ^^2)  • 

Es  existieren  also  dann  außer  den  vier  linearen  Substitutionen  (4), 
(13),  (14),  (15)  noch  die  folgenden  vier: 

[a^a^a^z)=^[ß^ß^ß^C}, 

,       {c(sCCo^l^)='ißoßlß2^)- 

Im  gleichseitigen  Falle  dagegen  sind  die  12  Doppelverhältnisse 
I    {cc^a^a^a^),     (cc^a^a^a,),     [a^u^a^^a^,     [a^a^a^u^, 

18)      \    [a^a^u^a^y     [a^u^^a^a^,     [a^^u^a^u^,     [a^a^u^^a^, 
'     (a()  «2  «3  ß^i) ,     [a^a^a^a^^,     [a.u^a^u^,     [a^a^a^a^, 


16) 


17) 
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sämtlich  gleich  [ß^ß-iß^ßzl'-t    danach  kann  man  sofort  die  in  diesem 
Falle  möglichen  12  Substitutionen  anschreiben. 

Sie    sind    alle,    wenn   [c^i  cCj.  cCi  cc,n)   irgendeines    der    12   Doppel- 
verhältnisse  (18)  ist,  enthalten  in  der  Formel: 

19)  («,«.«,^)  =  (/?o(5i/?2C)- 

I 

§  39.   Beispiel. 

Es  sei  gegeben  das  vermöge  der  Gleichung 
{pti?=^  ^p^u-  g^pu-  g^ 
zum  Periodengitter  2Äj  cöj  +  ^ÄgWg  gehörige  Polynom 

^(ö  =  4^3  _  ^^  ^  ~  ^3  =  4(f  -  e,)[^  -  e,)[^  -  .3); 
ferner   seien  «q,  a^,  a^,  a^  vier  Stellen,    von  denen  wir,    um  einen 
bestimmten  Fall   ins  Auge    zu   fassen,    annehmen    wollen^    daß    sie 
sämtlich   im   Endlichen   liegen;    endlich    werde    die   G-leichheit   der 
beiden  Doppelverhältnisse 

1)  («1  a^  a^  a^)  =  (00  e^  e^  e^) 

vorausgesetzt. 

.  (Gregenüber  dem  allgemeinen  Falle  ist  also  ß^  =  e^,  ß^  ^  cd, 
/^g  =  ^j ,  /^g  =  e^  zu  setzen.)  Dann  gibt  es  nach  Satz  II  des  vorigen 
Paragraphen  eine  lineare  Substitution,   die  bei  passender  Wahl  der 

Konstanten    a^    das   Integral   I.  Gattung    /    ,__  in    /  -7=^   trans- 

formiert,  wo 

f{z)  =  a^iz  ~  aQ){z  -  C6^){z  -  a,)(z  -  a^) 

=  a^z^  -\-  4a^z^  -^Qa^z'^  -]-  4 a^  z  -]r  a^ . 

Diese  Substitution  und  der  Koeffizient  a^  sollen  gefunden  und  die 
Transformation  rechnerisch  durchgeführt  werden: 

Nach  §  38  (4)  lautet  die  gesuchte  Transformationsgleichung : 

2)  [cc^a^ci.^z)  =  {coc'j^e^C), 
oder  ausgeschrieben: 


woraus  sich  ergibt 

^  ^  «3  -   «2  (-  —  «1)* 

Die  weitere  Rechnung  vereinfacht  sich,  wenn  man  neben  (2)  noch 
die  folgenden  wegen  (1)  mit  (2)  völlig  gleichwertigen  Formeln  an- 
schreibt: 
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5)  (OO(?2^3a  =  KS^0  2^)» 

6)  {coe^e^i;)=^[a^aQa^z), 
oder 

7)  '  -^"^-^ 

8)  -i--^ 

Aus  (3),  (4),  (7),  (8)  findet  man  sofort 

dt  dx 


«1    —   «3 

X  — 

«0 

«0    -   «3 

X  — 

«1 

«1  —  «0 

X  — 

«2 

9) 
mithin 


]/4  (t  -  61)  (c  -  62)  (^  —  63)         ]/(^  -  «0)  (x  -  «i)  (Ai  -  «2)  (x  -  «3) 


.  1 /(«o  -  «3^  («1  -  «2)  («0  —  «2)  («1  —  «3)  (ei  —  gg) 
V         4  (e^  —  63)  (63  -  ^i)  (ofo  -  «1)  («3  -  «2)         ' 

4  (^2  —  63)  (63  -  ej  («0  —  «1)  («3  -  ««) 


(«0- 

«2)  («i 

-«3) 

= 

63- 

(«0- 

-   «l)  («3 

-«2) 

^1  - 

<7„ 

He,  - 

%) 

und  wenn  man  beachtet,  das  wegen  (1): 
ist: 

^  "0    "~    («2   -   cCi)  («3   -   «o)  ' 

oder  auch  mit  nochmaliger  Benutzung  von  (1): 

^  0  («0   -   «i)  («2   -    «3) 

und 

12)  a= ^'-^-JZJ^ 

^  0        («3  -  aj  (tto  -  «s) 

(Im  harmonischen  Falle  ergibt  sich  bei  Benutzung  der  Substi- 
tutionen §  38  (17)  mit  ßo  =  e^,  ß^  =00,  ft  =  ^1»  /^s  =  ^2  ^®^®^  «0 
noch  —  ÜQ  als  möglicher  Faktor,  im  gleichseitigen  Falle  liefern  die 

1  +  i  '\/s~ 
12    Substitutionen    {18)    des    §  38    drei    Werte:    a^,    a^ , 


^ —  in  Übereinstimmung  mit  §  35,  IV.) 


-0        2 

Eine  symmetrischere  Form  der  Substitution  (3)  als  sie  jede  der 
Gleichungen  (2),  (5),  (6)  einzeln  liefert,  erhält  man,  wenn  man  diese 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  e^  —  e^,  ^2  ""  ^3'  ^3  "~  ^1  J^^l^pli- 
ziert  und  addiert;  beachtet  man  noch  e^  +  ^2  +  ^3  =  ^  ^^^  eliminiert 
man  mittels  (10),  (11),  (12)  die  Differenzen  der  e^,  so  ergibt  sich: 
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13) 


+  "yI  K^i  -  0^2)  (^1  -  ^3)  +  («1  -  «3)  («1  -  ^^oi 

und  nach  z  aufgelöst: 


14)  -«.+^^^''-* 


24c-r(«i) 

Die  in  diesem  Beispiele  vorgenommene  Zuordnung  der  Punkte 

und 

entspricht  der  Festsetzung  (4),  (5),  6)  des  §  37. 

Um  mit  der  üblichen  Bezeichnungsweise  übereinzustimmen,  be- 
zeichnen wir  noch  das  Doppelverhältnis  (00  e^  e^  e^  mit    yz~v  ' 

(00  e^  e^  ^3)   =   («1   «2  ^3  «0)   = 

62—63  aj  —  «2  .  «i  —  «0  ^       .  ; 


«2  *  «3  -  «0       ;.  -  1  ' 


(^2  ^3^^1  00)  =  (^3    «0     «2     ^1)  = 

62-  63  ^  «3  -  «0  .  ofs  -  «1  ^   '. 

^1    ""   ^8  "2  ~  '^'o   '    ^2  ""  "'l 

(^2  ^1  t'g  00)  =  (6^3    «2     «0     ^1)  = 

62—61  _  «3  —  «2  .  «3  —  «1  1 


§  40.    Die  Invarianten. 

Eine  Funktion  F{aQ,  a^,  a^,  «3,  a^)  der  Koeffizienten  von  f{z)  wird 
sich  natürlich  im  allgemeinen  in  ihrem  Ausseben  verändern,  wenn 
an  Stelle  der  «^  die  durch  die  Gleichungen  (8)  des  §  38  definierten 
Ausdrücke  bj.  der  Koeffizienten  des  zum  gleichen  Periodengitter  ge- 
hörigen Polynoms  ^(^)  eingesetzt  werden.     Wir  definieren: 

I.    F{aQ,  flp  «2,  «3,  «4)  heißt  eine  Invariante  der  Funktion  f  [z\  wenn 
1)         F[b^,  b^,b^,  ^3,  b^     identisch  gleich     F[aQ,  a^,  a^,  Ö3,  «4)    ist. 
Die  Substitutionskoeffizienten  a,  b,  c,  d  müssen  dann  auf  der  linken 
Seite  von  (1)  vollständig  herausfallen. 

Im  Doppelverhältnis  X  =  {ce^  a^  a^  u^  der  vier  Verzweigungs- 
stellen  von   '^f{z)  haben   wir  eine  Invariante    kennen    gelernt,    die 
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allerdings  in  unübersichtlicher  irrationaler  Weise  von  den  Koeffi- 
zienten ÜQ,  öj,  «2,  «3,  «4  abhängt;  bildet  man  aber  eine  symmetrische 
(sich  nicht  identisch  auf  eine  Konstante  reduzierende)  Funktion  der 
sechs   Doppeiverhältnisse    l,  -j-,  1  —  X 


k 


so 


1  - k  '    k-  1  '       X 
ist  diese  wieder  eine  Invariante,  aber  zugleich  eine  rationale  symme 
trische  Funktion  von  «q,  a^,  «„  er,,  also  eine  rationale  Funktion  von 


2'  ^Zf 


Oq;       «j,       «gj      ^3?       ö^' 


2) 


Eine  solche  haben  wir  bereits  I B  §  22  gebildet,  nämlich 

'  w{X)  =  (1  +  X)(l  +.y)(l  +  1  -  ^)(l  +  -~) 


In  der  Theorie  der   elliptischen  Funktionen  benutzt  man  an  ihrer 
Stelle  gewöhnlich  lieber  die  E^unktion 


3) 


(-i-iy3  +  i-A)(- 1-41/3  + ,4,-) 

(-i-i>^+T^)(-i-ii^+ 


k~  1 
k 


4 

"27" 


(1 


'""''^^  =l+^^^(A). 


P{k-  1) 


(J{1)  und  w{X)  werden  unendlich  für  ),  =  0,  A -^  1  und  A  =  oo, 
d.  h.  wenn  zwei  der  vier  Punkte  a^,  «j,  c^g»  ^s  zusammenfallen,  was 
wir  durch  die  Voraussetzung  §1,1  ausgeschlossen  haben.  Der 
Zähler  von  w(X)  wird  Null,  falls  die  vier  Punkte  in  harmonischer 
Lage  sind  (A  =  ^  oder  ?,  =^2  oder  X  =  —  l],  dann  fallen  die  sechs 
Doppeiverhältnisse  zu  je  zweien  zusammen.     Dagegen  verschwindet 

der  Zähler  von  J(l)  für  A  =  ^^  +  y  V^ »  ^^^^  ^^^^  ^^®  ^^^^  Punkte 
in  „äquianharmonischer^'  Lage  und  die  sechs  Doppeiverhältnisse 
fallen  zu  je  dreien  zusammen.  Damit  hängt  die  Wahl  der  vielleicht 
auf  den  ersten  Blick  etwas  sonderbar  anmutenden  Zahl  —  i—  ^  V^ 
beim  Ansatz  von  J(X}  zusammen;  sie  bewirkt,  daß  der  Zähler  von  /(A) 
eine  dritte  Potenz  wird.) 

Führt  man  in  (2)  und  (3)  für  X  seinen  Ausdruck  (ojg  a^  a^  a-^ 
ein  und  stellt  man  die  so  entstehenden  symmetrischen  Funktionen 
von    «0'  ^i>  ^2'  ^3    durch    die   Koeffizienten   a^,  a^,  cr^,  «3,  a^    von  f{z) 
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dar,  so  findet  man  durch  eine  ganz  elementare,  aber  etwas  lange 
Rechnung  (fast  ohne  Rechnung  werden  wir  in  §  58  zum  gleichen 
Ergebnis  gelangen): 

(«0  «4  —  4  «1  «3  -f  3  a^^f 
(»0  «4  —  4  a,  »8  +  3  a^^Y  —  27  («o  %  ö^*  —  ^o  ^s^  ~  ^i^  «4  +  2  a^  ^^2  «3  —  a^^f  * 

729  (tto  «2  «4  —  »0  «.,2  —  «1*  «4  +  2  «1  a2  «3  —  «2)^ 
(»0  «4  —  4  «i  «3  4-  3  a^^Y  —  27  (»o  «2  0^4  —  <*o  ö^s"  •"  ^1^  a^  +  ^a^  »3  «3  —  a^^Y 

insbesondere  für 
,3 


4)  / 

5)  w 


f[z)  =  4r3  -  (/^z  -  f/^[a^  =  0,  a^  -  1,  «2=  0,  a^  =-  ^'  ,  «^  =  ^/g 

6)  /=         ^'' 

7)  m;  = 


^2^-27^3^ 
7295-32 


Man  kann  hinterher  durch  eine  ebenfalls  etwas  lange,  aber  ganz 
unschwierige  Rechnung  bestätigen,  daß  die  erhaltenen  Ausdrücke 
wirklich  Invarianten  nach  der  Definition  I  sind.  Man  hat  nur  statt 
«^,  «p  «2»  ^3f  ^4  i^  (4)  und  (5)  die  Ausdrücke  (8)  des  §  38  für 
^0'  ^1'  ^2'  ^^3'  ^4  einzusetzen  und  sich  zu  überzeugen,  daß  dadurch  w 
und  /  sich  nicht  ändern;  die  Substitutionskoeffizienten  a,  b,  c,  d 
fallen  heraus. 

Bei  dieser  Rechnung  ergibt  sich  außerdem,  daß  nicht  nur  / 
und  w,  sondern  schon  die  in  deren  Ausdrücken  (4),  (5)  vorkommen- 
den beiden  Klammern ,  die  sich  im  Falle  f[z)-^4:z^  —  g^z  —  g^ 
einfach  auf  «72  und  g^  reduzieren  und  die  wir  daher  allgemein  mit 
diesen  Buchstäben  bezeichnen,  einzeln  Invarianten  sind: 

8)  g^^  a^o^-  ^  a^  a^  +  3  «2^^ 

9)  //g  =  (Iq  «2  «4  —  ^0  «3^  —  ^1  ^4  +  2  «1  «2  ^3  —  «2  ^ 
Der  Vergleich  von  (6),  (7)  mit  (3),  (2)  lehrt,  daß 

dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  die  Verzweigungsstellen 
irgendeines  und  daher  jeder  zu  dem  Perioden gitter  gehörigen 
RiEMANN sehen  Fläche    in    äquianharmonischer  Lage   sind  und  daß 

•^3  ^  -^     (2  Äi  «1  +  2  A3  WaT" 

dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  diese  Verzweigungsstellen 
in  harmonischer  Lage  sind  (vgl.  §  23  und  §  24  a.  E.). 

Der  Nenner  g^^  —  27 ^3^  von  /und  w  ist,  wie  jede  Funktion 
von   ^2    "^^^   9z   ebenfalls    eine  Invariante;    er   ist  bis  auf  Zahlen- 
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faktoren  nichts  anderes  als  der  Wert  der  Diskriminanten  sämtlicher 
Polynome  f[z\  die  zu  dem  Periodengitter  2Äj  «^  +  2Ä5093  gehören: 

1 1)  =  ^  s'  («1  -  ^%f  K  -  ^3)^  i«i  -  «(>)'  («2  -  ^3!" 

Wir  setzen  noch  zur  Abkürzung 

12)  e  =  l^p-!  =  (,^_,.^)^(,^_g.r,3_,^;.. 

Der  Beweis  von  (10)  geschieht  durch  Darstellung  der  symmetrischen 
Funktionen  auf  der  rechten  Seite  durch  die  Koeffizienten;  (11)  er- 
gibt sich  dann  aus  §  39  (10),  (11),  (12).  Daß  diese  Dikriüiinante  im 
Nenner  auftritt  war  zu  erwarten,  da  wir  schon  zuvor  das  Unendlich- 
%  werden  von  /  und  w  im  Falle  des  Zusammenrückens  zweier  Null- 
stellen «^.  oder  e^  festgestellt  hatten. 
Wir  fassen  zusammen: 

II.    Für   alle  zu   einem  und  dem  jiämlichen   Feriodengitter  2  h^  w^ 
+  2h^a)^  gehörigen  Folynome  i. 

/»  =  «0  ^*  +  4  <2;3  +  6  «2  ^2  ^  4  «3  z  +  «4 

hat  die  Koeffizientenfunktion  a^a^  —■  4  «j  «3  +  3  «2^  ^^'*  gleichen  Wert, 
nämlich 

und    ebenso    die    Funktion    a^  a^  a^  —  a^a^^  —  a^^a^-\-  2  a^  a^^  a^  —  a^"^ 
den    Wert 

^'  Die  Biskriminante  all  dieser  Folynome  hat  bis  auf  einen  Zahlenfaktor 
den   Wert  g^^  -  21  g^\ 

F)ie  Invariante  J,  die  nur  vom  Loppelverhältnis  der  Verzweigungs- 
punkte abhängt,  ändert  sich  sogar  nicht,  wenn  man  zu  einem  ähnlichen 
Feriodengitter  übergeht  (§  34,  IV  und  §  38,  I) ;  man  bezeichnet  daher  J 
auch  als  „absolute  Invariante'',  ebenso  jede  eindeutige  Funktion  von  J,  z.  B. 

Daß  dieser  Quotient  sich  nicht  ändert,  wenn  man  vom  Perioden- 
gitter   2  Ä^  «1  +  2  Äg  CÖ3   zum  Gritter   2  ä^  Mg)^^  +  2  Äg  Mm^   übergeht, 

m.  a.  W.  daß   er  nur  von  r  =  —  abhängt,  folgt  auch  unmittelbar 
aus  den  Reihen  (13),  (14).     Umgekehrt  gilt: 
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m.  Gehört  das  Polynom,  f  {z)  zum  Periodengitter  2  Ä^  «^  +  2  Äg  co^ 
und  ist  der  Wert  der  Invariante  J  für  g  (J)  der  gleiche  wie  für 
f{z),  so  gehört  g  {'C)  zum  nämlichen  oder  zu  einem  ähnlichen 
Periodengitter. 

Es  ist  dies  nichts  anderes  wie  Satz  II  des  §  38;  an  Stelle  des 
Doppelverhältnisses  einander  entsprechender  Verzweigungspunkte 
[cIq  a^  a^  «g)  =  (/i(j  ß^  ß^  /9g)  ist  nur  die  symmetrische  Funktion  /  der 
sechs  möglichen  Doppelverhältnisse  getreten. 

Gehört  f{z)  zum  Periodengitter  2h^co^  +  2h^a)^j  sind  g^,  g^  die 
Invarianten  (8),  (9)  von  f{z),  und  genügt  z  =p(u\(o^,  co^)  der  Diffe- 
rentialgleichung  (-||-j '  =  4  z^  -  ^2  z  -  ^3  (§  21),  so  ist  g^  =  g^,  g^  -  g^. 

Dann  das  Polynom  4  z^  —  g^z  —  g^  hat  als  Invarianten  g^  und  g^, 
und  da  es  zum  nämlichen  Perioden gitter  gehört  wie  f(z),  folgen 
aus  Satz  III  die  behaupteten  Gleichungen.  Wenn  man  also  nur 
weiß,  daß  f(z)  zu  einem  Periodengitter  gehört  —  und  wir  werden 
zeigen,  daß  jedes  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  mit  nicht 
verschwindender  Diskriminante  zu  einem  Gitter  gehört  — ,  so  kann 
man  die  Funktion  pu,  deren  Pole  in  den  Netzpunkten  des  Gitters 
liegen,  als  Potenzreihe  in  der  Form  (5)  des  §  21: 

ansetzen,  ohne  daß  man  w^  und  Wg  zu  kennen  braucht;  denn  die 
Koeffizienten  dieser  Reihe  hängen  rational  von  den  Größen  g^  und  g^ 
ab  {§  21),  die  ihrerseits  wieder  rationale  Funktionen  von  a^,  a^,  «g»  «s»  «4 
sind.  Hat  nun  ein  weiteres  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  g  (f ) 
die  gleichen  Invafianten  wie  f{z],  so  gehört  g{^)  nach  Satz  III  zu 
einem  mit  2Äjö)j  -1-  2h^co^  ähnlichen  Periodengitter;  die  Gitter  sind 
aber  nicht  nur  ähnlich,  sondern  identisch.  Denn  da  g[^)  nach  Vor- 
aussetzung die  gleichen  luvarianten  g^,  g^  hat  wie  f{z),  so  kommt 
man  von  g  (J)  ausgehend,  statt  von  f{z),  zur  nämlichen  Reihe  für  p  u 
und  da  beidesmal  die  Netzpunkte  des  Gitters  die  Pole  dieser  einen 
p-Funktion  sind,  stimmen  die  Gitter  miteinander  überein.     D.  h.: 

IV.  Gehört  f(z)  zum  Perioden  gitter  2h^G)^  -\-2h^ai^  und  haben 
die  Invarianten  g.^,  g^  für  g{^)  die  gleichen  Zahlenwerte  wie  für  f(z\ 
so  gehört  g{^)  zum  nämlichen   Gitter. 

Die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist  schon  in  II  enthalten. 

Neben  den  rationalen  Invarianten  g^,  ^g,  /  haben  wir  öfter 
Größen  zu  betrachten,  die  in  irrationaler,  also  mehrdeutigen  Weise 
von   ^2>  93    abhängen   und    die   wir   daher    irrationale    Invarianten 
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nennen:    solche  sind   insbesondere  die  Wurzeln  ^,,  e„,  e^  der  Glei- 
chung  4z^  —  9i^  —  ffs}  ferner  die  sechs  Doppelverhältnisse 

l,    1,    1-A,    -i '      '    '-' 


der  Verzweigungsstellen  sämtlicher  zu  einem  Gitter  gehöriger  Flächen. 
Als  Funktion  von  g^^  g^  betrachtet  ist  e^  dreideutig;  man  kann 
z.  B.  g^  festhalten  und  g^  stetig  von  einem  Ausgangspunkt  bis  zu 
demselben  zurück  einen  Weg  beschreiben  lassen,  auf  dem  e^  stetig 
in  eine  andere  Wurzel  e^  oder  e^  der  obigen  Gleichung  übergeführt 
wird  (vgl.  die  verschiedenen  Beispiele  algebraischer  Funktionen 
in  IB),  l  ist  eine  sechsdeutige  Funktion  von  g^,  g^  Führt  man 
aber  für  g^,  g^  ihre  Ausdrücke  in  «j,  «3  ein,  so  zerfällt  die  Glei- 
chung ^  z^  —  g^z  —  g^  =  0  und  die  drei  Wurzeln  e^  werden  ein- 
deutige   Funktionen    der  Perioden   e^  =  p  cj^.      Ebenso    werden   die 

sechs  Doppelverhältnisse  ~ ^  eindeutige  Funktionen  der  Perioden 

e„       —       ßy 

und  zwar  homogene  Funktionen  der  Dimension  Null;  sie  hängen 
also  nur  vom  Verhältnis  r  =  —  ab.  (Ein  besonders  einfaches  Bei- 
spiel  für  solches  Zerfallen  mehrdeutiger  Funktionen  bei  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  ist  ^z  für  z  —  t^,  vgl.  auch  IB,  §  70.) 

§  41.    Zusammenfassung. 

Es  verlohnt  sich  die  Hauptergebnisse  der  letzten  Paragraphen 
nochmals  kurz  zusammen  zu  fassen. 

Die  elliptischen  Funktionen  zweiter  Ordnung,  welche  die  näm- 
lichen Perioden  2  co^,  2  «3  besitzen,  liefern  für  eine  ganze  Klasse  von 
Integralen  erster   Gattung 


/d% 


«0 

die  Umkehrungen  z[u)  nämlich  für  alle  diejenigen  f(z),  deren  rationale 
Invarianten  g.^  find  g^  die   fFerte 

besitzen.      Gehören   so   g[i^)  mit  f(z)   zürn    nämlichen  Periodengitter,    so 
ist  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

dx     _      d  C 

VW)  ~  MVÖ 

bei  beliebiger  Nebenbedingung  stets  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  z 
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und  C',  durch  Auflösung  derselben  ergibt  sich  z  als  rationale  Funktion 
von  J  und  ]/^  (J),  J  als  rationale  Funktion  von  z  und  '^f{z).  Die 
RiEMANN sehen  Flächen  für  y^(C)  und  ^fiz)  werden  durch  diese  Glei- 
chungen {auf  unendlich  viele  Weisen.,  entsprechend  den  unendlich  vielen 
möglichen  Nebenbedingungen  der  Differentialgleichung)  eindeutig  um- 
kehrbar und  konform  aufeinander  abgebildet,   es  genügt  daher  das  zu 

einer    dieser    Flächen    gehörige    Integral    erster    Gattung    u  —  l  —7=- 

J    Yfix) 

näher  zu  betrachten  und  alle  anderen  mit  gleichen  Invarianten  in 
dieses  zu  transformieren,  was  hei  passender  Wahl  jener  Nebenbedingung 
mittels  rationaler  linearer  Substitution  geschehen  kann  {§  37).  Dem 
entspricht,  daß  irgendeine  elliptische  Funktion  zweiter  Ordnung  cp[v) 
zusammen  mit  ihrer  Ableitung  (p  (m)  als  Grundfunktion  zur  Darstellung 
aller  elliptischen  Funktionen  des  nämlichen  Perioden gitters  geeignet  ist. 
Beispielsweise  kann  man  f(z]  —  4iZ^g^z  —  g^  wählen  und  dem&nt- 
^    sprechend  (p{u)  —  pu  oder   =  p{u  —  Uq). 

Man  beachte,  daß  im  Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen 

/ jedes  Integral   1  — -  in  jedes    andere    (mit    ver- 

»^   Vfi^)  *^    yax^  -{-bx  +  e 

änderten  Koeffizienten)  durch  eindeutig  umkehrbare  Substitutionen  trans- 
formiert werden  kann. 

Wir  haben  diese  Untersuchung  „vom  Periodenparallelogramm 
aus'*  in  Angriff  genommen  und  dürfen  nicht  vergessen,  daß  wir 
noch  nicht  entschieden  haben,  ob. jedes  Polynom  f[z)  dritten  oder 
vierten  Grades  mit  getrennten  Nullstellen  zu  einem  Periodengitter 
gehört.  Um  dies  zu  beweisen,  werden  wir  die  Aufgabe  der  üm- 
kehrung  des  Integrals  erster  Gattung  von  der  Riemann  sehen  Fläche 
her  in  Angriff'  nehmen  müssen.  Dies  wird  im  IX.  Abschnitt  ge- 
schehen, dessen  Studium  im  sofortigen  Anschluß  an  das  Vorher- 
gehende mit  Überschlagung  des  VII.  und  VIII.  Abschnitts  vor- 
genommen werden  kann.  Im  VIL  und  VIII.  Abschnitt  werden  vor- 
nehmlich Umformungen  der  bisher  betrachteten  unendlichen  Reihen 
und  Produkte  gelehrt,  was  für  manche  Fragen  der  Theorie  wichtig, 
jedoch  zur  Gewinnung  eines  ersten  Überblickes  nicht  notwendig  ist. 

Ein  anderer  Weg  zum  Beweise  der  eindeutigen  Ümkehrbarkeit 
irgendeines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  /  —^=-  ist  folgen- 
der: Wir  haben  gesehen,  daß  die  Invariante  /  einerseits  eine  ein- 
deutige Funktion*  der  Koeffizienten  von  f[z)  (vgl.  Gleichung  (4)  des 
vorigen  Paragraphen),  andererseits  eine  eindeutige  Funktion  der 
Perioden  ist  (vgl.  Gleichungen  (6),  (13),  (14)  des  vorigen  Paragraphen). 
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Man  kann  nun  die  Abhängigkeit  der  Invariante  /  von  den  Perioden 
genauer  untersuchen  und  zeigen,  daß  auch  umgekehrt  zu  jedem 
von  00  verschiedenen  Werte  von  /,  d.  h.  also  zu  jedem  Polynom  f\[z) 
oder  f^[z)  mit  getrennten  Nullstellen  Periodengitter  existieren  und 
zwar  unendlich  viele,  die  alle  untereinander  ähnlich  sind.  Wählt 
man  eines  davon  2  h^  m^  4-  2  h^  Wg  willkürlich  aus,  so  gehört  zu  ihm 
nach  Satz  III  des  §  40  zwar  im  allgemeinen  nicht  die  vorgelegte 

Funktion  f{z)   selbst,   wohl  aber  -^ ,    wo    M    eine    Konstante   ist. 

/  {z)  aber  gehört  dann  zum  Periodengitter  2h^M^(x)^  +2  h^  M^  co^. 
Die  hier  verlangte  genauere  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der 
Invariante  •/  vom  Periodengitter  folgt  im  XIII.  Abschnitt. 


SIEBENTER  ABSCHNITT. 

Die  Funktionen  (y^u,  (^u,  o^u,  snw,  cnw,  dnw, 
§  42.    Einführung  der  Funktionen  (j^  u,  (t.^  u,  a^  u. 

Die  Funktionen  ^^-^-^-   sind  uns   schon  mehrfach  begegnet 

(s.  §  28  (4),  (8);  es  verlohnt  sich,  auch  im  Hinblick  auf  spätere  Be- 
dürfnisse der  Theorie,  sie  näher  zu  untersuchen.  Die  aufzusuchenden 
Periodizitätseigenschaften,  Produktenentwicklungen  usw.  nehmen  eine 
einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  die  obigen  Funktionen  noch  mit 
geeigneten  Exponentialfaktoren  multipliziert.  Wir  definieren  nach 
Weierstrass  die  drei  Funktionen  g^  u  {a  =  1,  2,  3),  Sigmafunktionen 
mit  Index,  auch  Nebensigma  genannt:  # 

1)  (j^u  =  —  

2)  ff2«  = 
3) 


e^^3«  ff  (^c  -  0,3)  e"  '?=' "  g{u  +  6)3) 


(T  ojq  tr  W3 


Die   Identität'    der   beiden  je   für    dieselbe   Sigmafunktion   ge- 
gebenen Werte  ergibt  sich  aus  §  26  (14). 

Da  Gu  eine  ungerade  Funktion  ist,  folgt  aus  dieser  Definition; 
I.     Die  Funktionen  g^  u,  g^  u,  g^  u  sind  gerade  Funktionen, 
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Für  w  =  0  ist 

<^i(0)  =  ^2(0)  =  0-3(0)  =1. 

Femer  gilt 

IL     Die  Siymafunktionen  mit  Index  sind  homogene  Funktionen  der 
drei  Veränderlichen  u,  w^,  co^  von  der  Dimension  0. 
(ri    =  tco    ist  nämlich  von  der  Dimension   —1). 

Jedes  der  drei  Nebensigma  wird  gleich  Null,  wenn  man  sein 
Argument  gleich  der  gleichnamigen  Halbperiode  setzt: 

4)  ?„'»„  =  0. 

Setzt  man  aber  das  Argument  gleich  einer  der  beiden  anderen 
Halbperioden,  so  erhält  man  sechs  Werte,  die  sich  durch  die  Werte 
der  ursprünglichen  Sigmafunktion  für  die  Halbperioden  folgender- 
maßen ausdrücken: 

5)  a^o,.=-e-n,<-^ 


<J  (ü^ 


Dabei  kann  [a^  ß,  y)  irgendeine  Permutation  der  Indizes  (1,  2,  3) 
bezeichnen.  Vertauscht  man  hier  a  mit  ß  und  verbindet  die  ent- 
stehende Formel  mit  der  ursprünglichen,  so  findet  man  mit  Rück- 
sicht auf  §  25  (15): 

6)  q-a<^^    .     ^ß^a     ^   ^-^«^^  +  ^ra    =  ±  i ', 


(J  CO, 


und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  {a,  ß,  y) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  von  (1,  2,  3)  ist. 

Ferner  folgt  aus  (2): 
7)  G^03^-aßCü^=e^y->y  . 

und 

Multipliziert  man  je  die  beiden  verschiedenen  Formen  derselben 
Sigmafunktion  miteinander  und  berücksichtigt  Gleichung  (6)  von 
§  28  so  findet  man: 

9)  ^^  =  -  -^«^-t. --.).^i«  r_^.«l  =  pu-e  («  =  1.  2,  3) 
also 

10)  >  t[u) 


pu  —  e^  Oq'-u 

Die   Formel   (9)    zeigt,    daß    die   Gesamtheit    der   Werte   von 


y  pu  —  e^  nicht  eine  zweiwertige  analytische  Funktion  von  u  vor- 
stellt, sondern  in  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen  zerfällt, 
von  denen  die  eine  ^g^ujgu,  die  andere  =~g^uJgu  ist. 
(Vgl.  die  Bemerkungen  am  Ende  von  §  40). 

BuEKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  9 
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Durch  Multiplikation  der  ff-Reihe  (§  26)  mit  den  aus  §  21  (5) 
sich  ergehenden  Reihen 

yp^  -  ^a  =  ^-^^~u+...(a^l,2,S) 

erhält  man  auf  Grund  von  (9)  die  für  jedes  endliche  u  konvergenten 
Potenzreihen 

11)  a^u=l-^u'~-L{6e^'-ff,)n* 

Aus  Gleichung  (4)  des  §  28  ergibt  sich  noch: 

12)  p  11  =  —  2  — ! — - —  . 

III.     Das  Verhalten  der  Nebensigma  hei  Vermehrung  des  Arguments 
um  eine  Periode  wird  durch  folgende  Formeln  beschrieben : 
I  G^{u  +  2m^)=-e'^vJu  +  co^)^^,, 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  in 
den  beiden  ersten  Gliedern  der  dreigliedrigen  Gleichungen  (1),  (2),  (3) 
u  um  2  ö?^  vermehrt  und  für  a{u-\-  w J  das  dritte  Glied  der  Gleichungen 
benutzt. 

Für  a^  ß  dagegen  erhält  man  zunächst : 

a  [u^2(o.)  = ^ ^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  26,  Gleichung  (13): 

_        e-  ^«("  +  2^y9)  +  2^^  (t^  +  CO«  +  ^ß)ff(u  +  6)«) 

und  wenn  man  noch  §  25  (15)  benutzt,  die  obige  Gleichung  (13). 
Femer  gilt: 

IV.  Vermehrt  man  die  Argumente  nur  um  halbe  Perioden,  so  ver- 
tauschen sich  die  vier  Sigmafunktionen  {mit  und  ohne  Index)  unter 
sich,  bis  auf  zutretende  Exponentialfaktoi^en\ 

15)  -.[n^^Oß)^-e^ß-^^-ß^'-^--a^u. 

Der  Beweis  von  (14)  folgt  ohne  weiteres  aus  den  zweiten  der 
doppelten  Definitionen  (1),  (2),  (3),  der  von  (15)  aus  den  ersten  durch 
folgende  kleine  Rechnung: 
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a\        *         ßJ  ff  oi^ 


ß-Vcciu  +  <Oß)-VyU   „^^^^ 


~  _  ^  »7^  w  -  »7«  «^ '-     •  G    U. 


Aus  (13)  folgt  weiter: 

y.  Die  Sigmaquotienten,  d.  h.  die  Quotienten  je  zweier  Sigma- 
funktionen,  ändern  sich  höchstens  im  Vorzeichen,  wenn  man  ihr  Argument 
um  je  eine  Periode  vermehrt. 

Im  einzelnen  ist: 

0-  (^^  4-  2  w„)  o-  ii 


16) 

17) 
dagegen : 

a„  {u  +  2  w^)  (T„  u 

18)         ;(«4-2.;--f.  («+'*)' 


(ry(t.  +  2a)J   ~    a^u      ^^  ^ /^'  ^'^  ' 


19) 

20)' 
21) 


ffßiu  +  2  (Oß)  ffßiu  -h  2  coy)  o^ 

(Ty     {U        +          2       bJß)  (Ty{U        +         2       (üy)  (Ty 

Aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt: 

Ö"  (m  +  4  COß)  (T  u 

(Tß  (U  +  4  COß)              (TßiU  +  4  COy)  CTß  % 


Üy\(U,       Ar       4      Oiß)  (TyiU       +       4      COy)  (Ty     U 

Zusammen  mit  (16)  und  (17)  sagen  diese  Gleichungen  aus: 

VI.  G^uJGU  und  GßUJG  u  sind  elliptische  Funktionen  von  u  mit 
den  Perioden  2  ft>    und  4  o?.. 

a  ß 

In  dem  durch  diese  Perioden  bestimmten  Periodenparallelo- 
gramm P  hat  jede  dieser  beiden  Funktionen  zwei  und  nur  zwei 
einfache  Pole:  nämlich  g^uJgu  bei  u=0  und  u==2cQß,  GßUJG  u 
bei  u  =  m  und  u  =  oo  -\-  2(Dß.  Da  jede  elliptische  Funktion  min- 
destens zwei  Pole  im  Periodenparallelogramm  besitzt,  kann  nicht 
schon  ein  Teil  von  P  Periodenparallelogramm  der  Funktionen  g^u/gu 
und  GßUJG  u  sein;  m.  a.  W.: 

VII.  Alle  Perioden  jeder  dieser  Funktionen  lassen  sich  aus  den 
angegebenen  homogen  und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu- 
sammensetzen. 

Irgend  zwei  ö-- Quotienten  haben  nach  Satz  VI  jedenfalls  die 
Perioden    4©^,   4,co^   gemein.     Es   muß   also    zwischen   ihnen  nach 
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Satz  V  des  §  30  eine  algebraische  Gleichung  bestehen.  Diese  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  (9)  p  u  eliminiert. 
Man  findet  so  zunächst: 


(Tr,      U  (T, 


&'u    +  ^«  ~    ff^u  +  ^ß'     ' 
oder: 

22)  (j^^u  -  (jß^u-^  [e^  -  eß)a'u  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen,  die  aus  dieser  durch  Vertauschung 
der  Indizes  hervorgehen,  erhält  man  ferner: 

23)  (^2  -  ^3) ^1^ ^  +  (^3  -  ^1) S^ w  +  K  -  ^2) ^3^ y  =  0. 

Von  den  so  erhaltenen  vier  homogenen  linearen  Relationen 
sind  zwei  voneinander  unabhängig. 

§  43.    Darstellung  der  Funktionen  cr^n,  g^u,  ct^u  durch  unendliche 

Produkte. 

Aus  der  in  §  26  (17)  gegebenen  Darstellung  von  g(u-\-v) 
durch  ein  unendliches  Produkt  erhalten  wir  ohne  weiteres  Dar- 
stellungen der  Nebensigma  durch  solche  Produkte,  wenn  wir  in  ihr 
t?  =  0)^ ,  (üg ,  ft>g  setzen.  Dieselben  schreiben  sich  am  einfachsten, 
wenn  man  das  Zeichen  w^^  zur  Bezeichnung  irgendeiner  der  Größen 
2k^co^  +  2Ä3«3  +a>^ 

benutzt,  oder,  was  dasselbe  ist: 

w^   für  (2Äj  -h  \)ci}^  +  2^3 W3, 
w^  für  (2/^^  +  l)ft)j-  +  (2/.3  +  l)ft>3, 
■   '  w?3  für  2A'j  rx>j  -f  [21i^  +  1)«3 

schreibt;  man  erhält  dann: 

Aus  diesen  zweifach  unendlichen  Produkten  kann  man  ebenso, 
wie  es  in  §  27  .für  au  geschehen  ist,  durch  Zusammenfassen  der 
Faktoren  einfach  unendliche  Produkte  erhalten.  Rascher  gelangt 
man  zu  demselben  Ziele,  wenn  man  in  den  einfach  unendlichen 
Produkten  des  §  27  u  durch  u  +  m^  ersetzt.  Dabei  macht  sich 
jedoch  der  Umstand  geltend,  daß  beim  Übergang  zu  jenen  einfach 
unendlichen  Produkten  die  beiden  an  sich  gleichberechtigten 
Perioden  2«^   und  2^3   ganz    verschieden    behandelt   worden   sind; 
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infolgedessen   müssen   wir   hier   die    Rechnung    für  jedes   der   drei 
Nebensigma  gesondert  durchführen. 

Um  zu  (T^u  überzugehen,  haben  wir  u  durch  u -\- co^,  also  v 
durch  u  +  -1,  z  durch  iz,  2?]^  co^  v^  durch  2//^  oa^v^  -{-  r]^u  -\-  ^r]^  m^ 
zu  ersetzen;  ferner  haben  wir: 

zu  berechnen.     Damit  erhalten  wir: 

3)  a,  [2co,  V)  =  e^v.co.^'  ^-±^  --'- ^^-^ , 

i7(l  +  h^'f 


4)  =  e'^V^^^^"-COSV'JlU  ,^  ,2v^2 


^  1  tl^^^^l^  +  ^^^ 

1    ^    (1  +  Ä^'')^ 


Um  G^iij)  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  ?^  +  «g,  v  durch 
?;  +  ir,  z  durch  W^z^  27]^cq^v^  durch  2  ?;j  cö^  i;^  +  27/^093 «+  ^rj^a^^oi}^-^ 
oder  unter  Benutzung  der  Legendee sehen  Relation  durch: 

und  berechnen: 


i7(i  -  h^-r 

v  =  l 


77(1-*=='-^ 


5)  =  j-^eV.^.».Ä-'/.riu 


Wir  erhalten  dann: 

0-3  (2  a?j  ü)  =  e^»?!  <».'''  z  (;^  - 1  -  Ä  2)  ^-=i '^^ , 

5(1-A2v-1)2 
v  =  l 

6)  =  e^vi'^i'"^ '— 

V  =  l 

°°   1        o; 

7) 


°°  1  -  2*2— lco3  2»7t  +  A*'-2 


_-   Qir^iCOiV^  I   I 

M  (1-ä2»'-1)^ 

Um  endlich   g^  u  zu  erhalten,    ersetzen  wir  u  durch  u  -\-ü)^,  v 
durch    V  —  ^  —  l-T,    2;    durch   —  ih-'/^z,    2r]^  co^  v^   durch    2t]^  07^  v^ 


134         VII.    Die  Funktionen  a^u,  g^u,  ö^g^?  snw,  enw,  dnw. 

+  2r]^(Dc^v  -\-  \ri^(ü^^  (o^-^  oder  unter  Benutzung  der  Legendee sehen 
Relation  durch:  ^ 

und  berechnen: 


8) 


L  fi  /2  »72  £02  .  1/  ?  .  h  U 


n[i+h'-')n{i+h'^^') 


GW^   =  — ^  6^2  »72  «2  .  -1/2.  U 


eV2'72'«2.yi.7/-V4 


2* 


i7(i-Ä2'')2 

v  =  l 


v  =  l 


77(1  -h^'f 
Damit  erhalten  wir: 

v  =  l 
9)  =  e3^,a,,t;'^_''_zl "  =  1 


/ 


77(1  +  h^'-^-f 

■  =  1 

1  +2Ä2»'-lcos22;7r +  Ä*^-- 


101  =  ^2,7iQ,i«2  FT 

Bezüglich  der  Konvergenz  der  erhaltenen  Produkte  gilt  das, 
was  in  §  27  über  die  zur  Darstellung  der  ö--Funktion  verwandten 
Produkte  gesagt  wurde;  demnach  sind  auch  die  Nebensigma,  als 
Funktionen  von  z  betrachtet,  regulär  im  Gebiete 

11)  0<|2:|<oo. 

In  den  Zwischenrechnungen  dieses  Paragraphen  kommen  die 
Größen  ]/2  und  ä'/^,  äV2  vor;  aus  der  Rechnung  selbst  geht  hervor, 

daß  der  ersteren  der  unzweideutig  bestimmte  Wert  e  *  beizulegen 
ist  und  daß  unter  den  letzteren  die  eindeutigen  Funktionen  des 
Perioden  Verhältnisses  eVi^jr»,  ^Vs^^»  zu  verstehen  sind. 

§  44.   Unendliche  Produkte  für  die  Invarianten  e^  —  e^. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  in  den  Nennern  bei  (4),  (5),  (7),  (9) 
auftretenden  unendlichen  Produkte  konvergieren  falls  |ä|<  1,  d.h. 
falls  der  Realteil  von  t  >  0  ist,  sie  stellen  daher  im  Kreise  |  ä  |  <  1 
oder  als  Funktionen  von  r  betrachtet,  in  der  positiven  r-Halbebene 
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reguläre  Funktionen  dieser  Größen  dar;   wir  führen  für  sie  eigene 
Zeichen  ein,  indem  wir  setzen : 


1) 


u„  =  Yi(\  -  h-^^) 


^1=11(1  +  '''-) 


H,  =  n(i  +  h^'~')      -03  =  na  -h^-') 

v=l  v=l 


Diese  Produkte  werden  uns  für  die  Invarianten  e^  als  Funk- 
tionen der  Perioden  und  damit  auch  für  g^,  g^,  das  Doppelverhält- 
nis A,  die  Diskriminante  usw.  handlichere  Darstellungen  liefern,  als 
sie  uns  bisher  zur  Verfügung  stehen. 

Multipliziert  man  gliedweise  aus,  so  erhält  man: 

H,E,=J\[\-  A*-) ,      Ä,  7/3  =  n (1  -  A4'-2) . 

Man    sieht,    daß    beide  Produkte    zusammen    gerade  die  sämtlichen 
Faktoren  von  H^  geben ;  es  ist  also  ti^  =  E^  H^  H^  H^  und  folglich : 

Mit  den  Bezeichnungen  (1)  gehen  die  Formeln  (2),  (5)  und  (8) 
des  vorigen  Paragraphen  über  in: 


3) 


(7  fß^    — 

2w,      „             5,2 

n      ^               i/o«' 

(T  0^2   =  - 

O-Wg      = 

n                               Hq 

Ferner  findet  man: 

für  w  ==  Wj  wird  v  =  -J-,  z  =-  i,  e^'^^'^^'''''  =  e'l^^^"^^ , 


also: 

4) 


(7,  CO,  =  ei^i^"^^  ^- 


2  ^1 


i/. 


-"3 


für  V  =  «2  wird  v  =  —  |-  — — ,  z 
also : 


ih-'i^,  e^»?!«!' 


]/^7iV4e^2^;2<«^^ 


5)        ^^  o>,  =  -  iz"|/ zÄ-"*«'-»?^-^  -^ ,  0-3  «2  =  2  y  ih'Ue'/^V2co,  Äi 


also: 

6) 


für  n  =  W3  wird  «^  =  y,  ^  =  ^'s  e2^,cü,««  =  h'i^e'i^ntco^ 


^1  ^3  =  iÄ-''^  -J^'^'?^'"^  ^\  ,       0-3  «3  =  2  AV.e^2»/,a„  Äl 
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Man   überzeugt   sich,    daß    diese  Ausdrücke   der  Gleichung  (5) 
des  §  42  Genüge  leisten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß: 

'h  ^ß  +  ^a  ««  -  \  '^\   =  -  Vß  0?^  -  7]^  03^  +  ^„  «„  -  %  «^ 


^/«^^+^«^^  +  ^«f^a=  + 


ist. 


2rjm 


a^ß 


Durch  Vermittlung  dieser  Produkte  gelangt  man  nun  auch 
dazu,  die  Differenzen  der  Größen  e^  als  Funktionen  der  Perioden 
durch  einigermaßen  handliche  Ausdrücke  darzustellen.  Aus  der 
Gleichung  (9)  von  §  42  erhält  man  nämlich: 


7) 


y^7- 


0"2  ^1 


also  speziell  (unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 

E  ^  H  ^ 


8) 


2  0)1 


1^ 


(T  Ol 

0"!  0)2 
0"  «o 


2wi 


r^«3  = 


0"  «2 

0-1  «3 

(TWg 

^2  «3 

h'-H,^H,\ 


2(0,  ^0    ^2    ' 


2  TT 


ÄV.//2jy^4 


Durch  diese  Gleichungen  sind  bestimmte  Werte  der  links 
stehenden  Quadratwurzeln  als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden 
dargestellt  (vgl.  die  Bemerkung  am  Ende  von  §  40);  wir  setzen  fest: 

I.  Im  folgenden  sollen  unter  den  Zeichen  ^e^  —  e^  stets  die  durch 
die  Gleichungen  (8)  definierten  eindeutigen  Funktionen  der  Perioden 
verstanden  werden. 

Zwischen  ihnen  bestehen  die  Beziehungen: 


9) 


Die  Formeln  (8)  selbst  zeigen  übrigens,  daß  auch  noch  gewisse 
vierte  Wurzeln  sich  als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden  dar- 
stellen lassen,  nämlich 

10)  T/(«a-*.)(«„-0  = 


y-2-^i  = 

i]/e^  -e^, 

y^3  -  -^2  = 

-i^e^-e,, 
i-^e^-e,. 

e       'a     a 
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(wegen  §  42  (7)),  und 


0"  ü). 


11)  ]/     e^-ßy  1/     ffyW„  "^        P  (Ttöß 

In  den  Grieichungen  (10)  kann  man  das  Vorzeichen  willkürlich 
so  wie  geschehen  festsetzen;  in  den  Grieichungen  (11)  mvß  es  dann 
aber  so  wie  geschehen  gewählt  werden,  wenn  das  Produkt  aus  (10) 
und  (11)  den  in  (7)  gegebenen  Wert  der  Quadratwurzel  geben  soll. 

Für  zwei  von  den  Quotienten  (11)  pflegt  man  besondere  Zeichen 
zu  benutzen,  nämlich: 


12) 
und 

1^^'=  l/J^  =  «-''"""'S««  =  2AV.^ 

13) 

1^^  =  V^?r^  = '"""°" ''^ '"' =  # ' 

k^  ist  nichts  anderes  als  das  früher  mit  X  bezeichnete  Doppel- 
verhältnis (s.  §  39  (16)  (17)),  Äj2  ^  1  -  A;  es  ist  üblich,  die  beiden 
Bezeichnungen : 
14)    .  ^2  =  A,     k^^=  1  -l 

nebeneinander    zu   benutzen.     Weniger   häufig  als  (12)  und  (13)  ist 

die  Quadratwurzel  aus  dem  Doppelverhältnis      ~      zu  benutzen: 

die  eindeutigen  Bestimmungen  von  ä  =  ]/A  und  k^  s=  ]/l.  —  ^  erhält 
man  aus  (12)  und  (13)  durch  Quadrieren,  und  die  von  y-rA/v^V 

y  T-n  <i^rch  die  reziproken  Werte  von  (12),  (13),  (15). 

Von  der  §  40  (13)  definierten  Größe  G, 
16)  G  =  {e,-  e^f(e,  -  e,f(e,  -  e,f  =  ,-^(5,/  -  27^3^), 

ist  noch  die  12.  Wurzel  eine  eindeutige  Funktion  der  Perioden: 

16-)  ^j/^=-^-ÄVe^^2. 

l/^G>i 

Auch  den  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  selbst 
kann  man  eindeutig  definierte  Werte  beilegen,  aber  nur  mit  Hilfe 
einer  willkürlichen  Festsetzung.     Bezeichnet  man  mit: 


^^)  .        1/^ 
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irgendeinen  Wert  dieser  Wurzelgröße  —  gleichviel  welchen,  aber 
in  allen  Formeln  denselben  — ;  ferner  mit  ]/  i  wie  in  §  43  die  be- 
stimmte achte  Einheitswurzel: 

Ji  i 

18)  fi=.e~^, 


so    kann   man  festsetzen,    daß  unter  den  Zeichen  ]/e^^  —  e.  die  fol- 
genden Werte  verstanden  werden  sollen: 


19) 


1^-^  =  -  TT-  i^^"^ -"^  =  - '  '■  \/^ ''''' ""  ^' 


Diese  Festsetzung  steht  mit  den  früheren  nicht  in  Widerspruch, 
die  Produkte  und  Quotienten  der  so  definierten  vierten  Wurzeln 
geben  genau  die  in  (10)  und  (11)  schon  festgelegten  Werte.  —  Man 
kann  dann  auch  einen  Wert  der  24.  Wurzel  aus  der  Diskriminante 
festlegeil  durch: 

20)  _  >C  =  2V.|^/^/,%ff„ 

und  unter  '^ G  die  dritte  Potenz  dieses  Wertes,  also: 

I  =  i]/e^  -  ^2    y^j  -  6^3    l/e,.  -  ^3 

verstehen. 

§45.   Die  Funktionen  snw^  cmv,  dnw. 
Mit  den  a- Quotienten    ^^  ,   — «—   stehen  diejenigen  elliptischen 

Funktionen  im  engsten  Zusammenhang,  die  Abel  und  Jacobi  als 
Grundfunktionen  gewählt  haben,  um  alle  übrigen  elliptischen  Funk- 
tionen durch  sie  auszudrücken. 

Wir  haben  schon  in  §  34  gesehen,  daß  die  Funktion 

1  •  .  z  =  t{u)= =       Y 

die  Umkehrfunktion  des  Integrals 

2  u  =    /    . 

0 


^i%{l  -  (62  -  e^)x){\  -  (ßi  -  e^)x) 
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und  daß  also 

wenn  . 

4)  [e^  —  t'g)  z  =  ^     und     u  ^/e^  —  e^  =  v 
gesetzt  wird,  die  Umkehrfunktion  des  Integrals 

c 

5)  r=   f--===M===:     mit    1=-^^^ 

^  J  Yi-ai  -0(1  -  u)  /i  -^=^ 

0 

ist. 

Setzt  man 

6)  z  =  x^ 

und  also  nach  (1)  mit  Festsetzung  des  Vorzeichens 

7)  ^  =  J^, 

so  geht  durch  die  Substitution  (6)  das  Integral  (2)  über  in 

0 


]/(l  -(e,-e,)x-'){l-{e,~e^)x^) 


er  u 


mit  der  Umkehrfunktion  x 

Dabei  ist  unter  der  unteren  Grenze  des  Integrals  (8)  derjenige 
Nullpunkt  der  Fläche  zu  verstehen,  für  den  die  Wurzel  gleich  +  1 


d  u       /u=o 


ist,  wegen 

Durch  die  „quadratische  Transformation"  (6)  wird  die  Eiemann- 

sche  Fläche   F^  von  ]/z  (l  —{e^  —  e^)z)  (1  —  [e^  —  e^)z)  konform  auf 

die  RiEMANNSche  Fläche  F^  von  r  (l  —  [e^  —  e^  x^)  (1  —  {e^  —  e^)x^) 
abgebildet,  der  Art,  daß  jedem  Punkte  von  F^  ein  Punkt  von  F^ 
entspricht,  jedem  Punkte  von  F^  aber  zwei  Punkte  von  F^  ent- 
sprechen. Das  drückt  sich  auch  darin  aus,  daß  durch  (1),  (2)  F^ 
auf  das  Periodenparallelogramm  P  mit  den  Ecken  0,  2  «^ ,  —  2  «2  > 
2  «3  abgebildet  wird,  F^  dagegen  durch  (7),  (8)  auf  das  doppelt  so 
große  Periodenparallelogramm  P  mit  den  Ecken  0,  4co^,  46öj  +  2093, 
2  «3  (vgl.  §42  VI). 

Die  zum  Parallelogramm  P  gehörige  elliptische  Funktion  zweiter 

Ordnung  -^-  hat  bei  m  =  0  und  u=2o)^  je  eine  Nullstelle  erster 
Ordnung   und   bei   w  =  «3   und   u=  co^-\-  2cü^   je    einen  Pol  erster 
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Ordnung.  Über  die  Zugehörigkeit  der  Eänder  zu  P  ist  dabei  die 
entsprechende  Annahme  gemacht  wie  §  16  bezüglich  P. 

muß  sich  als  doppeltperiodische  Funktion  mit  den  Perioden 

4o?j,  2ö?3  nach  §30  rational  durch  die  Funktionen  ■p{u\2(x)^,  oj^), 
p'{u\2(x)^,  Wg),  deren  Pole  in  den  Punkten  2\2w^  +  2h^co^  liegen, 
und  für  die  wir  kürzer  ^m,  p' u  schreiben,  ausdrücken  lassen: 

Man  findet  leicht  durch  Vergleichung  der  Nullpunkte  und  Pole, 
sowie  des  Verhaltens  bei  m  =  0,  daß 

7 a)  "     ^^    =  —  2  ^^  ~  PC^t^i) 

(T^U  p'  U 

ist.     Doch  sind  für  den  Gebrauch  die  bisherigen  Darstellungen  der 

Funktion  -^^  geeigneter  als  die  neue  auf  der  rechten  Seite  von  (7  a). 

'  Die   erste  von  Abel  betrachtete  Umkehrfunktion   eines  ellipti- 
schen Integrals    erster  Gattung   ist   nur   durch    die  Darstellungsart 

von  -^^  verschieden.     Jacobi   benutzte    die  gleiche  Funktion  mit 

der  Spezialisierung,  daß  er,  natürlich  mit  anderer  Bezeichnungs- 
weise, in  dem  Integral  (8)  von  vornherein  e^  —  e^  =  1  annahm. 

Die  Jacobi  sehen  Funktionen  waren  lange  Zeit  fast  ausschließ- 
lich im  Gebrauch  und  hatten  zahlreichen  Anwendungen  als  Unter- 
lage gedient,  ehe  Weieestrass  die  Funktionen  pu,p'u,  ^u  einführte. 
Auch  jetzt  noch  sind  für  manche  Zwecke  die  alten  Funktionen"^ 
vorteilhaft;  wir  wollen  daher  etwas  näher  auf  sie  eingehen.  Im 
Grunde  ist  es  freilich,  wie  wir  schon  im  §  41  bemerkt  haben, 
ziemlich  gleichgültig,  welche  der  zu  einem  Periodengitter  gehörigen  , 
elliptischen  Funktionen  zweiter  Ordnung  samt  ihrer  Ableitung  wir 

als  Grundfunktion  und  dementsprechend,  welches  zugehörige  Poly- 

/, 
,         verwenden  wollen. 

Der  Übergang  von  der  Abel  sehen  Integralform 

X 

8)  «  =   ^7-  '" 


V{l  -{e,  -e,)x^){l-{e,  -  e,)  x^) 


ZU  der  von  Jacobi  übernommenen  Euler-Legendee sehen 

wo      Ä2  =  A  =  '^^-^ 


9)  IV  =   f-= 


0 
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geschieht  mittels  der  von  uns  schon  früher  benutzten  Substitution 
10)  x^[e^e^^^, 

wodurch  man  erhält 

11)  ^^  =  ^y^ir^    (vgl.  (4)). 

Unter  ^e^—e^  verstehen  wir,  um  eine  Festsetzung  zu  treffen, 
den  durch  Gleichung  (8)  des  §  44  gelieferten  eindeutigen  Wert;  er 
ist  positiv,  wenn  co^  positiv  und  m^  rein  imaginär  ist.  Durch  Ver- 
gleichung  von  (10),  (11)  mit  (7),  (8)  findet  man: 

Die  Umkehrfunktion  des  Integrals  (9)  ist 

or  (-- I  Wi,   «3   ) 

12)  |  =  y^;-73-iJ^»-^. 

(Tg        — i    Wi,      Wg 

VVe,   -  eg  j 

Die  Perioden  der  hier  rechts  stehenden  elliptischen  Funktion 
sind  4ft>j^y^^^,  2ö?3y^—  e^  (§  42,  VI);  wir  schreiben  dafür  4Z, 
2iK^  im  Anschluß  an  Jacobi,  bei  dem  K  and  K^  positive  Zahlen 
waren : 

13)  K^co.^J^-^   ^,  =  -^y^-r^. 

Für  die  rechte  Seite  von  (12)  schrieb  Jacobi: 

14)  sinus  amplitudinis  w,     abgekürzt  sin  am  w?. 

Er    führte    nämlich    das   Integral  (9)    durch    die    Substitution 

<p 

^  =  sin  OD  über  in  w  =     —         ^  und    nannte    cp  =  arc  sin  | 

^  ^  j  V  1   -  k^  sin2  (p 

0 

die  Amplitude  von  w.     Daneben  betrachtete  er  die  Funktion 

15)  cos  am«?  =  yi  —  1^ 

mit  der  Bestimmung  des  Vorzeichens,  daß  für  ^  =  w  =  0  die  Quadrat- 
wurzel gleich   +  1  sei,  sowie 

16)  Delta  amplitudinis  w  =  Asimw  =  ^1  —  P ^^  mit  J am  0  =  +  1 . 
Später  schrieb  Gudeemann^  an  Stelle  von 

1 7)  sin  am  w ,         cos  am  w ,         A  am  w 
kürzer 

18)  snw,  cnw,  dnw, 

wir   schließen   uns   dieser  üblich  gewordenen  Bezeichnungsweise  an. 


^  GuDEEMANN  (1798—1852),  Professor  in  Münster,  Lehrer  von  Weieksteass. 
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Danach  ist  also : 

19)  ^  =  snw  -=  ye^  —  -      \   i  v   ^-        zr 


3 


■gU/Vei      -      gg) 


Vergleicht  man  die  Definitionsgleichungen 

20)  sn^w -\- cn^ic  =  1 ,       P  sn^ic -{- dn^w  =  1 

mit  (19)  und  mit  den  aus  §  42  (2S)  sich  ergebenden  Gleichungen 


(^^    -eo) 


4'- 


SO    findet   man   mit  Beachtung   der  getroffenen  Festsetzungen  über 
die  auszuziehenden  Quadratwurzeln: 

21)  cnw  =  --— ,      dnw  —    ^        ^   ^  — -  - 

(T^^wjyej^  -  63)  (j3(w.'/]/ei  -  63) 

Aus  (9)  folgt  ferner  mit  Beachtung  von  (20): 

22)  — ~ =  ]/(l  —  STk'^  w)  (1  —  ¥  S7i^  2ü)  =  C71W  dn  w 

und  sodann  aus  (20)  durch  Differentiation: 

oQx  denw  , 

Zo)  — ; =  —  sn  w  an  ir , 

'  dw  ' 

rt^x  ddniü  ,9 

z4)  — ; =  —  k^  snw  cn  tc  . 

'  diu 

Die  Differentialgleichungen  (22),  23),  (24)  lassen  sich  auch  aus  der 
Gleichung 


'  du    ü^u  (T^u     a^u 

ablesen;  diese  beweist  man,  indem  man  die  Identität  »w—e   =  \ 

differenziert  und  Gleichung  (12)  von  §  42  beachtet. 

Da  snw  gleich  wie  -^-  eine  elliptische  Funktion  zweiter  Ord- 

nung  ist,  muß  sich  nach  Satz  I  von  §  36  jede  elliptische  Funktion, 
die    zum    gleichen  Periodengitter  gehört,    rational    durch  snw   und 

das  Produkt  cnw  dnw  =   ~^—  ausdrücken  lassen, 

dw 

Wir  wollen   nochmals   kurz  wiederholen,   welche   Schritte   uns 

von  7j=pu  zu  ^  =  snw  führten:    wir  haben  nacheinander  folgende 

Substitutionen  gemacht: 

26)        ;,=^      .r=-|/7,    i=^-y^r^^5 
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sie  ergeben  in  eine  zusammengefaßt: 


27) 


I  = -^--^=      oder     snw  = 

■yy  -  ß3 


dy 


Durch  die  Substitutionen  (26)  wird  u=     — 

J  V^y^  -  9^1  y  -  9z 

oo 

nach  übergeführt  in 

/d% 

X 

r dx       

Jijx  -{e,  -es)x^){l  -{e,  -  es)x^) 


der  Reihe 


28) 


y. 


'l     -     «8  J 


d^ 


V(l  -^^)(l  -^'2|2)        Ye^  _  e. 


Insbesondere   gehen    die   Integrale    (7),   (11)    des  §  22   für  die 

Perioden  über  in: 

1 


29) 


30) 


J  1/(1      ad  -k^ 


^') 


s") 


Z  =  «j  ye^  —  e^  und  iK^  =  (o^^e^  —  e^  sind  homogene  Funk- 
tionen der  Dimension  Null  von  w^,  «3;  denn  die  e^  sind  nach 
Definition  homogene  Funktionen  der  Dimension   —2  von  oj^,  Wg. 
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Wir  stellen  in  diesem  Paragraphen  für  die  Funktionen  snio, 
cnw,  dnw  einige  Formeln  zusammen,  deren  Beweise  sich  aus  den 
entsprechenden  für  die  ö--Quotienten  abgeleiteten  Formeln  von  selbst 
ergeben  auf  Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  festgestellten  Be- 
ziehungen: 


snw 


=  K 


(SU  (T.  U  j  cf^u 

Co j      cnw  =i  — — >      ämv  = 

^  a«u  a^u  (TaU 


für 


u  =  wjye^  -  e^. 
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I.  Homogenität:  Die  Funktionen  snw,  cnw,  dnw  sind  homogen 
von  der  nullten  Dimension  in  u,  co^,  co^. 

IL    Perioden  (vgl.  Figuren  28,  29,  30,  S.  148,  149): 

a)  für   snio\     Ah^K -\- 2h^i K^, 

b)  für  cTzw;:     4.  h^  K -\- 2  h^(K -{■  i K^ , 

c)  iviV  dnw:     2  A^  Z  +  4  h^  i  K^ . 

III.  Pole    gemeinsam  für  die   drei  Funktionen  snw,   cnw,  dnw: 

2lK-\-[2n^\)iK^     (>t/i  =  0,  ±1,  ±2...) 

IV.  Nullstellen\ 

a)  von   snw:      21K  -\-  2  pii  K^^ 

b)  \o\i  cnw:     [21 -{- \)K -^  2  ^li  K^, 

c)  Non  dnw:     {21 -\-  \)  K -\- [2  ^i -\-  \)i  K^, 

V.  Bei  Vermehrung  des  Arguments  w  um  K,  i  K^  oder  K-\-  iK^ 
gehen  die  Funktionen  snw,  cmv,  dnw  in  die  in  der  folgenden 
Tabelle  je  in  der  gleichen  Zeile  stehenden  über: 


w  +  K 


w  +  i  Kl 


w  +  K  +  iKi 


snw      \  cnw:  dnw  \\ksnw  dnw -.k  cnw 

cnw  —  kl  sn  w  :  dn  w        —  i  dnw  -.k  snw  —  i  k^ :  k  cn  w 

dnw      I  kl  :  dnw    \    —i  cnw  :ksnw       ikisnw:    cnw 

VI.    Ebenso   bei   Vermehrung  des   Arguments  w   um    2K,  2iK^^ 
2K-\-2iK^: 


snw 

cnw 
dnw 


w  +  2K 


snw 
cnw 
dn  w 


w  -\-  2iKi 


snw 

cnw 


w  +  2K  +2iKi 


snw 

cn  w 

dnw 


VIL    Spezialwerte   (sind    auch,  in    die    Figuren  28,  29,  30  ein- 
getragen): 


1 

i            0 

li 

K 

%Ki 

K  +  i  Kl 

snw        !| 

0 

1 

00 

l:k 

cnw 

1 

0 

00 

-iki-.k 

dn  w 

1 

.   kl 

CO 

0 

VIII.   Die  Koeffizienten  der  Taylor  sehen  Reihen  für  snw,  cnw, 
dnw   findet   man,    indem  man   die   Gleichungen  (22),  (23),  (24)   des 
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§  45  weiter  difierenziert  und  die  erste  Vertikalreihe  der  Tabelle  VII 
beachtet: 


1) 

snw  -  ir    -      g,      w"  ^              ^,             w''  Ar-  • 

2) 

,         'w;2         1  +4P     4        1  +  4Ak^+  16  Ä* 

3) 

^7^  ?6'   =    1    -       ;^^   H -^-j W^  +    ... 

IX. 

Die  Funktionen 

w-  -r 


X  =  snw,     y  ~  cnw ,     z  —  dnw 

yenügen  den  folgenden  Differentialgleichungen  mit  den  beigeschriehenen 
Anfangsbedingungen : 

dx 
dw 


4)     4^  =  yc  ^ ^•')(i  - '''^'),  "-•  ==  0.  -^^  0 


=  1. 


6)  -^  =  -^A,|Al--)(l-^).  -  =  0, 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  §  45  (23),  (24) 
unter  Beachtung  von  (20).  Die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln 
denken  wir  uns  so  bestimmt,  daß  man  +  1  erhält,  wenn  man  die 
Veränderliche  x,  y  oder  z  gleich  Null  setzt;  die  Größen  k,  k^  sind 
durch  die  Quadrate  der  (§  44  (12),  (13))  festgesetzten  Größen  ]/t,  ^jk^ 
eindeutig  bestimmt. 

Man  beachte,  daß  als  Faktoren  von  —  .r^,  ~y2^  —  z"-  unter 
den  Quadratwurzeln  drei  der  sechs  Doppelverhältnisse  stehen,  welche 
als  Invarianten  zum  Perio^dengitter  2  \  09^  +  2  Äg  (o^  oder  auch  zu 
dem  ähnlichen  Periodengitter  2h^K  -^2h^iK^  gehören.  Differential- 
gleichungen, welche  in  gleicher  Weise  von  den  drei  übrigen  Doppel- 
verhältniswerten abhängen,  erhält  man  durch  die  Substitutionen 

/        7  ,         ik  ' ,  % 

X   =  kx,      y   =  ^~y,     ^    ==-r-; 

man  findet  so: 

X.    Die  Funktionen 

I  i  k  l 

X  =  k  sn  w ,     y   ~  --j—  cnw  ,     z'  =    —  dn  w 

genügen  den  folgenden  Differentialgleichungen  mit  den  beigeschriebenen 
Anfangsbedingungen : 

ßuRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  10 
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Die  Sätze  IX  und  X  kann  man   auch  folgendermaßen  formu- 
lieren: 

XI.    Die   Umkehrfunktionen  der  sechs  Integrale 

X  y 

0  1 

/•  dx  /•  c^a;' 

«fo  =    /  —  -  - ,     w^  = 


ax  /' 


(l-:t")|l-^ 


dy'  n  dx' 


a-^'^)(i-(-^-)^'^) 


i/a-*'^)^-^-'') 


Wir  wollen  endlich  noch  die  Umkehrfunktionen  der  sechs  in 
Satz  XI  vorkommenden  Integrale  hinschreiben  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  in  jedem  dieser  Integrale  die  untere  Grenze  zu  Null 
gemacht  werde.  Nach  Satz  IX  ist  beispielsweise  2/  =  cnw  die  Um- 
kehrung von 

y 
f*  dy 


1 

ferner  ist  nach  Tabelle  VII  für  w  ^  K:   3/  =  0,  also 
0 


und 

y        y 

w  = 

1        0 


,,/ä-.')(i-(-|;).' 

y        y 
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Setzt  man  also 

y 

dy 


0 

so  ist  w  =  w'  -\-  K,  also 

y  =  c» (u/  +  iT)  =  -  Ä.  ^  "  (nach  Tabelle  V). 
Wenn  man  zum  Schlüsse   noch  w.^  für   —  k^  w    schreibt,   ergibt  sich 

k.sn—- 

y    ^    

dn-y^ 
kl 

als  Umkehrung  von 

y 

dy 


r        dy_ 


0 

Genau  die  nämlichen  Überlegungen  macht  man   bei  den  Integralen 
t^g,  tü^,  Wq  des  Satzes  X.     Das  Ergebnis  ist  folgendes: 
XII.    Die    Umkehrfunktionen  der  sechs  Integrale       ' 


y 
dx  r  dy 


/ax  _    r 

0  0  ^  '        "^ 


)  ^-  -17Y  y' 


k'_ 

2 


dz  n  d  x 


0 

y' 


d  y'  /  •  d  %' 

w^  —    \  —  j      w^  —    ^ 


|/(i-.-)(i-(-'i^U-) 


0 


1^2  ^3 

sn—r--  ^^^TT" 

X  =  snw^  .  y  T=  b    . ,        Z  =  l  k.  

dn-f^  cn-^ 

kl  tki 

sn^-  sn—^ 

X  —  ksn  -f^  ,      y   ^  ik ,  z  —  i 


ik  t 


Hierbei  ist  immer  zu  beachten,   daß  für  unseren  bisherigen  Stand- 
punkt, den  wir  erst  im  übernächsten  Abschnitt  verlassen  werden,  k^ 

10* 
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keine  willkürlich  gegebene  Größe  ist,  sondern  daß  P  und  k^^=l  —  p 
bestimmte  Funktionen  der  Perioden  co^,  co^  sind,  von  denen  wir 
ausgegangen  sind. 


§  47.  Die  konforme  Abbildung  durch  die  Funictionen  snw,  cnw, 
dnw,  falls  Wj  und  «g/z  reell  sind. 
Wenn  m^  und  co^ji  reell  und  positiv  sind,  so  ist  nach  §  44  (8) 
(vgl.  auch  §  23)  ^e^  —  e^  positiv  und  also  auch  sowohl  K=co^  ^^\—^z 
als  auch  K^  =  (co^l'i)^e^'—e^  positiv.  Wir  haben  in  diesem  Falle,  wo 
das  Periodengitter  ein  Rechtecksgitter  ist,  die  konforme  Abbildung 
durch  die  Funktion  p  u  näher  untersucht  (§  23)  und  wollen  die  ent- 
sprechende Untersuchung  auch  für  snw^  cnw,  dnw  durchführen. 
Aus  den  Ergebnissen  des  §  23  folgt  sofort,  daß  irgendein  rr-Quotient 

1 


Vp 


V  p  U 


CO.,,   CO. 


auf  irgendeiner  Seite  des  Rechtecks  mit  den  Ecken  0, 
oder  eines  daraus  durch  Spiegelung  an  den  Seiten  hervorgehenden 
Rechtecks  entweder  ausschließlich  positiv  reelle  oder  negativ  reelle 
oder  positiv  imaginäre  oder  negativ  imaginäre  Werte  annimmt.  Das 
gleiche  gilt  also  für  die  Funktionen  smv,  cnw,  dnw  und  für  das 
Rechteck  7i  mit  den  Ecken  0,  K,  K-\-iK^,  i  K^  sowie  die  daraus 
durch  Spiegelung  entstehenden  Rechtecke.  Für  die  Ecken  des 
Rechtecks  R  sind  die  Werte  der  Funktionen  in  der  Tabelle  VII 
des  §  46  zusammengestellt,  für  die  Ecken  der  daraus  durch  Spiege- 
lung entstehenden  Rechtecke  ergeben  sie  sich  aus  den  Tabellen  der 
Sätze  V  und  VI.  Die  Ergebnisse  sind  in  den  nachfolgenden 
Figuren  28,  29,  30  dargestellt^,  in  ihnen  sind  die  Linien,  längs  deren 
die  betreffende  Funktion: 


jVjjKiK-hi 


^aOo 


I 


V 


Tc       5^      -^jc 


z»  iki\ 
-Je] 


fiX/'^J^^iICi 


-7  0 


5K-hiKl 


o 
z=  sn  TV 


rv-o    X        2!^_    ,j{g iK 

z=n     o        -10 
z^cnrv 


Fig.  28. 

positiv  reelle  Werte  hat, 
negativ  reelle  Werte  Jiat, 
positiv  imaginäre  Werte  hat, 
negativ  imaginäre  Werte  hat, 


Fig.  29. 


ausgezogen  — 

gestrichelt 

strichpunktiert 
punktiert    •  • 
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Zum  Verständnis  dieser  Figuren  sei  noch  bemerkt:  gehen  von 
einem  Punkte  verschiedene  Linien  aus,  längs  deren  z  positiv,  und 
andere,  längs  deren  'z  negativ  reell  ist,  so  müssen  in  den  Winkel- 
räumen zwischen  ihnen  abwechselnd  Linien 
liegen,  längs  deren  z  positiv  und  negativ  imaginär 
ist.  Bei  positiver  Umkreisung  eines  Punktes,  in 
dem  2:  =  0  ist,  folgen  diese  Linien  in  der  Reihen- 
folge: +  1,  +2,  —  1,  —i  aufeinander,  bei  posi- 
tiver Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  2:  =  00 
ist,  in  der  entgegengesetzten. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  ä^  =  -^~^   nach 
§  23    >  0   und    <  1; 


K^.?iKi 


ndiziKj  ß*2iKh  t\Kf2iKi 
I  r  ( 


Z=C>5 


h     ^ 


die  in  §  46,  (4)  und  (6)  ^,^  ;^^,^^ 
unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Polynome 
vierter  Ordnung  haben  also  nur  reelle  Null- 
stellen. Bei  dem  Integral,  dessen  ümkehrung 
dnw  ist,  ist  außerdem  die  untere  Grenze  ein 
Verzweigupgspunkt;  man  hat  also  bei  der  Ab- 
bildung durch  z  -^  dnw  genau  das  Bild,  das 
uns  schon  im  §  13  begegnet  ist.  Die  Abbildung  durch  x  =  snw  zeigt 
nur  den  Unterschied,  daß  die  untere  Grenze  des  Integrals  kein  Ver- 
zweigungspunkt ist;  betrachtet  man  aber  die  Abbildung  durch  die 
Funktion  x  =  sn{w-\-K)^  was  bloß  auf  eine  Verschiebung  der  z^j-Ebene 
um  die  Strecke  K  hinausläuft,  so  wird 


y.^daw 
Fig.  30 


w^-K-^ 


I 


d  X 


]/(l  -x'){l  -  k^x^) 


I 


dx 


]/(l  -x^){l  -k*x^) 


/ 


dx 


Yil  -  x'')  (1  -  F  x^) 


J  1/ä" 


x^){l  -k^x^) 


und  man  hat  wieder  die  untere  Grenze  iü  einem  Verzweigungs- 
punkt und  somit  das  gleiche  Bild  wie  in  §  13. 

Bei  der  Abbildung  durch  ?/  =  cnw  liegt  der  Fall  vor,  wo  das 
Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert 
imaginäre  Wurzeln  hat  (s.  §  46  (5;).  Das  Bild  der  in  Fig.  29  nicht 
eingezeichneten  Seiten  0  •  •  •  2  Z  +  2  e  Z^  und  4  Ä"  •  •  •  6  Z  +  2  z  Z^ 
fällt  in  diesem  Falle  weder  in  die  reelle  noch  in  die  rein  imaginäre 
Achse  der  y-Ebene. 

Daß  auch  im  Falle,  wo  das  Parallelogramm  0  •  •  •  «^  •  •  •  w^  +  «3-  •  •  «3 


kein  Rechteck  ist,  durch  die  Funktionen  snw,  cnw,  dnw  die  passend 
zerschnittenen  Riemann  sehen  Flächen  für 
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y[l  _  ^2^(1  _  p^^     |/(i  _  y2^  (l  -  (-  5)  y'] 


l/(l--^)( 


1--^ 


auf  Parallelogramme  der  ?ü-Ebene  abgebildet  werden,  folgt  schon 
aus  dem  §  35  Bemerkten ;  doch  sind  dann  die  Linien  der  i^-Ebene, 
die  den  reellen  und  rein  imaginären  Achsen  auf  jenen  Riemann- 
schen  Flächen  entsprechen,  nicht  mehr  so  einfach  wie  in  den 
Figuren  28,  29,  30. 

§  48.  Die  Additionstheoreme  der  Funktionen  snw,  cnw,  dnw. 
Einfacher  als  auf  Grand  der  allgemeinen  Ansätze  des  §  36 
leitet  man  die  Additionstheoreme  der  Funktionen  sniv,  cnw,  dnv- 
aus  den  Formeln  (6),  (7),  (8)  des  §  33,  d.  h.  also  schließlich  aus  dem 
Additionstheorem  der  ö--Funktion  ab.  Führt  man  in  diese  Formeln 
die  Zeichen  ö-^,  o-g,  ö-g  ein,  so  gehen  sie  nach  leichter  Rechnung 
über  in 

1)  (y{u  -{-  v)g[u  —  v)  =  (7^u  (jß^  V  —  (T^v  (t/  u  ; 

2)  (7ß  {u  -\-  V)(7{V  —  V)  ~   (TU  Gß  U  G    V  G  ^V  —  G    U  G  ^U  O  V  G  ßV  \ 

3)  G^  [U  ^v)Gß{u  —  V)  =  G^UGßUG^VGßV  —  [ß^  —  6^  GUG^UGV  G^V  . 

Dann  folgt  durch  Division  von  (1)  durch  (2): 


4) 


Gß  {U   +  V)  (TU       (/„  V      (Jyl)  (J  V        (J^U     OyU 

Ga  U      (Ja  V      (Jp  V 


ferner  erhält  man,  wenn  man  in  (3)  a  durch  y  ersetzt,  und  die  so 
umgeformte  Gleichung  durch  die  ursprüngliche  dividiert: 

(TU       (TV 


5) 


_7_     _  /       _       X 

(T     {U    +    V)  fy     u      (j      11      (j      y;       ff^  Y  ^     (T„  U      (T„  V 


(Tq  (Zl   +   V)  (TßU     (TßV  (T  U      (Ty  U       (T  V        <T ^  V 

a^u    (T^^v       ^«       ^ß   (T^u    (T^u    a^v    a^v 

Führt  man  die  Funktionen  Jacobts  ein,  so  erhält  man  aus  (4): 


6) 

sn[?i  -\-  v)  = 

aus  (5): 

"0 

cn(u  +  ü)  = 

und: 

8) 

dn{u  -\-  v)  = 

sn"^  u 

—  sn^v 

sn  u  cnv 

dnv 

—  snv  cnu  dnu 

cnu 

dnuenv 

dnv  -  k"" 

snu  sn  V 

dnu 

',  dnv 

'-\-k^ 

snu  cnu  snv  cnv 

cn  u 

dnu 

cn  V 

dnv  +  k'' 

snu  sn  V 

cn  u  cn  V  +  snu  dnu  sn  v -dn  v 
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Setzt  man  in  (6)  v  =  u,  so  erscheint  die  rechte  Seite  in  der  Form  0/0; 
multipliziert  man  aber  Zähler  und  Nenner  mit: 

sn  u  cn  V  dnv  -\-  sn  v  cn  u  dnu , 

formt  den  entstehenden  Nenner: 

sn^u  cn^v  dn^v  —  sn^v  cri^u  drt^u 

durch  Benutzung  der  Gleichungen  §  45  (20)  um  in: 

srr'  u  —  sn^  v  -f  P  {sn^  u  sn'^v  —  sn^v  sn'^  u) 

und  dividiert  mit  sn^u  —  sn^  v  im  Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man: 

_ .  /  N         -5  '^  u  cnv  dnv  +  snv  cnu  dn  u 

9)  .«(»  +  «)=  -^-zrw-sW,r^v 

Diese  Form  wird  für    u  =  v   nicht  mehr  unbestimmt,  sondern 

liefert : 

2  snu  cnu  dn  u 


10)  sn2u  = 


1  —  k^^  sn^u 


Die  Gleichungen  (7),  (8)  liefern  für  v  =  u  unmittelbar  Formeln 
für  cn2u,  dn2u,  die  man  durch  Umformung  der  erhaltenen  Zähler 
und  Nenner  leicht  auf  folgende  Form  bringt: 

^.,                                           fi            en^  u  —  sn^  udn'^  u 
11)  cn  l  u  = r^^ — , 

Man  beachte,  daß  die  Form  (9)  des  Additionstheorems  für  snw  sich 
nur  in  der  Bezeichnungsweise  von  dem  schon  zu  Anfang  des  §  2 
erwähnten  von  Eulee  gefundenen  Additionstheorem  für 


f 


dx 


]/(l  -  a;2)(l  -  k'^cc^) 

unterscheidet. 

Im  Grenzfall  ä=0  geht  snw  in  sin  t^,  cnw  in  cos  i^;  über, 
während  dnw^X  wird;  die  in  diesem  Paragraphen  abgeleiteten 
Additionstheoreme  gehen  dann  in  die  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen über. 
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ACHTER  ABSCHNITT. 

Theta-Funktionen. 
§  49.    Definition  der  Funktionen  ß^Q[v\  ß^^{v\  i\[v),  &^{v). 

Die  Funktionen  a?/,  cr^u,  a^u,  g^u  haben  den  Nachteil,  daß  das 
Gesetz  ihrer  Entwicklungen  nach  Potenzen  von  u  unübersichtlich 
ist  und  daß  außerdem  diese  Potenzreihen  nichtsehr  rasch  konvergieren. 
Diesen  Übelständen  kann  man  begegnen,  wenn  man  statt  der  vier 
f7-Funktionen  die  Funktionen  e-S'yi^i^V?/:  und  e-2'7i«i«'o-  u  benutzt, 
die  sich  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (22)  des  §  27  und 
(3),  (6),  (9)  des  §  43  ganz  von  selber,  dargestellt  durch  unendliche 
Produkte,  darbieten,  oder  noch  besser  diese  Funktionen  multipliziert 
mit  passenden,  von  u  oder  v  unabhängigen,  aber  noch  von  r  ab- 
hängigen Konstanten.  Man  gelangt  so  zu  den  Theta-Funktionen, 
die  Jacobi  lange,  bevor  Weiebstrass  die  «•- Funktionen  einführte, 
zu  einem  grundlegenden  Bestandteil  der  Theorie  gemacht  hat,  und 
die  auch  heute  noch,  namentlich  für  Zahlenrechnungen,  unentbehr- 
lich sind. 

I.     Man  definiert: 

1)  o-M  =  e-'7i«i«'i.9'j(w)(7j(r)  U  = 

4)    ■  G^7i=^e''-v.co,-''.\[v)C^[T). 

Für  die  zunächst  noch  unbestimmt  gelassenen  Funktionen  C^(t), 
^*iWv^2W>  ^sW  fü^^*  ^^^  folgendermaßen  andere  Bezeichnungen 
ein:  aus  (2),  (3),  (4)  folgt  für  w  =  0 

'^^'^-^«k         (-  =  2,3,0), 
dagegen  aus  der  nach  v  differenzierten  Gleichung  (1)  für  u  =  v 

Indem  wir  uns   eine  passende  Bestimmung  der    .,^- Nullwerte" 

^i'(O),  ^^^(0),  ^^3(0),  &q{0)  vorbehalten,    schreiben  wir  an  Stelle  von 
(1).  (2),  (3),  (4):  ■ 


2  (^   '     ^  ~ 
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5) 

■2  oj,e- '•'"''', %(v) 

ö) 

'^."=^^'■"■"'1:1' 

7) 

.,«  =  e^.».»'-|«|, 

8) 

'^3  «  =  «'•""■"■■ !-!;;!  > 

Die  Funktionen  i^g  (v),  xf^  (v),  &q  {v)  sind  nach  Definition  gerade 
Funktionen,  »^-^  [v)  ist  eine  ungerade  Funktion;  alle  vier  i^'-Funktionen 
sind  ganze  transzendente  Funktionen  und  homogen  vom  Grade  Null 
in  it,  «j,  «3.  Es  genügt  eine  der  vier  iT^-Funktionen  näher  zu  be- 
trachten und  die  anderen  drei  auf  diese  zurückzuführen,  genau  so 
wie  man  vermöge  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  des  §  42  drei  der 
vier  <7-Funktionen  durch  die  vierte  ausdrücken  kann.  Wir  wählen 
als  „fundamentale  ^-Funktion":  ^9-3(1?)  (es  stellt  sich  heraus,  daß  bei 
dieser  Wahl  die  folgenden  Rechnungen  am  einfachsten  werden)  und 
drücken  folgendermaßen  die  Funktionen  i^q{v),  r^-^iv),  i^^^P)  ^^^^^^ 
»9-3(1;)  aus,  indem  wir  aus  dem  soeben  erwähnten  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  des  §  42  cfu,  a.^u,  a^u  durch  (j^ji  ausdrücken,  die  erhaltenen 
Ausdrücke  in  die  Delinitionsgleichungen  (5),  (6),  (8)  einsetzen  und 
schließlich  vermöge  (7)  g^u  durch  d'^i:^)  ersetzen: 

9)  ,^^(^)  =  ,^(^).       ry,V^\), 

T   -    1 


10)  ^9-,(z;)  =  Ci(r)e--^t^3(^ 

11)  ^^(")  =  C3(r)^— •", 9-3(1; -M. 


^  Auf  die  mit  den  noch  unbestimmten  19-- Null  werten  zusammen- 
hängenden Funktionen  c^{t\  Cj(t),  c^J(c)  kommt  es  einstweilen  nicht 
an.    Die  Umrechnung  der  Gleichung  (5)  in  (10)  vollzieht  sich  z.  ß.  so: 

IK  [v]  =  ^^-^^  e-in.o^,v^-  anr=-  J!V(0)(roj.,  ^..^Orjrco.v'^-v.iu+co,)  ^  ,,,   1  ,,,  ^ 

'^"h  2v  1  3/  ^g  ^2   (13)) 

-         ——  e  e  «T3  \v  ^ 

(mit  Benutzung  der  Legendre  sehen  Relation  §  25  (14). 
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§  50.    Entwicklung  von  0-s{v)  in  eine  trigonomische  Reihe. 

Aus  dem  in  §  42,  III  festgestellten  Verhalten  der  Funktion  cr^  ii, 
falls  man  u  um  eine  Periode  vermehrt,  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichungen 

Aus  der  Gleichung  (1)  und  aus  I  B,  §  49  folgt,  daß  1^-3(1?)  sich  durch 
eine  gleichmäßig  konvergente  FouRiERsche  Reihe  der  Form: 

+00 
3)  .9-3(,;)=- 2  <«'"■•'" 

VI  =  —  CX( 

darstellen  lassen  muß.  Diese  Entwicklung  soll  nun  auch  di,e  Glei- 
chung (2)  befriedigen,  es  soll  also: 

+  00  +00 

^J     g2vijii(v  +  T)  ^^J     QTci[[2m-2)v-x] 
3?r  =  —  00  m—  —00 

sein.  In  der  Summe  rechts  kann  man  den  Summationsbuchstaben 
m  durch  m  +  1  ersetzen;  sie  lautet  dann: 

+00  , 

m——oo 

Nun  ist  aber  (vgl.  I  B,  §  47,  II)  eine  Entwicklung  einer  ganzen 
Funktion  in  eine  Reihe  der  Form  (3),  wenn  überhaupt,  nur  auf  eine 
Weise  möglich;  man  kann  also  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten 
gleichhoher  Potenzen  von  «?--^^"  den  Schluß  ziehen: 

Soll  die  Reihe  (3)  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  so  müssen  ihre 
Koeffizienten  der  Rekursionsformel  genügen: 

Diese  Rekursionsformel  gestattet,    alle   diese  Koeffizienten  fpl  ■ 
gendermaßen  durch  den  ersten  auszudrücken: 

die  Reihe  (3)  erhält  damit  die  Form: 


,{m'T  ■\-2mv)  Jii 


6)  ^o2 

7/i  =  —  00 

Daß  die  Reihe  (6)  für  jedes  endliche  v  konvergiert,  folgt  schon 
daraus,  daß  nach  I  B,  §  49  die  Existenz  einer  solchen  Reihe  für 
die  ganze  transzendente  Funktion  ß^[v)  feststeht,  und  daß  sich  die 
Koeffizienten  Ä^  eindeutig  bestimmen  ließen  bis  auf  den  unbestimmt 
gebliebenen  allen  gemeinsamen  Faktor  A^.     Wir  wollen  außerdem 
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noch  einen  direkten  Konvergenzbeweis  erbringen.  Zu  diesem  Zwecke 
bilden  wir  für  m  >  0  den  Quotienten  des  [m  +  1)*^°  Gliedes  durch 
das  m*®;  wir  erhalten: 

Man  sieht,  daß  er  mit  wachsendem  m  unendlich  klein  wird,  wenn 
die  zweite  Koordinate  von  r  positiv  ist;  und  zwar  gleichmäßig  in 
jedem  abgeschlossenen  Gebiete,  das  nur  endliche  Werte  von  v  und 
nur  Werte  von  r  mit  positiver  zweiter  Koordinate  enthält.  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  unter  derselben  Bedingung  auch  der  zu  negativen 
Werten  von  m  gehörende  Teil  der  Reihe  konvergiert.  Wir  haben 
aber  seit  §  18,  IV  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  daß  die  zweite 
Koordinate  von  r  positiv  sei. 

Aq  ist  die  von  vorn  herein  bei  der  Definition  von  d'^iv)  un- 
bestimmt gelassene  Funktion  von  t.  Wir  setzen  nunmehr  fest: 
Äq  soll  von  T  unabhängig  und  zwar   =1  sein. 

I.     Danach  ergibt  sich : 


8) 


■^-sW  =  ^M'^)  =  2«*"''"^'""""'' 


5)t=— OO 


j^     I     "^  ^irrxTti  {ß2mvjii     i     g—2mv.-ti\ 


m  =  l 


also  insbesondere 


9^ 


1  -f-  2  2  «''"'^■''  *  cos  2  m  V  n  , 


tu  =  —  oo 


=  1  +  22 


m  =  l 

benutzt   man    die    bereits    in   §  27   (16)    eingeführte    Bezeichnung: 
^vjii  ^  2^    ^Tjri  __  /^    go  kann  man  auch  schreiben: 

+  00 


10) 

also 
11) 


♦^si^)  =  2^"""^"'"  =  1  +  //(2  +  2"^)  +  A*(2^  +  Z~^) 

=  1  +  2Äcos2üjr  +  2A*cos4ü;r  +  2ä^cos6w^ 

+  2Ä^öcos8ü;r  +  .••, 

+  00  '  ■ 

.7-3(0)  =  2^""  =  1  +  2  (A  4-  //^  +  h^  +  h'^  4-  ^25  _|_  _  ^  _  )^ 

111,  =  —  00 


Diesen  analytischen  Darstellungen  der  Funktion  ■d'^{v)  entnehmen 
wir  noch  den  folgenden  Satz : 
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IL  Die  Funktion  ^^{v\t)  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung: 

12)  ^^A^i^. 

§  51.    Reihen  für  &^{v),  i3^^{v),  {^^(v). 

Die  bei  der  Definition  von  ^'^[v),  d^[v\  &^{v)  noch  unbestimmt 
gelassenen  von  r  abhängigen  Faktoren  sollen  durch  folgende  Forde- 
rung bestimmt  werden: 

I.  Auch  die  Funktionen  §^q[v\t),  '^i(?-'|r),  ß^^[vT)  genügen  der 
Differentialgleichung  (12)  des  §  50. 

Um  danach  beispielsweise  den  auf  der  rechten  Seite  von 
§  49.  (11)  vorkommenden  Faktor  c^{t)  zu  bestimmen,  bezeichnen 
wir  mit  (-ß-^)  ^^^  partiellen  DilTerentialquotienten  von  &^  nach  r, 
gebildet   ohne   Berücksichtigung  des  in  dem  Argument  v  —  --  ent- 

haltenen  r  und  schreiben  kurz  i^-g  für  i)-^  ('^  ~  I  1^)  ^i^d  Cg  für  c^  (r);. 
es  ist  dann: 


2      d  V  dl       3] 

Durch    Einsetzen    in    die    DifferentialgleichuDg   (12)   des   §   50, 
findet  man  für  c^  (r)  die  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

4:711 — ^r^-^  =—  n^  c^ir). 

Genau  die  nämliche  Differentialgleichung  ergibt  sich  für  Cj(t); 
dagegen  erhält  man  für  Cq{t): 

dCnil)    ^  Q 

dT 
Die  Integration  ergibt,    daß  Cq  von  r  unabhängig  ist,  und  daß 

jiir 

Cj  (r)  und  c^  (t)  sich  von  e  ^  nur  durch  von  t  unabhängige  Faktoren 
unterscheiden.  Wir  bestimmen  die  drei  so  noch  willkürlich  bleibenden 
reinen  Zahlengrößen,  indem  wir,  wie  üblich  setzen: 

Tziz  Jtir  • 

Danach  gehen  also  die  vorläufigen  Definitionen  §  49  (9),  (10), 
(11)  in  die  folgenden  endgültigen  über: 
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+  CX3  +^ 


«i  =  —  oo 


3) 


=  1  +  2  2 (—  1)™  ^'"'"  cos  2  w  t)  ;r  =  1  —  2  ä  cos  '2  i?  tt 
+  A^  cos  4  ü  TT  —  2  A^  cos  6  u  :r  +  ... 

4-00 
=    _  ^  e  -^  i  [(«» -  '/o)"  r  +  2  (m  -  V2)  («  +  ^'2)] 

■     =_i2(-l)'"Ä-(2m+l)^^2.«+l 


TW—  —00 


■m—  —  00 


/7l  =  0 

—  2  A"^  sin  3  z;  71  +  2  A'" -»  sin  5  v  :7i:  —  ... 

+^  +00 


?7J=— 00 


7«=  —00 


=  22  ^^'"  "^  "^^'  cos  (2  W  +  1 )  'ü  TT  =   2  A'  *  cos  V  TT 

+  2 A"/*  cos  ^V7i  +  2  A"'^  cos  5 1;  TT  +  ... 
Insbesondere  erhält  man  für  die  i9^-Null werte  die  Reihen: 

5)  ^o^\r)  =  1  -  2  (A  -  A*  +  A^  -  A^«  +  A25  +  . . .), 

6)  />2(0 1 r)  =  2  (A^^*  H-  A"*  +  A"'*  +  A"*  -f  . . . ) 

7)  ,9/(0 1 T)  =  2  (AV*  -  3 A'V^  +  5  A"  ^  -  7  A"V.  +  . . .  ) 

(der  Strich  auf  der  linken  Seite  von  (7)  bedeutet  Differentiation  nach  v). 
Aus  den  Formeln  (9),  (10),  (11)  des  §  49  folgt  mit  Beachtung 
von  (1)  sofort,  wie  sich  die  Funktionen  i9-^(v),  i9-j(ü),  i^^[v),  &^(v) 
verändern,  wenn  man  v  um  1  oder  t  oder  i  oder  t/2  vermehrt. 
Diese  Veränderungen  sind  in  folgender  Tabelle  zusammengestellt, 
in  welcher  zur  Abkürzung 


g—  jii 

{2v+z)  ^  ^ 

und 

g-«»(v+V.r)_^^ 

gesetzt  ist: 

.  +  1 

t^   +   T 

^  +  1/2 

2>  +  t/2 

2;  +  (1  +  t/2) 

^'^o  (^') 

^oC«^) 

-e^^ov 

^3(^0 

^e,.9-i(e;) 

e.^2(^) 

^.(^) 

-&,{v) 

-e^d-^iv)        ^^(v)    1     *>2^o(«^) 

^2  ^^3  (») 

&,  (v) 

-^2(^') 

e,&,{v)     -i^,{v) 

c,^3(r) 

-  i  6.2  i^^o  (f ) 

^Av) 

^a(^) 

e,&,iv) 

^o(^) 

e,y^,(^) 

ie.r'^.iv) 
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§  52.    Darstellung  der  Thetafunktionen  durch  unendliche  Produkte. 

Die  Thetanullwerte. 

Durch  Vergleichung  der  Definitionsgleichun^  §  49  (3)  mit  der 
Produktdarstellung  §43  (9)  findet  man,  daß  ^^{v)  bis  auf  einen 
von  V  unabhängigen  Faktor  gleich  lim  f^^  (z)  ist,  falls 

m— >-oo 

m 

1)  n(i  +  A2'-^^')(i  +  Ä2-1  z-') = fjz) 

v  =  l 

gesetzt  wird.  Wir  wollen  diesen  Faktor,  der  eine  Funktion  von  r 
ist,  bestimmen. 

Das  Produkt  (1)  ändert  seinen  Wert  nichts  wenn  man  z  mit  z~'^ 
vertauscht;  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z^  mit  positiven 
und  negativen  Exponenten  hat  also  die  Form: 

Von  den  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ist,  wie  man  un- 
mittelbar sieht,  der  letzte: 

für  die  übrigen  leiten  wir  eine  Rekursionsformel  ab.  Die  einzelnen 
Faktoren  von  /^  [z)  vertauschen  sich  nämlich  zum  größten  Teil  unter- 
einander, wenn  man  z  durch  hz  ersetzt;  es  fallen  nur  1  -\-  hz^  und 
l  j^  Ji^ra-i  ^-2   ^gg    ^jj(j   1+ä2to+12:2^    sowio    1  +  Ä"^  2~^   kommsu 

neu  hinzu,  so  daß  man  die  Gleichung  erhält: 

oder: 

4)  (ä2-  +  hz')fjhz)  =  (1  +  h^-+^z^)fjz). 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
von  z  und  vergleicht  die  Koeffizienten  von  z^\  so  erhält  man  die 
gesuchte  Rekursionsformel: 

^2m+2kJ{m)     i     J^2Tc-l  J{m)     _   J{m)     i     ]^2m  +  l  J{m) 

k  '  k—\  k  '  k~ 1 

oder: 

i  .  k-i  ^2k-lf^  _  ^2m-2k  +  2\       k 

Sie  liefert  der  Reihe  nach: 

/^), ^   -  ^  /™)       _   /,(m-l)^_LZLA__, 


Am  (^  ^)  =       i.     .     ,2m-l     -2^..     .     .   -^T"  /  m  (^) 


6) 
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(^  _  ;^2m  +  2v  +  2)(^  _  ;^2m+2v  +  4)(^  _  ;^2m  +  2.+6)  .  .  .  (^  _;,4m) 

Andererseits  ist 

8)  /  /•(--)  =  lim /„W 

f  m->-oo 

nach  §  27  und  43  im  Gebiete  0  <  |2:|  <  oo  eine  reguläre  Funktion 
von  z  und  es  ist  identisch  f(z)^f{z-^).  f[z)  läßt  sich  daher. in 
eine  in  dem  angegebenen  Gebiete  konvergente  Reihe 

^'  \  +J^(z^  +  z--)  +  ---- 

entwickeln.     Nach  dem  Cauchy sehen  Satze  (Iß,  §  39,  IV)  ist 

die  Integrale  erstreckt  über  irgendeinen  Kreis  |  ^  |  ==  const.  Da  auf 
diesem  Kreise  \f{z)—f^{z)\  gleichmäßig  beliebig  klein  wird,  falls  m 
hinreichend  groß  wird,  so  unterscheidet  sich,  unter  der  gleichen 
Annahme  über  m,  Ä^  beliebig  wenig  von  Ä^^'^\  d.  h.  es  ist 


11)  ^^  =  lim^; 


V 


Nun   konvergiert    bei   unbegrenzt   wachsendem   m   der   Nenner   des 
Bruches  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  gegen 

12)  if,  =  n(i-Ä2.) 

(§  44  (1)),    der  Zähler   aber   strebt   der  Einheit  zu,   was    eine  un- 
mittelbare Folge    der  Konvergenz    des  Produktes  (12)   ist.     Es   ist 

somit  ^„  =  -T^Ä"»-  und 

13)  f{z)  =  4-  f  1  +2A"^'"(^'"'  +  ^-'"))  ' 

also  nach  §  43  (9),  (10): 

=   n(l   -  Ä2^)n(l   +  Ä2-1Z^)(1  +  A2v-l^-2) 


14) 


v  =  l 


=  JJ  (1  -  äSv)  Q  (1  ^  2  ä2v-i  cos  2  ;r  y  +  ä*""^) 


■  =  1  r  =  l 


160 


VIII.    Theta- Funktionen. 


und 


15) 


oo  oo 

U-3(0)  =  11(1 -/''')  na +.Ä' 

I  v=l  v=l 


r-n2 


ffoH,' 


\/'^h-\      (§44(19)) 


Ersetzt  man   in  (14)  v  durch  v  -{-  ^'  also  z^  =  ^iv^i  ^xxxoh  —  z'^,  so 
erhält  man   (vgl.  die  Tabelle  am  Schluß  des  vorigen  Paragraphen): 


16) 


'^oM  =  n(i  -  Ä'')n(i  ~K^'-'z'){\  -  7,2-1^-^) 

OO  oo 

=  n  (1  -  ^^''')  IT  (1  -  ^^  ^'"~^  cos  2  71  ü  4-  A^—2) , 


v  =  l 


(«^oW»!!!!-/'--)!!  (!-/'-■ 


1\2 


17) 


Genau    so    findet   man,    indem   man   einmal  v  durch    u  +  — ,    also 

«2  _^  ^2t;.T:j  ciiirch  Ar^,  das  andere  Mal  v  durch  t;  -| tl  un(j  also  ^- 

durch   —  hz-^  ersetzt: 


18) 


19) 


,9-,(«)  =  h'l^{z  +  r-')II(l  -  F-)n(l  +  A'"^')(l  +  Ä'"z-2) 

oo  oo 

=  2 /('/.  cos  TT  t)  JJ  (1  -Ä2')n{l  +  2  A^' cos  2  ;rt) +  /(*'■; 


,^,  (0)  =  2  AV.n{l-/'-')n  {'  +  /''')' 

V  =  l  V  — 1 


^¥V' 


20)  - 


19-1(1;)  =  h:\^(z  -z-')Yi[i~  K^^)Yi{i  -  h'-rz^)[i  -  ä2.^-2) 


v  =  l 
00 


=  2AV4sin  :tvYl{^  ~  h^^)Y\[l  -  2h^-co^2nv  +  A*^), 

endlich  durch  Differentiation  von  (20)  mit  Beachtung,  daß  sin;rz; 
in  eine  gerade  Funktion  von  v  multipliziert  ist,  deren  Difi'erential- 
quotient  bei  t?  =  0  verschwindet: 
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21) 


!  =2;rÄV.yy3 


=  2a,y^i/^      (s.  §44(21)) 


Setzt  man  die  erhaltenen  Ausdrücke  für  die  i^- Nullwerte  in  die 
Definitionsgleichungen  (5),  (6),  (7),  (8)  des  §  49  ein,  so  erhält  man 
schließlich  folgende  Formeln  für  den  Zusammenhang  der  i9--Funk- 
tionen  mit  den  a: 


e  e--'h<o^v-a  u, 


22) 


^  \  TT         ' 


2oJi  j. 


'hi'^)  =  V^A 


e^e--Vi^x^''fT^u 


Aus  den  Endformeln  (15),  (17),  (19),  (21)  für  die  ^-Nullwerte,  für 
die  wir  kurz  ^q,  t^-/,  i^-g,  ^3  schreiben,  liest  man  folgende  Iden- 
titäten ab 

23)  'V  =  ^o*+'V' 

24)  &,-  =  %&,»,&^. 

Eine   Unmenge    weiterer   Relationen   zwischen   i?-- Funktionen   kann 
man  finden,  wenn  man  in  bekannten  Identitäten  zwischen  c- Funk- 
tionen, die  (T  aus  (22),  durch  die  ^  ersetzt. 
So  findet  man  z.  B. 


und 


\' &,'(«)  -  -V »o'i"'^  +  ^V »iH^) ^  0 


aus  §  42  (22),  ferner 

_d_     »,(v)  _  j»o»i'    »,(v)   »,(v) 

aus  §  45  (25);  endlich  aus  den  Additionstheoremen  der  ir-Funktionen 
solche  für  die  &,  wie: 

&,  »,  .9-3  (u  +  v)&,(u-v)^-  &„  («)  ,9-,  («)  &^  {„)  &^  (f) 

+  ^J«)^3(«)^^„(«)^,(«) 

(vgl.  §  48  (2)). 
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§  53.    Einführung  der  i^^-Funktionen  in  frühere  Formeln. 

Wir  sind  ausgegangen  von  den  Funktionen  p  m,  pu,  die  durch 
schlecht  konvergente  und  für  die  praktische  Rechnung  unbrauchbare 
Partialbruchreihen  definiert  waren  (§  20);  verwandelt  man  diese  Partial- 
bruchreihen  in  Potenzreihen,  so  haben  letztere  nur  einen  beschränkten 
Konvergenzradius.  Die  Einführung  der  ganzen  Funktion  a  u,  durch 
die  sodann  pu,  p'u  ausgedrückt  wurden,  bedeutete  schon  vom  rein 
rechnerischen  Standpunkt  aus  einen  großen  Fortschritt. 

Einen  weiteren  Fortschritt  erzielten  wir,  indem  wir  die  vier 
<7- Funktionen  durch  die  handlicheren  und  besser  konvergenten 
i^-Funktionen  ersetzten.  Wir  wollen  im  folgenden  einige  frühere 
Formeln  durch  Einführung  der  »9-- Funktionen  umgeschrieben  zu- 
sammenstellen iv  ist  immer  =  -^  ?    r  =  ^"^^  ,   h  =  e^"^']: 


1) 


er  u  ti  ,1        t^i   0') 

+  0O 


2  (-  1)"*  i'^  ^i  +  1)  h^'"'  "^  '^■-'-*'  cos  {2?n  +  \)vn 


=  ^^1  ^  +  T 


2  Wi 


2  ( -  1 )'"  Ä*"*  +  "^^'  fein  (2  ?}i  i-l)vn 


pu  = 


oder 

% 


3) 


d  u  (2  cüi)'^ 

(  pu  ==  e^  -}- 

=  ^i  + 

=  ''■>  + 

=    ^o  + 


4  //^  Wj 

(7,  U    \2 


1        &i  (0)  i5^.i  («; 


2  CO, 

1 

^1 

(0)  if,  (v) 

'  (0)  i^3  («') 

2  ('<! 

1 

^^1 

(0)  i^x  (^') 
'  (0)  ^0  («^) 

Die    Funktionen    snw,    ciiw, 
durch  die  i^-- Funktionen  aus 


2  w,     ^0  (0)  ^1  {v) 

dmc    drücken    sich    folgendermaßen 


4) 


sn  w 


c  n  w 


^1 


w 


Vk 


2K 


{K=  Wj]/'/ 


^ 


7  ».(.^) 


2K 


dnw  —  ]//fj  — 


*4^) 


2K 
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Aus  den  vier  Gleichungen; 


), 


6)    1/  ^  i/^2   -  ^3  =  -  «'^2  iO)  =  -   2  2  ÄV*(1  +  /il-2+  Ä2-3+  Ä^-'+  •  •  •  ), 


7)     / 


j/l^  -|/^^  _  ,.g  =  ,9-3  (0)  =  1  +  2  //  +  2  Ä*  +  2  h'  + 


i,  1/1^^1  ye^  -  ^2  =  1^,  (0)  =  1  -  2  Ä  +  2  A*  -.  2  Ä 

_  ^3  _ 


folgt 


(  i    '^  f'h 


""  Ve-2   -   ^3  K  ßl    -    «3  y^l    -    ^2 


F^l    -    ^3    -    yei    -    62 


~(2Ä  +  2A9-[_  2/i25  + 


1  +  2A4  +  2Äiß  + 


ferner  mit  Beachtung  von  e^  +  e^  -{-  e^  =  0 


lOi 


1    /'    rr     \2 


I   '■^  =  -8-i2l^M'V-«Vi. 


und  durch  Addition  der  achten  Potenzen  von  (6),  (7),  (8): 

^2  =  -  4  {e^  e^  +  e^  e^  +  e^  e^)  =  -  [e^  ^  e^-\-  e^^ 


11) 


-  4  (^j  ^^  +  ^2  ^3  +  ^3  ^1^ 


Für  ^3  =  4  ^j  ^2  ^3  erhält  man  einen  Ausdruck  durch  die  i9'-Null werte, 
wenn    man   die  Gleichungen  (10),  miteinander   multipliziert;   ferner 

aus  (5)  und  (11): 


12) 


/  = 


g^''  1      {^<,^  +  t^3»  4-  i^r 


54 


^i' 


11 
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Für  die  Größe  rj^  findet  man  durch  Vergleichung  der  Koeffi- 
zienten von  v^  auf  beiden  Seiten  von  §  49  (8)  mit  Beachtjung  der 
aus  §42(11)  folgende  Gleichung  0-3" (0)=  —e^  die  folgende  Darstellung: 

1      1^0"  (0) 

24  h^     1  -  6  /?.5  +  20  h^-  -  50  //^^  -\ • 


-*     i  Wi  1  -  2  /i  +  2  Ä*  -  2  /i*^  H 

(ähnliche  Formeln  findet  man  durch  Koeffizientenvergleichung  aus 
§  49  (5),  (6),  (7).) 

In  §  39  (16)  haben  wir  das  Doppelverhältnis  l  der  Verzweigungs- 
stellen irgendeiner  zum  Periodengitter  2^^(0^+2^30)3  gehörigen 
RiEMANN sehen  Fläche  als  Funktion  von  «3/0)^  eindeutig  definiert 
und  damit  zugleich  die  fünf  anderen  Werte 

des  Doppelverhältnisses  der  gleichen  Punkte,  und  in  §  44  (12),  (13) 

haben  wir  sogar  ]/T  und  y\  —  X  in  eindeutiger  Weise  durch  die 
Produkte  H^y  H^^  H^  definiert.  Führt  man  an  deren  Stelle  ver- 
möge §  52  (15),  (17),  (19)  die  Reihen  für  die  i^-- Null  werte  ein,  so 
erhält  man  folgende  Darstellungen: 

14^     1/r=  t/ä  =  iV^LzÄ  =  ^'2  (0 1  t)  ^  2  h"i^  +  2  h"^^  +  2  //"^  + . . . 

'  ^  ^  V  «z-ßi  ^3(^|t)  1  4-  2ä  +  2A*  +  2^9+  .  .  •  ' 

1  ^\  1/1 — T- i/r- iVKEK _  ^0 (Q I ^)     1  -2/^  +  2^^-2^^  +  - . • 

lOj   J^l  -  A  -   [/Aj  _  |/  -^--^  _  ^^T^öl^-  T+2Ä  +  2A*  +  2Ä«  +  .;^  ' 

Wir  definieren  noch  eine  Größe  /  als  eindeutige  Funktion  von 
T  =  (o^lco^   durch  folgende  Gleichung: 

und  finden  durch  Vergleichung  mit  (14): 

1.  i?2e  in  (14)  eingeführte  Grüße  l  hängt  somit  von  4  r  in  gleicher 
fTeise  ab  wie  ^k  von  t;  oder  wenn  man  wieder  ]/%  ]/l  —  A  für 
]/A,  ]/Äj  schreibt;  es  ist 

18)  |/i(4^^i^ii:iEM. 

l+]/l-i(T) 

Diese  hier  zunächst  etwas  unvermittelt  als  Rechenergebnis  auf- 
tretende merkwürdige  Beziehung  wird  uns  später  noch  von  anderer 
Seite  her  begegnen. 
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Wir  wollen  für  späteren  Gebrauch  im  XVIII.  Abschnitt,  der  von 
numerischen  Berechnungen  handelt,  an  die  Formeln  §  53  (14>,  (17) 
einige  weitere  Ausführungen  anknüpfen: 

Gleichung  (14)  in  die  vierte  Potenz  erhoben,  gibt 

^^'  ""   ^3*(0|t)  ~         (1  4-  2Ä4-  2A*  +  2^9+.  .  -T*  '  "' 

Zähler  und  Nenner  dieses  Quotienten  konvergieren  für 

2)  1 A I  <  1 . 
Der  Nenner  ist  nach  §  52  (15)  gleich 

oo 

wird  also  für  |  Ä  |  <  1  nie  gleich  Null.  Daher  gestattet  die  Funk- 
tion l  (t)  die  Entwicklung  in  eine  im  Gebiete  (2)  konvergente  Reihe, 
die  nach  positiven  Potenzen  von  h  fortschreitet  und  deren  Koeffi- 
zienten man  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
findet: 

3)  A=  16ä(1 -8A  +  44Ä2- 192^3^  ..  :) 

und  hieraus  findet  man  durch  Reihenumkehr  für  eine  gewisse  Um- 
gebung der  Stelle  /l  =  0 


"-^+«(^r+«^(^r+9«2(-^)- 


+ 


Das  Bildungsgesetz    der  Koeffizienten   ist  weder   in  (3)   noch  in  (4) 
übersichtlich. 

Mit  genau  den  nämlichen  Überlegungen  ergibt  sich  aus  §  53  (17): 
5)  Z=  2A(1  -  2//*- 3/^8  -  2Ä13 )^    \h\<\ 

und  durch  Reihenumkehr 

6>  .  =  4  +  2(4)%  15(1)%  150  (if+.... 

für  eine  gewisse  Umgebung  der  Stelle  /^O,   oder  was   nach  Satz  I 
des  §  53  dasselbe  heißt 

„  ^-  =  ^  +  2(t^)Vl5(if)V  150(11)%..  . 

für  eine  gewisse  Umgebung  der  Stelle  A  =  0. 

Wir   geben    hier   noch   den  Beweis    des  folgenden  Satzes,   den 
wir  bei  einer  späteren  Abschätzung  benutzen  werden. 
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I.    Die  Koeffizienten    der    Potenzreihen  (4)  und  {6)    sind    sämtlich 
positio. 

Nach  Definition  (§  53  (16))  ist     , 

Da  nämlich  nach  (3),  (5),  für  h  =  0,  /  =  A  =  0  wird,  ist  der  Wert 
der  vierten  Wurzel  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  gleich  +  1  für 
1  =  0.    Aus  (8)  ergibt  sich  eine  für  |  A  |  <  1  konvergente  Potenzreihe 

9)  /  =  A(c,o  +  «11  ;i  +  «12  A2  +  .  .  .  +  s^J^'  +  .  .  . )     mit  €j,  =  J- 
und  allgemeiner  für  m  =  1,  2,  3  ••  • 

10)  /-  =  A-  (6^0   +  «.1  't  +  6^2  ^.^  +   •   •   •  +  «.V  ^^^  +   •   •   • )      ^^^^^0=-  iir- 

Wir  beweisen  zunächst,  daß  die  Koeffizienten  e^^  sämtlich  positiv 
sind.     Aus  (9)  folgt  für  eine  gewisse  Umgebung  der  Steile  X^O: 

11)  \og^^e,k  +  e,P-i-e,P  +  --^ 
und  durch  Differenzieren  nach  l: 

12)  ^^f^  -  I  =  6i  +  2e,l-\-Se,l'  +  •  •  • 
Andererseits  aber  findet  man  durch  Differenzieren  der  Gleichung  (8): 

Die  Entwicklung  in  die  bniomische  ß,eihe  zeigt,  daß  hier  auf  der 
rechten  Seite  nur  positive  Koeffizienten  vorkommen;  d.  h.  die  Zahlen 

h'  ^2>  ^3  ■  ■  ■  ^^  (^^)  "^^  (^^)  ^^^^  ^^^^  positiv.  Geht  man  in  (11) 
vom  Logarithmus  zum  Numerus  über,  so  sieht  man,  daß  auch  die 
Koeffizienten  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  und  wenn  man  noch 
mit  m  potenziert,  daß  auch  die  auf  der  rechten  Seite  von  (10) 
positiv  sind. 

Aus  Gleichung  (4)  folgt  für  eine  gewisse  Umgebung  der  Stelle 
A  =  0  die  Konvergenz  einer  Potenzreihe 

14)  logi^  =  2'/S.^% 

v  =  l 

und  daraus  nach  Satz  I  des  vorigen  Paragraphen  durch  die  Sub- 
stitution von  Ä^  für  h  und  /*  für  A: 

oo 

15)  log  7  =1^.5,/*'. 
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Durch  Vergleichung  von  (14),  (15)  findet  man  die  Identität 

oo  oo 

16)  ^/9.^-  =  log^/  +  i^/?J*'' 

oder,  wenn  man  die  Reihen  (11),  (10)  einsetzt: 

oo  oo  oo        CO 

somit 

ß\    —   h^        ßi    ~   h^        ßs   ^   h*        ^4   =   ^4   +  ¥  ^4.0  ßlJ 

allgemein  für  o  =  0,  1,  2,  3: 

ß4:r  +  i>  =   ^ir  +  Q  +  ^{^4:,4.r~i+eßi    +  ^S,ir-S+Q  ßz    +    •   •   •    +  ^ir,Q  ßr\ ' 

Es  sind  also  die  Koeffizienten  ß^  der  Gleichungen  (14)  und  (15) 
sämtlich  positiv,  folglich  auch  die  Koeffizienten  der  aus  ihnen  durch 
Übergang  zur  Exponentialfunktion  sich  ergebenden  Formeln  (4) 
und  (6)  w.  z,  b.  w. 

§  55.    Darstellung  jeder  positiven  ganzen  Zahl  als  Summe  von 
höchstens  vier  Quadratzahlen. 

Jacobi  hat  gezeigt,  wie  man  aus  Identitäten  zwischen  Theta- 
funktionen  durch  Koeffizienten  vergleichung  merkwürdige  zahlen - 
theoretische  Sätze  ableiten  kann.  Wir  behandeln  als  Beispiel  die 
Aufgabe: 

Wieviele  Lösungen  in  ganzen  Zahlen  v^,  v^,  ^^3?  ^4  (^^)  gestattet 
die  Gleichung 

ivenn  v  irgendeine  positive  ganze  Zahl  ist? 

Die  gesuchte  Anzahl  bezeichnen  wir  mit  a^.    Wir  setzen  v  =  2'V, 
wo  V   ungerade  ist,  und  unterscheiden  die  beiden  Fälle: 
I)     l  =  0  ,  d.  h.  V  ist  ungerade   =  v'; 

II)    l>0. 

Mit  S^  bezeichnen  wir  irgendeinen  ungeraden  Teiler  von  v, 
m.  a.  W.  einen  beliebigen  Teiler  von  v,  mit  2  ^v  ^^^  Summe  dieser 
Teiler. 

Die  Antwort  auf  unsere  Frage  lautet  dann:  Es  ist 

1)  «,  =    82^v    im  Falle  I, 

2)  ^.  =  242^.     im  Falle  II. 
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Zum  Beweise  gehen  wir  aus  von   zwei  verschiedenen  Darstellungen 
der  Differenz  e^  —  e^.     Nach  §  53  (7)  ist 


Aus  §  27  (82),  (34)  dagegen  folgt 


^)       «:-^3  =  (,-^j{l  +  8 


-lfri  (!+*"■)'      „4  (r-#"-i)^ 


Durch  VergleichuDg  von  (3)  und  (4)  erhält  man: 


+  00 


^ 


5)  Vä»-     =1  +  8 


_2(i  +  h-^')^  +  2(,rk^-''-Y 


Entwickelt  man  hier  beiderseits  nach  Potenzen  von  k,  so  ergibt 
sich  als  Koeffizient  von  h^  links  ojßfenbar  die  vorhin  mit  a    bezeich- 

V 

nete  Zahl;  die  rechts  auftretenden  Summen  entwickeln  wir  einzeln: 

oo  o  00 

oo  c         ^  oo 

SO  daß  also  für  i/  ^  1 : 

gilt;  für  ungerades  v  ist  ^^  =  0. 

Jeder  einzelne  Summand  der  linken  Seite  von  (7)  hat  die  Form 

9)  h^n-l  _^  2^2(2«-!)  +  3Ä3(2«-1)  _|_  4/,4(2«-l)  ^  .  .  . 

Soll  sich  hier  ein  Glied  mit  dem  Exponenten  /z^  vorfinden,  so 
ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  2n  —  1  ein  Teiler  von 
f    sei;  wir  setzen  unter  dieser  Annahme: 

ij'=^{2n-l)S, 
also 

V  ={2^S){2n  -  1). 

Der  Beitrag  von  (9)  zu  dem  Koeffizienten  c^  auf  der  rechten 
Seite  von  (7)  ist  dann  2^ S;  anderen  Zahlen  2n  —  1  entsprechen  in 
gleicher  Weise  andere  Teiler  S  von  v    und  man  erhält  somit 

Da  im  Falle  I  Ä  =  0,  b  =0,  a  =  8c  ist,  haben  wir  somit  den 
durch    Gleichung   (1)    ausgedrückten   Teil   unserer   Behauptung   be- 
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wiesen  und  haben  nunmehr  ?,  y  0  vorauszusetzen.  Jeder  Summand 
von  (6)  hat  die  Form 

11)  h^-^'  -  2//2-2'^  4-  3A3-2n  _  4M-2n  _|_  5/^5.2«  _^  .   .   . 

Soll  sich  hier  ein  Glied  mit  dem  Exponenten  v  vorfinden,  so 
ist  dazu  nötig  und  hinreichend,  daß  2n  ein  Teiler  von  v  sei, 
m.  a.  W.,  daß  2n  folgende  Form  habe: 

wo  fx  irgendeine  der  Zahlen  1,  2,  -  X  und  d'  irgendein  Teiler  von 
v'  ist;  wir  setzen  v  ==  So'  und  erhalten 

12)  v^{2^--.--Ö)-2n. 

Dann  ist  der  Beitrag  von  (11)  zu  ö^,  falls  X  =  (x  ist,  gleich  S,  da- 
gegen gleich  —(2^-^'. (5),  wenn  ?.  >  fi  ist.  Summiert  man  über  alle 
möglichen  Werte  fij  d\  so  erhält  man 

'')  i  =-,2^-3)2^.. 

Aus  (8),  (10),  (13)  ergibt  sich  ^^,  =  24  2^^,»  wie  in  (2)  behauptet 
wurde. 


NEUNTER  ABSCHNITT 


Das  Umkehrproblem. 

§  56.   Formein  für  die  Periodizitätsmoduln  des  Integrals 
erster  Gattung. 

Nunmehr  nehmen  wir  die  am  Ende  des  zweiten  Abschnitts 
fallen  gelassene  Fragestellung  wieder  auf:  Wir  denken  uns  ein  Poly- 
nom dritten  oder  vierten  Grades  f{z)  mit  getrennten  Nullstellen 
gegeben  und  damit  zugleich  die  zweiblättrige  EiEMANNsche  Fläche 
für  yfiz),  deren  Verzweigungsstellen  wir  in  irgendeiner  Reihenfolge 
mit  cCq,  a^,  a^,  a^  bezeichnen,  und  fragen,  ob  es  möglich  ist,  die 
auf  dieser  Fläche  eindeutigen  rationalen  Funktionen  von  z  und 
]//*(2),  also  insbesondere  z,  yf\z)  selbst,  als  elliptische  Funktionen 
des  Wertes  darzustellen,  den  das  zu  der  Fläche  gehörige  Integral 
erster  Gattung 
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1)  r^i= 

im  Punkte  Zj  ^fiz)  annimmt. 

Die  Fläche  F  verwandeln  wir  durch  geeignete  Schnitte  Ä,  B 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  F',  xvohei  wir  an  den 
Festsetzungen   VI  und  VII  des  §  9  festhalten. 

Wir  können  den  Schnitt  Ä  bis  dicht  an  die  Übergangslinie 
ßj^-ßfj,  heran  zusammenziehen.  Es  erscheint  dann  ^  als  ein  Weg, 
der  von  a^  bis  a^  am  „oberen"  Rand  des  Schnittes  ^^^ •••  c^^  verläuft 
und  dann  von  a^  nach  a^  am  unteren  Eand  zurückführt.  Auch  B 
kann  man  so  zusammenziehen,  daß  B  aus  zwei  kongruenten  Stücken 
besteht,  deren  eines  von  einem  Punkte  des  oberen  Randes  von 
a^-  •  -a^,  der  dicht  bei  a^  liegt,  im  ersten  Blatt  von  F  bis  zu 
einem  Punkt  des  „oberen"  Randes  des  Schnittes  a^-  •  ■  c/^  dicht 
bei  cc^  verläuft,  während  das  zweite  dazu  kongruente  Stück  im 
zweiten  Blatt  verläuft.  Bezeichnen  wir  mit  ^f{z)  den  Wert  der 
Quadratwurzel  im  ersten  Blatt,  an  den  Schnitten  den  Wert  an  den 
soeben  definierten  oberen  Rändern  und  beachten  wir,  daß  am  un- 
teren Rand  das  Vorzeichen  das  entgegengesetzte  ist,  so  erhalten  wir 
aus  §  9,  X  für  die  Periodizitätsmoduln  des  vorgelegten  Integrals 
erster  Gattung  folgende  Gleichungen: 


«1  «2 

a,  oo 

-2(ß 


ao 


a,^ 


2) 


Ml 


Den  Schnitt  Ä  können  wir  auch  über  die  Kugel  hin  längs 
f/3  •  «2.  statt  längs  a^-  ■  -a^  zusammenziehen,  ebenso  B  längs 
a^-  •    cc^  statt  längs   a^-  -    a^  (vgl.  Fig.  31a, b);    wir  erhalten  dann: 

Q\      ■  r  d%  r  dz 
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und  hieraus: 


4)  o?„  =  —    /     .=L=_ ,     09,  —  ü^o  =    / 


1//W 


Durch  die  getroffene  Festsetzung  über  die  Schnitte  A,  B  ist 
erreicht,  daß  in  Übereinstimmung  mit  der  §  37  (4),  (6j  festgesetzten 
Numerierung  folgender  Satz  gilt: 

C  ü 3 - 


«7  «2 

Fig.  31a. 


JS-^ 


Fig.  31b. 

IL  Wenn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  den  Verziceigungs- 
punkt  a^   legen,  entsprechen 

den   Werten:  u  —  0,     co^,      —  ^^9?     ^3> 
der  Reihe  nach  die    Werte :  z  =  a^,     a^,        cc^         cc^  . 

(Man  vergleiche  mit  den  Gleichungen  (2),  (3)  auch  die  Glei- 
chungen (7)  des  §  37.) 

§  57.    Der  Quotient  r  =  "'   der  Periodizitätsmoduln. 

Wir  müssen  nun  vor  allem  zeigen,  daß  die  durch  die  Formeln 
(2),  (3)  des  letzten  Paragraphen  definierten  Periodizitätsmoduln  2  «j, 
2  «3  nicht  in  einem  reellen  Verhältnis  zueinander  stehen,  und  daß 
außerdem  die  Voraussetzung  IV  des  §  18,  an  der  wir  stets  fest- 
gehalten   haben,    erfüllt  ist;    d.  h.  wir  haben  den  Satz  zu  beweisen: 

I.    Der  Quotient  r  =    -     der  durch  die  Integrale  (2),  (3)  des  §  50 

definierten  Periodizitätsmoduln  hat  einen  positiven  Imaginärteil. 

Zum  Beweise  benutzten  wir  folgenden  I  B,  §46,  XIII  bewiesenen 
Hilfssatz  3: 

Ist  u  =  V  -\-iw  in  dem  durch  die  Kurve  F  umschlossenen  Be- 
reiche ^   eine   reguläre  Funktion   von  z  ■=  x  -\-ig^   so   ist  das  Integral 

\v  dw , 

genommen  über  F  in  positivem  Sinne  stets  positiv. 
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Dieser  Satz  ist  auch  dann  noch  richtig,  wie  aus  den  Über- 
legungen des  §  7  hervorgeht,  wenn  35  die  Ebene  mehrfach  überdeckt. 
Wir  wenden  ihn  an  auf  den  Fall,  wo  ^  aus  der  Fläche  F'  und 
also  r  aus  den  beiden  Rändern  der  Schnitte  J,  B  besteht.  Die 
Funktion  ii  sei  das  Integral  erster  Gattung 


J  vm 


U  =  V   -{-IW 

■  yn^) 

dessen  untere  Grenze  ein  beliebiger  Punkt  von  F'  ist;  in  Real-  und 
Imaginärteil  zerlegt,  sei 

«1  =  öj  +  i  «2  >         «3  =  Z'j  +  z  Z»2 . 

Dann  findet  man,  ähnlich  wie  in  §  9: 

I  V  dw  =  1  V  dw  -{-  I  V  dw  —  I  V  dw  —  j  v  dw , 

Ä?.  ^i  A^  B, 

=  J  {vx—  v^)dw  +  j  {vx  —  VQ)dw  j 

A  B 

=  —  öj  1  diu  —  b^  \  diu  ^  a^h^  —  h^a^. 

A  B 

Aus  IB,  §46,  XIII  folgt  also,  da  u  nicht  auf  der  ganzen 
Fläche  konstant  ist: 

öj  Z»2  —  ^1  «2  >  ^  • 
Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Wir  können  nun  mit  den  so  bestimmten  Werten  2«^,  2(o^ 
als  Perioden  nach  den  Methoden  der  Abschnitte  III  bis  V  elliptische 
Funktionen  von 

z 

1)  ^  ^" 


J  VfW 


zo 


bilden.  Eine  solche  Funktion  (p  [u)  ist  als  Funktion  von  z  betrachtet, 
auf  der  Riemann sehen  Fläche  von  s  -=  ]ff{z)  eindeutig  und  bis  auf 
Pole  regulär,  also  nach  §  8,  III  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s. 
Denn  einerseits  ist  u  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  F'läche 
regulär  (§  10,  I),  andererseits  ist  (p{u)  nach  Definition  (§17,11) 
eine  bis  auf  Pole  reguläre  E'unktion  von  u,  also  auch  auf  der 
Fläche  bis  auf  Pole  regulär  (vgl.  I  B,  §  33,  VII).  Daß  (p[u)  auch 
auf  der  Fläche  eindeutig  ist;  sieht  man  so  ein:  Beschreibt  z 
irgendeinen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fläche,  der  den  Schnitten  A 
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Äj  mal,  B  Aginal  von  rechts  nach  links  überschreitet,  so  vermehrt 
sich  u  um  2k^oi)^  -}-  2Ti^co^-^  dabei  kehrt  aber  q){u)  als  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  «^  und  2  Ö3 
zu  seinem  Ausgangswerte  zurück.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

IL  Jede  elliptliiche  Funktion  des  Irttegralwertes  u  (1),  deren 
Perioden  mit  den  Periodizitätsmoduln  des  Integrals  übereinstimmen^  ist 
eine  rationale  Funktion  von  z  und  '^f[z). 

Um  eine  gegebene  elliptische  Funktion  F[u)  als  rationale  Funk- 
tion von  z  und  '^f{z)  darzustellen,  denke  man  sich  F{u)  als  ratio- 
nale Funktion  von  7;  u  und  p  u  gegeben ;  dann  ist  die  Aufgabe  darauf 

\ 

, als    rationale    Funk- 

__  /        \t'^_'V 

tionen  von  z  und  "[//'(z)  darzustellen.  Diese  Aufgabe  werden  wir  im 
nächsten  Paragraphen  lösen.  Es  ist  von  vornherein  klar,  daß  die 
Koeffizienten  der  gesuchten  rationalen  Funktionen  von  den  Kon- 
stanten Zq  und  "[//"(^o)  ebenfalls  in  rationaler  Weise  abhängen  werden ; 
denn  was  von  der  oberen  Grenze  2:  des  Integrals  u  bewiesen  wurde, 
gilt  selbstverständlich  auch  von  der  unteren  Grenze  z^. 

§  58.    Darstellung  von  p\  f-^^    und  p      f  4^ 


zurückgeführt,  p     /  -— ^  t     und  p'  \      - 

\J  Vn^)  \J] 


als  rationale  Funktionen  von  z  und  '^f{z) 


/d% 


'     oder   kurz  pu  ist  eine  rationale  Funktion  von  z 


und  s  —  '\jf{z)^  die  für  z  =  z^,  ^  =  ^0  ^^^  ^^^  zweiten  Ordnung, 
sonst  aber  nirgends  unendlich  wird,  auch  nicht  für  z  =  z^^  s  ^  —  Sq, 
und  die  außerdem  die  Eigenschaft  hat,  daß  ihre  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  enthält.  Eine  solche  Funk- 
tion können  wir  auf  algebraischem  Wege  bilden;  dabei  setzen  wir 
der  Einfachheit  wegen  zunächst  voraus,  daß  z^  im  Endlichen  liege 
und  kein  Verzweigungspunkt  sei.  Wir  haben  schon  in  §  8,  (3)  ge- 
sehen, daß  .wir  jede  rationale  Funktion  von  z  und  ]/f{z)  in  der 
Form  darstellen  können: 

^  9A^) 

in  der  g^,  g^,  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
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Wenn  hier  ^^  {z)  für  einen  von  z^  und  den  Verzweigungspunkten 
verschiedenen  Punkt  2'  Null  würde,  würde  die  Funktion  entweder 
für  z  =  z\  .9  ^  ]^f{^')  oder  für  z  =  z,  s  =  —  '^t\z)  unendlich,  wenn 
nicht  sowohl  g^ {z)  -\-  g^  {z)  V/VJ ,  als  auch  g^ [z]  —  g^  {z) ^fi^')  Null 
sind.  Dann  müßten  aber  g^  [z]  und  g^  {z) ]// V)  Null  sein ;  man 
könnte  also  mit  z  —  z  heben.  Wenn  ferner  der  Nenner  für  einen 
Verzweigungspunkt  of  Null  würde,  müßte  </(,(«)  =  0  sein;  der  Zähler 
würde  dann,  auf  der  Fläche  gerechnet  (§  6,  III),  nur  von  der  ersten 
Ordnung  0^  der  Quotient  also  unendlich,  wenn  nicht  auch  g^  («)  =  0 
wäre;  dann  könnte  man  aber  mit  z  —  a  heben.  Setzen  wir  also, 
wie  wir  dürfen,  voraus,  daß  gemeinsame  Faktoren  von  Zähler  und 
Nenner  bereits  beseitigt  seien,  so  muß  sich  der  Nenner  auf  {z  —  z^'^ 
reduzieren.  Ferner  muß  die  Funktion  (1)  für  2;  =00  auf  beiden 
Blättern  endlich  bleiben,  daraus  folgt,  daß  g^iz)  höchstens  vom 
zweiten  Grad  und  g^  von  z  unabhängig  ist.  Endlich  müssen  wir 
noch  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für  z  =  z^ ,  ,9  =  —  s^  nicht  un- 
endlich wird ;  dazu  ist  erforderlich  und  hinreichend,  daß  der  Zähler 
in  diesem  Punkt  von  der  zweiten  Ordnung  0  wird,  daß  also  nicht  nur: 

sondern  auch: 


0 


wird.     Setzen  wir  also: 

2)  9,  [z]  ^A,{z-  z^Y  +  ^1  (^  -  ^0)  +  ^h  . 

so  sind  Jq,  A^,  A^,  g^  Funktionen  von  z^,   zwischen  denen  wir  bis 
jetzt  die  Gleichungen  haben: 

3)  A,-g,^f(z~)  =  0, 

4)  A,-^  ^  =  0  . 

Zur  weiteren  Bestimmung  dieser  Funktionen  ziehen  wir  nun 
noch  die  Eigenschaft  der  Funktion  p  u  heran,  daß  in  ihrer  Reihen- 
entwicklung nach  Potenzen  von  u  auf  das  Glied  u~-  sogleich 
Glieder  mit  positiven  Exponenten  folgen.  Infolgedessen  muß  die 
in  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  z^,  s  =  s^^  gütige  Entwicklung  der 
Funktion  (1)  nach  Potenzen  von  z  —  z^  =  t  in  den  Gliedern  (—  2)*% 
(—  ly«»"  und  0^®^  Ordnung  übereinstimmen  mit  der  entsprechenden 
Entwicklung  von  u~-.  Die  letztere  erhalten  wir  aus  §  11  (2); 
schreiben  wir  zur  Abkürzung  f,  f\  f"  für  f[z^,  f'[z^y  f" {z^,  so 
lautet  sie: 
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die  erstere  wird  (vgl.  §  6  (3)) : 

Man  erhält  also  zu  den  zwei  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  die 
drei  weiteren: 
5)  Z'^^^+^iVÄ 

Aus  (^3)  und  (5)  folgt: 

aus  (4)  und  (6)  dann  übereinstimmend: 

endlich  aus  (7): 

Somit  erhalten  wir: 


8)      p 


JyW)j  ^^^--^ 


20 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  daß  z^  im  Endlichen  liege  und  kein 
Verzweigungspunkt  sei,  können  uns  jedoch  von  diesen  Einschrän- 
kungen nachträglich  frei  machen.  Denn  beide  Seiten  bleiben  stetig, 
wenn  z^  in  einen  der  ausgeschlossenen  Punkte  rückt;  wir  können 
also  den  Grenzübergang  ausführen.     Wir  erhalten  so  einmal: 


10) 


p  [Jy=^]  =\\a,z'  +  2a,z  +  a,  +  ^)  ^  a,\ 


das  Vorzeichen  von  '^a^  unterscheidet  die  Punkte  oo  der  beiden 
Blätter).  Lassen  wir  andererseits  z^  in  einen  Verzweigungspunkt  a 
ücken,  so  ist  /"(«)  =  0  und  (8)  geht  über  in  folgende  Gleichung: 

a 

Vgl.  §  39  (!3),  wo  die  nämliche  Gleichung  von  ganz  anderer  Seite 
her  gefunden  wurde;  vgl.  auch  die  an  Gl.  (11)  anknüpfenden  Aus- 
führungen S.  181/182). 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  könnten  wir  nun  auch  pu  ausdrücken. 
Wir  kommen  aber  einfacher  zum  Ziele,  wenn  wir  den  gefundeneu 
Ausdruck  (8)  nach  z  differentiieren.     Wir  erhalten: 

z 

,  I   f    dx    \       du___      f(%„)  1      f'M 


also: 


Yfix)     <i~         («-«o)"     -^  {^.-^^r 


m  v/c^o)  ^    /'wiz/c^o) 


12) 


"o 


insbesondere  für  r^  =  oc : 


13) 


z 

/  [  Jy|=)  =  K^  +  «i)y/>)  +  K2'+ 3«!^'+ 3a,r  +  <,3)]/^ 


und  für  z^  =  a'. 


a 

Die  Formeln  gelten  auch  für  den  Fall,  daß  die  Funktion  unter 
dem  Wurzelzeichen  nur  vom  dritten  Grade  ist;   man  hat  hier  ein- 

z 

fach    «0  =  0    zu    setzen.      Es   wird   dann    »  (   /  — —    eine  ganze 

oo 

lineare  Funktion  von  z.  Nimmt  man  insbesondere  an,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  habe  die  besondere  Form,  die  in  der 
Gleichung  (9)  von  §  21  aufgetreten  war,  es  sei  also: 

«^  =  0,       «1  =  1,       Ö2  =  0, 

so  erhält  man,  wie  von  vornherein  zu  erwarten  ist: 

Man  kann  nun  auch  sehr  einfach  die  Ausdrücke  der  Invarianten 
^2  und  ^3  durch   die  Koeffizienten  von  /  ableiten,   indem  man  die 
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durch  Elimination  von  z  entstehende  Gleichung  zwischen  p  und  p' 
mit  §  21  (6)  vergleicht.  Mit  den  allgemeinen  Ausdrücken  (8)  und 
(12)  wäre  diese  Kechnung  ziemlich  umständlich;  aber  da  die  Existenz 
und  die  Form  der  gesuchten  Identität  zwischen  p  und  p  bereits 
feststeht  und  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  ihrer  Koeffizien- 
ten ^2,  ^3  handelt,  können  wir  für  z  und  z^  irgendwelche  Werte 
einsetzen.  Setzen  wir  z.  B.,  wie  schon  in  (10)  und  (13)  geschehen, 
Zq=03  und  dazu  noch  z  =-  0,  so  erhalten  wir : 

/  =  «1  y«,  +  «3  y^,  \ 

also : 

Dieser  Ausdruck  muß  also  gleich 

-i.^2(«2+y«0«4)    -^3 

sein,  und  zwar  muß  diese  Gleichung  für  jeden  der  beiden  Werte 
der  Quadratwurzel  bestehen.     Man  erhält  so: 

16)  ^2  =  «0  «4  —  4  fljj  flfg  +  3  «2^ , 

^^)  9z  =  %  «2  ^4.  -  %  «3^  -  «1^  «4  +  2«^  «2  «3  -  S^ 

(vgl.  §  40  (8),  (9)). 

Die  Invarianteneigenschaft  im  Sinne  von  §  40,  I  der  auf  den 
rechten  Seiten  von  (16),  (17)  stehenden  Ausdrücke  erkennt  man  in 
diesem  Zusammenhang  leicht  folgendermaßen:  da  g^  und  ^3  nach 
§  21  (4)  in  eindeutiger  Weise  vom  Periodengitter  abhängen,  muß 

18)  a,a^  _  4«j  «3  +  3«^'  =  b,b^  -  ^b^h^  +  3  ^ 

und 

,  «0  «2  «4  -  «0  «3'  -  «1^  «4  +  2  «1  «2  «3  -  «2' 


sein  für  zwei  Integrale 

dx 


f 


6  «2  ^^  +    4  »3  «   +   «4 

und 

de 


J  y^oC* 


-f-  4  61  c^  +  6  62  C'  +  4  Ö3  t  +  64 
BuRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  12 
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die    zum  nämlichen  Periodengitter   gehören   und    die    daher   linear 
ineinander  transförmierbar  sind. 

Daraus    ergeben    sich    dann    auch   ohne    lange   Rechnung   die 
Gleichungen  (4),  (5)  des  §  40.     Man  braucht  nämlich 

=  A.  (1  -  ^  +  ^T 

^  ^^         27       X^  (k  -  1)> 

zuDächst  nur  im  Falle 

1  =  ^3  ~  ^^ 


ßg    —    Ci 

durch  die  Koeffizienten  ff^,  g^  auszudrücken,  was  keine  große  Mühe 
macht,  und  kann  dann  wegen  der  soeben  bewiesenen  Invarianten- 
eigenschaft von  ^3,^3  mittels  (16),  (17)  von  §  40  (6),  (7)  auf  §  40  (4),  (5) 
schließen. 

Eine  besonders  einfache  Formel  ergibt  sich  noch,  wenn  man: 

J  Vm  J  Vf¥) 

setzt  und  nun  pu  —  pv  als  Funktion  von  z  und  z^  darstellt.  Man 
erhält  aus  (11): 

21)         pu-pv=  lf{a)  1-1- ^^\  =  -  i/(«)(^-^o) 

Aus  (21)  folgt  insbesondere  für  a  =  «i,  v  =  «&  (^  =  1,  2,  3)  mit 
Rücksicht  auf  Satz  II  von  §  56: 


%  —  a. 


22) 


pu-  e^=  i«oK  -  <^o)(«i  -  ^3)^-17^' 


Die  Gleichungen  (22)  sind  nichts  anderes  als  die  auf  ganz  anderem 
Wege  gefundenen  Gleichungen  (3),  (7),  (8)  des  §  39. 
^       Aus  (22)  ergeben  sich  wieder  die  schon  früher  (§  39  (10),  (11),  (12)) 
auf  andere  Weise  abgeleiteten  Ausdrücke  der  Differenzen  der  e  durch 
die  Wurzeln  von  f{z\  nämlich: 

I     ^1  -  ^2  =  i S  K  -  ß^i)(^2  -  «3)» 
23)  I     ^2-H^\  «0  K  -  ^i)(ß^3  -  ß^o)> 
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§  59.     Die  rationalen  Funktionen  von  z  und  yf{z) 
als   elliptische  Funktionen   des   Integrals  erster  Gattung. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist  die  Umkehrung  des  Satzes  II  von 
§57,  die  von  vornherein  ein  Hauptziel  unserer  Untersuchung  war; 
d.  h.  wir  haben  folgenden  Satz  zu  beweisen: 

I.  Alle  rationalen  Funktionen  von  z  und  s  —  '^f'(z),  also  ins- 
besondere z  und  s  selbst,  sind  elliptische  Funktionen  des  Integrals  erster 
Gattung  2 


1) 


u  =    /  — .-=^. 

J  vm 


Ist  die  gegebene  rationale  Funktion  R{z,s)  von  der  n*®^  Ord- 
nung, so  hat  sie  auf  der  zweiblättrigen  Riemann sehen  Fläche  n 
(nicht  notwendig  voneinander  verschiedene)  Nullstellen  z^',  z^'-  -  •  z^ 
und  n  (ebenfalls  nicht  notwendig  voneinander  verschiedene)  Pole 
z^',  z^' '  '  '  z^'\  die  zugehörigen  Werte  */,  ä/',  durch  deren  Angabe 
die  Nullstellen  und  Pole  erst  bestimmt  sind,  werden  der  Einfachheit 
halber  nicht  jedesmal  besonders  beigeschrieben. 

Das  Integral  erster  Gattung  (1)  nehme  an  den  Stellen  z/,  2^2*  *  *  ^n^ 
die   Werte   a^,  a^-  •  -  a^,    an    den    Stellen  z^\  ^2' '  '  '  ^n     ^^®  Werte 

2)  u{z;)  =  «.,     uizf)  =  b.      (i  =  1,  2  .  .  •  w). 

Die  a^  und  b.  sind,  solange  man  über  die  Integrationswege  keine 
Festsetzung  trifft,  nur  bis  auf  Vielfache  der  Periodizitätsmoduln 
2  cöj,  2^3  bestimmt,  und  zwischen  ihnen  besteht  nach  §  19  (3)  die 
Beziehung: 

3)  flj  +  «3  + f-  «„  =  ^1  +  ^2  H 1-  *»    (^od.  2  09p  2  CÖ3). 

Durch  Abänderung  eines  Integrationsweges,  etwa  für  ä^,  kann  man 
erreichen,  daß  in  (3)  das  Zeichen  =  statt  ^  zu  stehen  kommt; 
es  darf  also 

4)  ßj  -1-  «^  +  .  . .  +  «^  =  ^^  +  ^^  +  .  .  .  +  Ä^ 

vorausgesetzt  werden. 

Dann  bilden  wir  mit  den  Periodizitätsmoduln  2  co^,  2o}^  die 
Funktionen  ö-(m  |  «^,«3)  und 

5)  FhA  =    ^  (^  ~  ^1)  ^  (^  -  Q^a)  •  '  •  0"  (^  -  ^n) 

■  ^'^         diu-  b^)aiu-b.,)"'  aiu-bn)* 

Nach  §  28  ist  F{u)  eine  eindeutige  Funktion  von  u  mit  den  zwei 
Perioden  2  öJj,  2  Wg.  Setzt  man  für  u  das  Integral  erster  Gattung  u(z) 
ein,    so   entsteht   aus  F{u)   eine  Funktion  (li{z)j    die  auf  der  zwei- 

12* 
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^  ^-  .      .     . 

blättrigen  Kiemann  sehen  Fläche  eindeutig  ist  (§  57),  und  deren 
Pole  und  Nullstellen  mit  denen  der  Funktion  R{z,s)  völlig  überein- 
stimmen. Der  Quotient  B{z,s)'.  0{z)  wird  also  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche  nirgends  unendlich  und  ist  daher  eine  Konstante  C. 
Damit  ist  Satz  I  bewiesen  und  wir  haben  für  die  beliebige  rationale 
Funktion  B{z,s)  die  Darstellung  gefunden; 

(t{u{x)  -  ai)aiu{x)  -  a,)  -  •  -  a{u{x)-  a„) 

b)  Ji  [z,  s)  =  6  — — -^^^ ' —  • 

cc  (u  (z)  —  bij  a  (u  (x)  —  bi)  '  '  '  a  (ti  (z)  —  fe„j 

Eine  rationale  Funktion  r[z)  der  Veränderlichen  z  allein,  ge- 
stattet bekanntlich,  wenn  ihre  im  Endlichen  gelegenen  Nullstellen 
mit  z^',  ^2  ' '  '  ^n  ^^^  ^^^  ^^  Endlichen  gelegenen  Pole  mit 
z^",  Zg" •  •  •  z^'  bezeichnet  werden,  folgende  Darstellung : 


(r.  ~.V')(^-  %")•••  (--^«.'0 


Dieser  Darstellung,  bei  der  die  Nullstellen  und  Pole  von  r{z)  deut- 
lich hervortreten,  entspricht  in  dem  allgemeinen  Falle  eiaer  R{z,s) 
die  Darstellung  (6).  Nur  können  hier,  da  es  rationale  Funktionen 
erster  Ordnung  auf  der  Riemann sehen  Fläche  nicht  gibt,  die  ein- 
zelnen Faktoren  des  Zählers  und  Nenners,  wenn  sie,  wie  in  (6)  in 
nur  je  einem  Punkte  der  Fläche  Null  werden  sollen,  nicht  mehr  auf 
der  Fläche  eindeutig  und  zugleich  an  jeder  Stelle  regulär  oder  auch 
nur  vom  Charakter  einer  rationalen  Funktion  sein.  Bei  den  ö--Fak- 
toren  in  (6)  ist  auf  die  Eindeutigkeit  auf  der  Fläche  verzichtet  (da 
ja  die  einzelne  ö--Funktion  nicht  doppeltperiodiseh  ist),  nicht  aber 
auf  die  Regularität  in  jedem  Punkte.  Man  kann  die  Faktoren  in  (6) 
leicht  durch  andere  ersetzen,  die,  wie  jene,  nur  eine  Nullstelle  auf 
der  Fläche  besitzen  und  die  außerdem  auf  der  Fläche  eindeutig 
sind,  die  aber  dafür  einen  willkürlichen  von  z^  •  •  •  r^',  z^'-  •  •  z^' 
verschiedenen  Punkt  z  =  z  der  Fläche,  für  den  u{z)  =  c  sei,  zur 
wesentlich  singulären  Stelle  haben.  Man  braucht  nämlich  beispiels- 
weise den  Faktor  g  (u  (z)  —  Äj)  nur  zu  ersetzen  durch 


'  <t(u  —  C)    " 

und  entsprechend  die  anderen  Faktoren  im  Zähler  und  Nenner 
von  (6);  die  Funktion  (8)  ist  nach  §  25  (9)  und  §  26  (14)  eine  doppelt- 
periodische von  Uf  also  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  eindeutig. 
Die  in  Ii{z,s)  vermöge  (8)  zu  den  einzelnen  ^-Funktionen  hinzu- 
tretenden Faktoren  heben  sich  gegenseitig  auf. 

Es  verlohnt   sich    den  Satz  I  noch  auf  eine   zweite  Weise  zu 
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beweisen:  In  der  Umgebung  des  Poles  r  =  ^^  (v  =  1,  2,  •  •  •  w)  läßt 
sich  nach  §  1 1  die  Funktion  R  [z,  s)  nach  Potenzen  von  u  —  b  ent- 
wickeln, wobei  die  Hilfsveränderliche  u  mit  z  durch  (1)  zusammen- 
hängt In  dieser  Entwicklung  kommen  eine  endliche  Anzahl  Glieder 
mit  negativen  Exponenten  von 

9)  __^ri_  +  .._Al_+...+      ^^K 


Die  Summe  der  von  den  einzelnen  Polen  b^  herrührenden  Residuen 

10)  ^.1  +  <2  +  •  •  •  +  ^^K  =  0 

ist  Null  nach  §  8,  V. 

Bildet  man  nun  mit  den  Periodizitätsmoduln  2  «j ,  2  «3 
(§56  (2),  (3))  die  Funktionen  pu  und  ^u,  sowie  mit  irgendeiner  Kon- 
stanten C  die  Funktion 

(  /■(«)  =  t'  +  i;  \a^,  i-{«  -  K)  +  'i.^pi«  -  K)  -  \ <3/(« - K) 
II)  i  '=^1 

I         +_+...+(_  Ifjj^^^  p'*-2)  („  _  ^jj    (vgl.  §  30  (6))  , 

so  ist  /'(?/)  wegen  (10)  eine  elliptische  Funktion.  Wenn  man  in 
ihr  u  durch  u[z)  aus  (1)  ersetzt,  so  erhält  man  eine  auf  der  Fläche  F 
eindeutige  Funktion,  welche  die  nämlichen  Pole  und  an  diesen  das 
nämliche  Verhalten  hat  wie  Ii{z,s)]  f(u{z))  muß  daher  bei  passen- 
der Wahl  von  C  mit  Ii{z,s)  identisch  sein.  Damit  ist  mit  einem 
neuen  Beweise  des  Satzes  I  zugleich  eine  Darstellung  der  Funk- 
tion B  {z,  s)  gewonnen,  die  der  Partialbruchzerlegung  einer  rationalen 
Funktion  r(z)  der  einen  Veränderlichen  z  entspricht.  Nur  sind 
jetzt  alle  Partialbrüche  mit  Polen  erster  Ordnung  A^j^^{u  —  bj} 
notwendigerweise  keine  rationalen  Funktionen,  wohl  aber  deren 
Summe, 

Einen  dritten  Beweis  des  Satzes  I  erhalten  wir  endlich,  wenn 
wir  an  die  Darstellung  der  Funktion  R  (z,  s)  durch  Gleichung  (3)  des 
§  8  anknüpfend,  darauf  ausgehen,  lediglich  z  und  ]/  f(z)  als  rationale 
Funktionen  von  pu  und  p'u  zu  erhalten,  wobei  u  die  Bedeutung 
des  Integrals  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  hat.  Ist  dessen  untere 
Grenze  2:^  eine  Verzweigungsstelle,  so  läßt  sich  die  Aufgabe  sofort 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (11),  (14)  des  §  58  nach  z  und 
Yf(z)   lösen: 

12)^   .  =  «  +  _^___^„_,     y/f^)  =  __  ___._„. 
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Ist  aber  z^  keine  Verzweigungsstelle,  so  setze  man 


'0 

Z  Zo 

dz  C         dx 


/dz  C 

vm'     "»  =  /  = 


m       "    J    vm' 


also 


es  gelten  dann  ebenfalls  die  Gleichungen  (12),  nur  hat  man  in  ihnen 
u  durch  V,  d.  h.  durch  u  -\-  v^  zu.  ersetzen.  Formt  man  dann  p{u-{-  v^), 
/>'(w  +  Vq)  durch  das  Additionstheorem  um,  so  erhält  man  die  ge- 
suchten Formeln  für  z  und  "^fiz);  für  pv^,  p'v^  kann  man  schließ- 
lich noch  die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  von  §  58  (11),  (14) 
mit  z  —  z^  einsetzen.  Aus  den  Schlußformeln  muß  a  herausfallen. 
Die  Ausführung  der  ganz  elementaren  Umrechnung  ist  etwas 
mühsam;  wir  schlagen  im  nächsten  Paragraphen  einen  Weg  ein, 
der  rascher  zum  gleichen  Ziele  führt. 

§  60.    Die  Umkehrfunktion  z(m)  des  Integrals  erster  Gattung 
als  rationale  Funktion  von  pu  und  p'u. 

Die  elliptische  Funktion  z{a),  durch  welche  das  Integral  erster 
Gattung 


1) 


/d% 


umgekehrt  und  die  RiEMANNsche  Fläche  F'  von  ^f{z)  konform  auf 
das  Periodenparallelogramm  der  w-Ebene  abgebildet  wird  (§  35),  ist 
von  der  zweiten  Ordnung,  so  wie  auch  z  als  rationale  Funktion 
der  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Kennt  man  z  (w),  so  findet 
man  ä(m),  d.  h.  '^f{z)  als  elliptische  Funktion  des  Integrals  erster 
Gattung,  einfach  durch  Differenzieren: 

2)  ^W  =  ^'- 

'  ^  '         du 

Dann  aber  ist  man  imstande,  jede  rationale  Funktion  It{z,s)  als 
elliptische  Funktion  von  u  darzustellen  (s.  §  59  a.  E.). 

Um  mit  bestimmten  Vorstellungen  zu  rechnen,  nehmen  wir 
zunächst  an,  daß  f{z)  vom  vierten  Grade  und  daß  /"(O)  4=  0  sei.  Die 
RiEMANNsche  Fläche  für  "[//"(z)  besitzt  dann  zwei  getrennte  Null- 
punkte: 0^  und  O2  und  zwei  getrennte  ünendlichkeitsstellen:  oOj,  003. 
Versteht  man  unter  j/Öq  einen  beliebigen  der  beiden  möglichen 
Werte,  etwa  den  Hauptwert,  so  kann  man  beispielsweise  die  Punkte 
oOj  und  0O2  dadurch  unterscheiden,  daß  man  festsetzt: 

2  =  OOt 


3)  ii„,JX^  =  y«-,    ii„,J^  =  _v^„. 
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Dies  vorausgesetzt,  denken  wir  uns  folgende  vier  Konstante  auf 
willkürliclien  Integrations wegen  berechnet  (vgl.  die  Rechenverfahren 
in  Abschnitt  XVIII): 

Ol  Og  ooi  002 

dx 


Ol  Vi  ooi  002 

r  dx  r  d%       ,       r  dz       .       r  d 


Dann  erhält  man  folgende  der  allgemeinen  Formel  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  entsprechende  Darstellung: 

'  ^  (T  {u  —  bi)  (T  (u  —  a^  —  an.  +  Ol) 

die  Konstante  C  bestimmt  man,  indem  man  u  =  0,  z  =  Zq  setzt: 

ß)  (j  ^  z    Q"  ^1  Q"  K  +  ^g  -  ^1) . 

^  ^  ö-  «1  er  «2 

Nur  falls  gerade  z^  —  0,  also  Ga^aa^=^0  wäre,  hätte  man  zur  Be- 
stimmung von  C  einen  anderen  Spezialwert  als  ?^  =  0   einzusetzen. 

Die  Formeln  (5),  (6)  gelten  auch  dann,  wenn  f{z)  vom  dritten 
Grade  ist,  und  auch  dann,  wenn  f{Q)  =  0  ist;  in  letzterem  Falle 
ist  flj  =  a^. 

Weiter  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (8)  und  (10) 
des  §  11  die  folgenden,  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
entsprechenden  Darstellungen: 

a)  im  Falle  f{z)  vom  vierten  Grade  ist: 

7)  ^{u)  =  '^  (?(^  -  ^.2)  -  ^(^  -  ^1))  +  ^ ; 


b)  im  Falle  f{z)  vom  dritten  Grade  ist  (die  Konstante   j 


dx 


bezeichnen  wir  bei  Annahme  eines  beliebigen  Integrationsweges  mit  b) : 

8)  .  '  z  =  -yp{u~-b)  +  c\ 

Die  Konstanten  c  und  c  findet  man  wieder,  indem  man  m  =  0, 
z  =  Zq  setzt 

9)  c  =  ^,+    -L-(S^3-S5J, 

10)  c'  =  Zo--~P^' 

Setzt  man  den  Wert  c  aus  (9)  in  (7)  ein  und  wendet  man  zugleich 
auf  ^{u  —  b^  und  ^{u  —  b^)  das  Additionstheorem  der  ^-Funktion 
an  (§  29),  so  ergibt  sich 

11)        z  w  -  z„  =  V  {-^-"-^^  -  py-±j^\  ■ 

"         2  l/a„    t  P  »  -  P  *2  pu-  pb^\ 


1^^  IX.    Das  Umkehrproblem. 


12) 


Die  hier  vorkommenden  Konstanten  pb^,  p'h^,  ph^,  p'b^  lassen  sich 
nach  §  58  (10),  (13)  folgendermaßen  ausdrücken: 

PK-     ÄTW  +  il/Ä^y^o' 

ph-   Arw-i>föy«o, 
ph--i^r(^o)im)-\r[z,)fa,, 

/^'^2  =-  Ar(^o)yÄ^+i^(^o)fs• 
setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (11)  ein,   so  erhält  man  schließlich 
folgende  Darstellung  von  z{u)  mittels  pu  und  p'u\ 

I  {p^-  ?4  rM'-i«o/(^o)  ■ 

Da  die  rechte  Seite  von  (13)  eine  bei  a^  =  0  stetige  Funktion  von  a^ 
ist,  gilt  die  unter  der  Voraussetzung  f{z)  =  /;  (2)  abgeleitete  Formel  (13) 
auch  für  den  Fall  f(z)  =  f^{zy,  in  der  Tat  gelangt  man  zur  gleichen 
Formel,  aber  mit  a^  =  0,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  (8) 
auf  p{u  —  b)  das  Additionstheorem  anwendet  und  dann  pb,  p'h 
nach  (12)  umformt.  Schreibt  man  noch  x  fiir  pu  und  entsprechend 
]/4a:3  ~g^x-  g^  für  p' u  (§  21),  so  ergibt  sich 

Die  erhaltenen  Formeln  gelten  genau  wie  in  §  58  mit  stetigem  Über- 
gang auch  für  z^  =  00. 

Man  kann  Formel  (14)  auch  auf  einem  Wege  finden,  der  dem 
in  §  58  völlig  entspricht.  Man  geht,  wie  dort  von  Gleichung  (1), 
jetzt  aus  von 

15)  z  —  z    ^    ^3  (x)  +  94,  (x)  y  4lc"  -  9^x-9z     ■ 

'  9,{x) 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  von  §  58  (8)  z  =  00,  erhält  man 
links  für  pu  oder  x  die  beiden  durch  das  Vorzeichen  von  ^a^  ver- 
schiedenen Werte: 

Damit  diese  a:- Werte,  in  der  rechten  Seite  von  (15)  eingesetzt, 
2:  =  00  ergeben,  muß  also  das  Polynom  g^  {x)  die  Faktoren  {x  —  x^) 
und  {x  —  Xg)  besitzen.     Genau   wie   in  §  58  von  g^  {z)  beweist  man 
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hier  von  g^  (2:),  daß  diese  Funktion  von  nicht  höherem  als  vom 
zweiten  Grade  sein  kann;  d.  h.  wir  können  setzen 

1 7)  g,  (x)  =  (^  -  ^f"  (^o))  '  -  i  «0  f('o)  ■ 

Da  ferner  z  =  Zq  und  x  =  od  nach  §  58  (8)  einander  entsprechende 
Werte  sind,  muß  die  rechte  Seite  von  (15)  für  a:  =  00  verschwinden; 
d.  h.:  g^{x)  ist  vom  ersten  Grade,  g^(x)  eine  Konstante: 

18)  g^[x)  =  JB^  +  jB^x,     g^[x)  =  B^. 

Um  Bq,  ^j,  B^  zu  bestimmen,  entwickeln  wir,  sowohl  die  linke  als 
auch  die  rechte  Seite  von  (15)  nach  Potenzen  von  u]  für  die  linke 
ergibt  sich  nach  §  11  (2): 


19) 


j  r  -  ^,  =  u  ^/f{z^  +  ^V'(^o)  +  ^^  Wi^o)n^o) 


für  die  rechte  dagegen,  indem  man  aus  §  21  (5)  die  Potenzreihen 
für  x  =  pu  und  '^4:x'^  —  g^x  ~  g^—  p'u  einsetzt: 


20) 


B,  +  B 


'  u^  [ 


^^W-*^ 


)- 2^.^(1- 


20 


=  (-2B,u  +  £,u^ +  £,«'  +  ■■  •)  (1  +  TVrK)»'+  •  •  •) 
Durch  Koeffizienten vergleichung  folgt  aus  (19)  und  (20): 

V7m 


21) 


B.=- 


B. 


^0  =  Ä  (2/'(^o)/""(^o)  -  f'i^o)n?o)) 


und  durch  Einsetzen  in  (15)  wieder  die  Formel  (14). 

Aus  (14)  erhält  man  durch  Differentiation  nach  der  Formel 


^-m 


dz     dx         dx  -, /— — ^ 


dx    du 


dx 


92^-9^  ' 


22) 


^ 

^m 

o)f'M+~fi^ 

o)+A(2A^ 

.)f" 

'(*o)- 

l/4a;3 
d 

-9iX- 

9z 

-\V^^' 

-9^^- 

'9zVfi^ 

-r(%)rM 

l      dx 

(x- 

-  ^rM'- 

-i«oA%) 

i 

wir  schreiben  abkürzend: 


fw 


9t^-  9z 
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oder 

Die  Grieichungen  (14)  und  (22)  des  vorliegenden  Paragraphen 
sind  die  Auflösungen  nach  z  und  ^f\z)  der  Gleichungen  (8)  und  (12) 
des  §  58.  Für  z^  =  cc^  (§  58  (11),  (14))  läßt  sich  diese  Auflösung^ 
leicht  unmittelbar  durchführen  (vgl.  §  59  (12)),  für  allgemeines  z^ 
scheinen  aber  die  rechnerischen  Schwierigkeiten  der  unmittelbaren 
Auflösung  groß  zu  sein. 

In  §  36  hatten  wir  bewiesen,  daß  zwei  EiEMANNSche  Flächen, 
die  zum  nämlichen  Periodengitter  gehören,  durch  birationale  Trans- 
formation aufeinander  abgebildet  werden  können.     Jetzt  haben  wir 

für  die  beiden  Flächen  von  s  =  Yflz)  und  y  =  y4x^  —  g2^  ~  ffs^ 
welche  durch 

/dx              ^                r              dx 
, und      u  =  /  — -— 
VA^)                           J    VÄx'-g^x-g, 

Zo  oo 

oder 

z  =  z{u)       und       X  =  pu 

auf  das  nämliche  Periodenparallelogramm  der  w-Ebene  abgebildet 
werden,  in  den  Gleichungen  (8),  (12)  von  §  56  und  den  Gleichungen 
(14),  (22)  dieses  Paragraphen  diese  aus  den  soeben  angegebenen 
Gleichungen  durch  Elimination  von  u  entstehenden  Transformations- 
formeln wirklich  aufgestellt. 

Wir  sprechen  das  erhaltene  Ergebnis  in  folgendem  Satze  aus: 
Durch  die  vier  Gleichungen  §  58  (8),  (12),^  §  60  {14),  (22),  die 
alle  eine  und  die  nämliche  algebraische  Beziehung  zwischen  z  und  x 
ausdrücken,  wird  die  RiEUANNSche  Fläche  F^  von  s  =  '[//'(z)  so  auf  die 
RiEMANNSche  Fläche  F^  von  y  =  ^4  x^  ~  ^2  ^  ~  ffz  ^of^form  abgebildet, 
daß  dem  willkürlichen  Punkte  z  ^  z^  von  F^  der  Punkt  00  von  F^ 
entspricht. 

BurcH    ai.se  Oleickungen  .irä  ferner   äas  Bifferer^M  -^_   in 

■ transformiert  und  umgekehrt. 

yix^  -  g^x  -  g^ 

Endlich  ist  jede  jener  vier  Gleichungen  in  anderer  Form  das 
Integral  der  Differentialgleichung 

dx     dx 

VTW      V^x^  -  g2^  -  g^ 

mit  der  Nebenbedingung ,  daß  für  z  =  Zq  ar  =  00  sein  soll. 

^  Für  p,  p'  sind  dort  die  Werte  »,  ]/  Ax^-g^x  —  g^  eingesetzt  zu  denken. 
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Der  eine  Quadratwurzelausdruck  hat  hier  die  besondere  Form 
y4ar3  Z.  g^x  —g^.  Es  bereitet  aber  gar  keine  Schwierigkeit,  das 
Ergebnis  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  es  sich  um  zwei  beliebige 

zum  gleichen  Periodengitter  gehörige  Polynome  f{z)  =  aQ  z*  H [-«4, 

^  g)  =  Z>^  J*  -f  .  .  .  -|-  ^^  handelt.  Die  Zugehörigkeit  zum  gleichen 
'Periodengitter  wird  durch  die  Gleichungen  (18),  (19)  des  §  58,  d.  h. 
also  durch  die  Gleichheit  der  Invarianten  g^,  g^  der  beiden  Poly- 
nome ausgedrückt  (s.  §  40). 

Um  unter  dieser  Voraussetzung  z.  B.  das  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

24]  1^^4L 


aufgelöst  nach  z  zu  finden,  mit  der  Nebenbedingung,  daß  für  z  =  z^ 
J  =  f ^  sein  soll  (wobei,  wie  immer,  die  zugehörigen  Quadratwurzel- 
werte als  mitgegeben  gedacht  werden),  gebe  man  der  Differential- 
gleichung (24)   noch   das    dritte  Glied:   =  ^^  mit   der 

y4:X^  -  g^x  -  g^ 

Nebenbedingung:  x  =od  für  z  =  z^,  ?==?o- 

Dann  besteht  einerseits  zwischen  z  und  x  die  Gleichung  (14), 
andererseits  zwischen  J  und  x  Gleichungen,    ganz  wie  §  58  (8),  (12): 

I  X  =  Rat.  Funkt,  (f,  ]/^)) 

^^^  1  y4^  -T^T^g  =  Rat.  Funkt.  (J,  y^g))  . 


Setzt  man  diese  Werte  für  x  und  y4x^  —^2  ^  ~93  ^^  ^^®  Gleichung (14) 
ein,  so  hat  man  das  Integral  der  Differentialgleichung  (24)  in  der 
gewünschten  Form. 
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ZEHNTER  ABSCHNITT. 

Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funktionen 
des  Integrals  erster  Gattung, 

§  61.    Die  elliptischen  Integrale  fB{z,  ]/4z^  -^^  z'^g'^)dz 

z 

als  Funktionen  des  Integrals  erster  Gattung  m=  /    ._     ^^ 

J  y4:x^  -  g^^  -g^ 

oo 

Wir  sind  jetzt  auch  imstande,  die  Frage  nach  der  funktionen- 
theoretischen Natur  der  elliptischen  Integrale   jBiz,  '^f{zj)  dz    zu 

beantworten,   von   der   wir   zu    Anfang   dieses  Buches   ausgegangen 
sind.   Wir  wollen  zuerst  f{z)  in  der  Form  4z^  —  g^z  —  g^  annehmen. 

Dann  führen  wir  in  das  unbestimmte  Integral   \  R{z^'^f{z))  dz   die 
neue  Veränderliche 

z 

1)  u  =  r--^:.j^= 


ein,  dadurch  geht  es  über  in  \  (p{u)  du  ,  wo  cp (u)  eine  elliptische 
Funktion  ist.  Das  Integral  einer  solchen  haben  wir  schon  §  30 
untersucht  und  gefunden,  daß  es  außer  der  willkürlichen  Integrations- 
konstante additiv  folgende  Bestandteile  enthält: 

1.  eine  elliptische  Funktion ^  d.  h.  also,  wenn  man  die  Sub- 
stitution (1)  wieder  rückgängig  macht,  eine  rationale  Funktion  von  z 
und  s  =  yiz^  -g^z  -  g^. 

z 

C  d'x, 

2.  ein  Glied  Cu  =  C  -  \  --  __:i:z^zzz,  also  ein  Integral  erster 

J  y4x^  -  g^x  -g^ 

oo 

Gattung. 

Daß  dieses  sich  nicht  durch  eine  rationale  Funktion  von  z 
und  s  oder  durch  den  Logarithmus  einer  solchen  ausdrücken  läßt, 
ist  klar,  da  es  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  ohne  Singularität  ist. 

3.  eine  Summe  von  ^-Funktionen:  '^c^^{u  —a^,  die  sich  aber 

nach  §  30  durch  die  eine  ^-Funktion  ^u  und  eine  elliptische  Funktion 
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ausdrücken  läßt;   letztere  möge  zum  ersten  Bestandteil  geschlagen 
werden.     Der  dritte  Bestandteil  hat  also  die  Form 


%dz 


2)  ß^(u)^B^pudu^B  f,^^ 

und  es  ist  klar,  daß  sich  dieses  ^^Normalintegral  zweiter  Gattung^', 
das  in  dem  einen  Punkte  2:  =  oo  (m  =  0)  von  erster  Ordnung  unend- 
lich wird,  nicht  durch  ein  solches  erster  Gattung  und  durch  eine 
rationale  Funktion  noch  auch  durch  den  Logarithmus  einer  solchen 
ausdrücken  läßt.  Man  könnte  als  „Normalintegral  zweiter  Gattung'' 
statt  ^u  gerade  so  gut  (^[u  —  a)  —  \  p{u  —  a)du  benutzen;  dieses 
Integral  besitzt  bei  z  —  pa  seinen  Pol  erster  Ordnung  und  unter- 
scheidet sich  nach  §  30  von  ^u  nur  um  eine  elliptische  Funktion. 
Als  allgemeinstes  Integral  zweiter  Gattung  hat  man  in  Überein- 
stimmung mit  §  9  jede  Summe 

Ä^  ^{u  —  a)  -\-  A^u  -^  Rat.  Funkt,  (z,  ^4:Z^  —  g^z  —  g^ 

anzusehen;  Ä^,  A^,  a  sind  willkürliche  Konstante,    doch  darf  nicht, 
gleichzeitig  ^^  =  0    sein   und  die  rationale  Funktion  sich  auf  eine 
Konstante  reduzieren,  da  man  sonst  ein  Integral  erster  Gattung  hätte. 

An  Stelle  von  iiu  —  a)  =  — -,    ~   ,     benutzt   man    häufig   auch 
^  ^  ^         <t{u  —  a)  ^ 

als  „Normalintegral  zweiter  Gattung^': 

3)  2  CO,  i;{u  -a)-2n,  (u  -  «)  =  -^^^^-^     (vgl.  §  53  (1)) , 

WO  v  =  - — ,  cc  =  - —  gesetzt  ist,  und  wo  der  Faktor  des  hinzu- 
gekommenen  Integrals  erster  Gattung  so  gewählt  wurde,  daß  ein 
Periodizitätsmodul  des  Integrals  zweiter  Gattung  zu  Null  wurde. 
Man  bemerke  noch,  daß  die  Periodizitätsmoduln  sowohl  des  Normal- 
integrals l(m  —  a)  als  auch  des  Normalintegräls  ^  )^  ""  *Y  von  der 
Lage  des  Pols  a  unabhängig  sind. 

4.   als  letzten  Beitrag  von   fE{z,s)dz  erhält  man  eine  Summe 

n 

von  Logarithmen  von  ^-Funktionen :  2  ^v  ^^S  o{u  —  a^ ,  wofür  man, 

da  2^.  =  ö  ist   (§  30  (1)),  auch  2-^.  log  ^^"^^^  schreiben  kann. 

Diese  Summe  oder  ein  Teil  derselben  kann  der  Logarithmus  einer 
rationalen  Funktion  von  z,  s  sein.  Dagegen  kann  jeder  einzelne 
der  Summanden  A^  log  ^  ^^  "  ^^  unmöglich  in  geschlossener  Form 
durch  rationale  Funktionen,  Logarithmen  solcher,  sowie  durch  Inte- 
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grale  erster  und  zweiter  Gattung  oder  deren  Logarithmen  aus- 
gedrückt werden,  ist  also  als  neue  Transzendente  anzusehen;  der 
Logarithmus  einer  rationalen  Funktion  besteht  nämlich  aus  min- 
destens zwei  Summanden  Ä_^  log  ^  ^^  ~  ^^'  (^vgl.  §  28  (1)),  während 
die  rationalen  Funktionen  selbst,  wie  auch  die  Integrale  der 
zwei  ersten  Gattungen  keine  logarithmischen  Unstetigkeiten  auf- 
weisen. Auch  kann  log  ^^^  ~  ^f  nicht  etwa  der  Logarithmus  eines 
Integrals  erster  oder  zweiter  Gattung  sein;  denn  ein  solcher  Loga- 
rithmus ist,  wie  man  sich  durch  Differenzieren  überzeugt,  nicht  das 

Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s,  während  log  ^^^~  ^' 
wie  folgende  Rechnung  zeigt,  ein  elliptisches  Integral  ist: 

^       <iu-^  =   Cl^^J^^  -  -^]  du^nau-a)-C{u))  du 

^  (TU  J     \(t{u  —  a)  (TU  )  J    \^^  I        ~\    I) 

=  —  uta  ■\-  \  I — ^-^^ —  du 
^  J  pu  —  pa 

y     C             d%                 .    ,    C     d% 
=  —  Qaj  --yr^ -^ +  i  I 

^  y  4:X^  -  g^^-  g^  J    z  -  Xo 


•4) 


•k 


^o)  y4^3  -  g^%  -  g^ 


^0  pa  =  z^,  p'a  =  y4:  z^^  -g^z^-  9^  gesetzt  ist. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (4)  ist  der  erste  Summand  ein  Inte- 
gral erster  Gattung,  der  zweite  ist  gleich  \\o%[z  —  z^\  das  im  dritten 
Summanden  vorkommende  Integral 

5)  r ^^ =, 

J  {%-  %q)  y4.%^  -  g^%  —  g^ 
dagegen  ist  eine  neue  Transzendente,  die  wir  in  Übereinstimmung 
mit  §  1  (9)  als  Normalintegral  dritter  Gattung  bezeichnen;  z^  ist  ein 
beliebiger  Wert,  nur  darf  Zq  nicht  gleich  e^,  e^  oder  e^  sein,  da 
dann  der  Faktor  des  Integrals  anf  der  rechten  Seite  von  (4)  Null 
wird.     In  der  Tat  ist  beispielsweise 

r  dx r    du 

J    {%  -  ßg)  ]/4^%^  -  g^%-  g^        J  pu-  e^ 


6) 


=  ff  „_iL(^_rJ?3)__ ^ \du    (§  31  (10)) 


(ei-ea)(0i-  es)  ^^^  ^  1        •       / 

ein  Integral  zweiter  und  nicht  dritter  Gattung. 
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Die  beiden  logarithmischen  ünstetigkeitspunkte  des  Integrals 
dritter  Gattung  (5)  sind  die  beiden  Punkte  z  =  z^^  der  Fläche,  wäh- 
rend die  ebenfalls  als  Integral  dritter  Gattung  zu  bezeichnende  linke 

Seite  log  ^  ^  ""  ^    der  Gleichung  (4)  für  u  =  a  und  u  =  0,  d.  h.  also 

für  z  =p{a)=  Zq  und  z  =  oo  logarithmisch  unendlich  wird. 

Bezeichnet   man    das   Integral   dritter   Gattung   log^  ^~^^   als 

Funktion    von    z    mit    Andeutung    seiner    Unstetigkeitsstellen    als 

J^'^°°[z)  und  also  log  ^ ^^  "   ^    mit  J^''°°{z),   wenn  p(b)=^z^   gesetzt 

wird,  so  wird 

ein  Integral  dritter  Gattung,  das  an  den  beiden  beliebigen  Stellen 
Zq  =  pa,  z^  =  pb  der  Fläche  logarithmisch  unendlich  wird. 
Man  bezeichnet  auch  (7)  als  Normalintegral  dritter  Gattung,  und 
zwar  als  solches  mit  den  Parametern  z^,  z^  (die  freilich  erst  durch 
Mitangabe  der  zugehörigen  Wurzelwerte  ]/  Az^^  —  g^z^  —  g^, 
y  4  Zi^  —  g^  Zj^  —  g^  völlig  bestimmt  sind);  statt  dessen  kann  man 
auch  die  Werte  a,  b  des  Integrals  erster  Gattung  in  diesen 
beiden  Punkten  als  Parameter  des  Integrals  dritter  Gattung  be- 
zeichnen. 

Die  rationale  Funktion  r{z  \  Zq,  z^)  von  z  und  ^Az^—  g^z  —  g^, 
durch  deren  Integration  man  J^^'^{z)  erhält,  ergibt  sich  aus  (4): 


8) 


r{z  I  z,,  z^)  =    ^ ^  {^b-^a)  +  ^  {-^ ^--] 

^    '    ^  -\/4.x^-g,x-g^  ^\%-%,         z  -  xj 

V  4  Äi^  -  g^  x^-  gn         _       1/4  %o^  -  9^  ^0  -  gs 


Der  Normalintfgrand  dritter  Gattung  r(z\zQy  Zj)  hat  einen  Pol 
erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  +  l  an  der  einen  Stelle  z  —  Zq, 
einen  Pol  erster  Ordnung  mit  dem  Residuum  —  1  an  der  einen  Stelle  z  =  2:1, 
ferner  Pole  ohne  Residuen  bei  z  =  e^y  e^,  e^.  Dies  erkennt  man 
sofort,  wenn  man  r{z\z^J,z■^)  als  elliptische  Funktion  von  m 
schreibt: 

Q\     .(.\.      ^^_    dJ^^'-jx)  _    d    ,        a{u-d)^du    _'i{u-a)-K{u-b) 
yj    r\z\ZQ,.{)-        J^—  -  du^^^  <r{u-b),_  dx   "  p'u 

Für    Integrale    dritter   Gattung   besteht    der    merkwürdige,   in 
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anderer  Bezeichnungsweise  schon  Legendee  bekannte  Satz  von  der 
Vertauschung  der  Parameter  mit  den  Grenzen,  der  durch  folgende 
Gleichung  seinen  Ausdruck  findet: 

10)  Jr(z\z^,Z;,)dz  =  fr{z\z^,z^)dz 

oder 

Die  Gleichheitszeichen  in  (10)  und  (11)  gelten  nur  bei  passender 
Wahl  der  Integrationswege;  bleiben  diese  willkürlich,  so  treten  an 
Stelle  der  Gleichungen  Kongruenzen  nach  den  Periodizitätsmoduln 
der  Integrale. 

Zum  Beweise  führt  man  wieder  die  Veränderliche  u  in  die 
Integrale  ein  {z^  sei  =7?c,  z^=pd)\  die  linke  Seite  von  (10)  ergibt 

nach  Ausführung  der  Integration:  log  "^/  _a^     genommen    zwischen 

Grenzen  u^c  und  u^d  (mod.  2«!,  2093),  also  bis  auf  Vielfache 
von  Periodizitätsmoduln,  indem  man  als  Grenzen  u  —  c  und  u  =  d 
einsetzt: 

^  ^<j{c-  b)  a{d-a)' 

dieses  Ergebnis  bleibt  aber  ungeändert,  wenn  man  gleichzeitig  a 
mit  c  und  b  mit  d  vertauscht;  damit  sind  die  Gleichungen  (10),  (11) 
bewiesen. 

Die  soeben  erwähnten  Periodizitätsmoduln  eines  Normalintegrals 
dritter  Gattung  log  ^  !^  ~  ??  an  den  Schnitten  Ä,  B  ergeben  sich 
aus  den  folgenden  Gleichungen: 

an  A:     log  —, ^ r^  —  log  ~ ^r 

""    ^        a{u-a)  ^        G{u-b) 

=  -  2%«  +  27}^b     (nach  §  26(8)) , 
an  B:     —  2r}^a  +  27}^b. 

Durch  Addition  des  mit  einer  passenden  Konstanten  multipli- 
zierten  Integrals    erster   Gattung    kann    man   das    Integral   dritter 

Gattung  log  ^  ^^  "  f^  so  abändern,  daß  der  eine  dieser  Periodizitäta- 

^      ^  <j{u  -  b)  ' 

moduln,  z.  B.  der  an  Ä  gleich  Null  wird. 


13) 
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(§49(5)). 

Daneben  hat  jedes  Normalintegral  dritter  Gattung  noch  Periodi- 
zitätsmoduln  ±27ii,  die  von  Umkreisungen  der  logarithmischen 
ün stetigkeitssteilen  herrühren. 

Wir  fassen  das  Hauptergebnis  dieses  Paragraphen  noch  kurz 
zusammen: 

Jedes  elliptische  Integral  f  R  {z,  1/4  z'^  —  9-1^  —  g^  dz  läßt  sich 
darstellen  als  Summe  aus 

1.  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  '^4:Z^  ~  9%^  ~~  9z 

2.  einem  Integral  erster  Gattung  Cu  =  C  f  —- 

3.  einem  Normalintegral  zweiter   Gattung 

Blu  =  b[  -^^ 

^  y  4  ^'  -  ^2  ^  -  ^3 

4.  einer  Anzahl  mit  Konstanten  multiplizierten  Normdlintegr alert 
dritter  Gattung: 

An  Stelle  des  hier  benutzten  Elementarintegrals  zweiter  Gattung, 
dessen  Fol  bei  u  =  0,  z  =co  liegt,  kann  auch  ein  anderes  mit  be- 
liebig  vorgeschriebener  Lage  des  Pols  gewählt  loerden,  z.  B. 


Jg 


d 


{^-e,)V^o,^-g,x-g, 
Auch    kann    der    vierte    die  hitegrale    dritter   Gattung   umfassende  Be- 
standteil auf  folgende  Form  gebracht  werden   (vgl.  (4)): 


15) 


(z  -  %^)  ]/4 


g^^  -g% 


9z 


§62.   Die  elliptischen  Integrale  ji?(^,  .9)  rf^,  falls 

^  =  Vs  2:^  +  4«j;^^  +  b«2  2:2  +  4«3^  +  «^. 

Durch  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  sind  im  Grunde 
die  elliptischen  Integrale  fE(z,s)dz  auch  in  dem  Falle  erledigt, 
wo    ein    beliebiges  Polynom"  dritten    oder   vierten  Grades   mit   nicht 
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verschwindender  Diskriminante  unter  dem  Wurzelzeichen  steht.  Man 
wird  auch  hier  wieder,  um  einen  besseren  Überblick  zu  erzielen,  das 
Integral  erster  Gattung 


•=/ 


1)  M=  /  4^ 

Ol 

als  Hilfsveränderliche  einführen.  Die  untere  Grenze  ist  der  Ein- 
fachheit halber  in  einen  Verzweigungspunkt  gelegt;  dann  werden 
nämlich  durch  die  besonders  einfache  Substitution  (13),  (14)  des  §  39: 

2)  ^•  =  ArK)  +  irK)7^— . 

aufgelöst: 

3)  ^  =  «1+       ^^'^"^^ 


die  Integrale  /  R[zys)dz  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  behan- 
delten zurückgeführt.  Damit  könnte  man  die  Aufgabe  als  erledigt 
ansehen,  wir  wollen  aber  noch  überlegen,  wie  die  Integranden 
r  {z,  yf{z))  aussehen,  die  jetzt  zu  Integralen  zweiter  und  dritter 
Gattung  Anlaß  geben.  Vermöge  der  Substitution  (2),  (3)  entsprechen 
einander  die  Differentiale  erster  Gattung 

4)'  .._^^£__._     und       ^^ 


das  im  vorigen  Paragraphen  vorzüglich  benutzte  Differential  zweiter 
Gattung  — =^-=^r==^   geht   somit  durch  die  gleiche  Substitution 

y4:X^  ^  g^x  -  g^ 
über  in: 

Man  kann  also,  wenn  man  hiervon  noch  den  ersten  Summanden 
als  Integral  erster  Gattung  abtrennt,  im  jetzigen  Falle 

5)  r — ^^-= 

als  Normalintegral  zweiter  Gattung  zugrunde  legen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Integrale  dritter  Gattung 

^  mit   dem  Parameter  x^.,   auf  die  sich  alle 


X 


{x  -  x^)  y4:X^-  g^x-  g^ 
andern  zurückführen  ließen,  gehn,  wenn  noch  z^  durch  die  Gleichung 


I 


aufgelöst: 

^"  ~ '''  +  *,- Ar  K)' 
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definiert  wird,  über  in 

4        /»  d% 


''"f(^-^-.^.:]ym 


4(«i  — %y)r    dx  4  («1  —  ^^)2 


J   Vf(x)  f  {a.\      J  ( 


Trennt  man  hier  wieder  den  ersten  Summanden  der  rechten 
Seite  als  Integral  erster  Gattung  ab,  so  kommt  man  auf  folgendes 
Normalintegral  dritter  Gattung 

dx 


7)  f- 


z^  kann  jeder  endliche  Wert  sein,  nur  darf,  entsprechend  der 
Bedingung  x^=|rg^,  z^  keine  Verzweigungsstelle  a  sein;  in  diesem 
Falle  würde  das  Integral  ein  solches  zweiter  Gattung  (vgl.  (5)  und 
§  61  (6)).  Bei  der  vorstehenden  Rechnung  durfte  x^  auch  nicht 
=  -i^f"  {ci-^  sein,  da  sich  andernfalls  aus  (6)  2:^  =00  ergeben  würde. 
Ist  ^\  =  Ytf"i^i)j  ^^  findet  man  direkt  aus  (3)  mit  Benutzung  von 
4),  d^ 


/, 


dx 


(x  -  x^)  y^x'^  -g^x-  g^ 
übergeht  in 

4        r  xdx  4«!      r    dx 

Fm  J  vW) ~ rw  J  VfW)' 

Man  hat  also,  falls  f{z)  vom  vierten  Grade  ist,  zu  (7)  noch  als 
weiteres  Integral  dritter  Gattung 

9)  f-^ 

J  Vfix) 

hinzuzunehmen.     Falls  f{z)  dagegen  vom  dritten  Grade  ist: 

f(z)=  Aüj^z^  -\-  ßa^z^  -{-4a^z-{-a^, 

ist    f-^  ebenso  wie  f    '      ^^^_-,^    (vgl.  §  61  (2))  ein  Integral 

J  yf(x)  J  y^x'-g.x-g,  ^  ^   ^      ^  ^^ 

zweiter  Gattung,  und  diese  beiden  Integrale  zweiter  Gattung  gehen 
bis  auf  einen  konstanten  Faktor  und  ein  hinzutretendes  Integral 
erster  Gattung  durch  die  Substitution 

ineinander  über.  Man  kann  auch  so  sagen:  falls  f{z)  vom  dritten 
Grade  und  x^  —  -i^f'{oc-d   ist,   so    entsprechen  nach  (3)  x  ^  x^  und 

13* 
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z  —CO  einander,  x^  ist  also  (nach  §  37, 1)  eine  der  drei  Zahlen  e^,; 

aber  ist  in  diesem  Falle  nach  §  61  (6)  ein 


I-, 


X  -  x„)  y4:x^  -  g^x-  gs 
Integral  zweiter  Gattung  und  mithin  auch  das  daraus  durch  Trans- 
formation entstehende  (vgl.  (8)). 

Man  beachte  die  Übereinstimmung  der  Ergebnisse  dieses  und 
des  vorigen  Paragraphen  mit  denen  Legendres,  über  die  in  §  1 
berichtet  wurde,  sowie  mit  den  Definitionen  des  §  9. 

Als  Beispiele  behandeln  wir  die  Bogenintegrale  für  Lemniskate 
und  Ellipse. 

Die  Gleichung  einer  Lemniskate  in  Polarkoordinaten  lautet: 

1  r'^ 

10')  r^  =  a^cos2(p     oder     cp  =      arccos  -^, 

das  Quadrat  ihres  Bogenelements  ist  also 

11)  ds^  =  r^dff^  +  dr'  =  -^^ ; 

folglich  wird  die  Länge  des  vom  Doppelpunkte  r  =  0  an  gezählten 
Bogens  durch  das  Integral  erster  Gattung: 

-'1  ,  » 

12)  s  —  a-"  \      =  a  j     ^ - 

0  0 

ausgedrückt.     Ein  Vergleich  dieses  Integrals  mit  §  45  (9)  zeigt,  daß 
hier  ä^  =  —  1  ist  (harmonischer  Fall,  s.  a.  §  108). 

Dagegen  erhält  man  für  einen  Ellipsenbogen,  gezählt  vom  einen 
Endpunkt  :r  =  0,  y  =  b  der  kleinen  Achse  an  (nach  §   1  (8)): 


13)     5  = 


—  a;2  \dx 


/('  -  5)  ( 


-      -      .  x^dx 

14)     = 


f   y   y      a'J  y         a"         J  j    y    \        ay  \  a"         j 

ü  0 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  von  der  ersten,  das  zweite 
von  der  zweiten  Gattung:  dieses  hat  je  einen  Pol  erster  Ordnung 
in  den  beiden  Punkten  x  =  od  und  man  könnte  es  leicht  auf  ein 
irgendwie  angenommenes  Normalintegral  zweiter  Gattung,  z.  B. 
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zurückführen,  wozu  dann  noch  eine  rationale  Funktion  und  das 
Integral  erster  Gattung,  mit  einer  Konstanten  multipliziert,  hinzuträte. 
Will  man  aber  die  Länge  eines  Ellipsenbogens  wirklich  berechnen, 
so  wird  man  gleich  in  das  Integral  (13)  als  neue  Veränderliche  das 
Integral  erster  Gattung 

X 

/  dx 

u  = 


15)  /  ,  /T.       x'\  (^  _  g'-  b^  ^2 


m 


einführen. 

Wir  setzen  noch,   um  vollständige  Übereinstimmung  mit  Glei- 
chung (8)  des  §  45  zu  erzielen 

1  p{'\  ^  ^^  ~"  ^'  _ 

^  ^ ;  ~^  ™  ^1   ~  ^3  ?  a*  ^2  ^3  ' 

woraus  man  im  Verein  mit  e^  +  e^  +  <?3  =  0  die  Größen  e^,  e^,  e^ 
berechnen  kann;  sie  sind  in  diesem  Falle  reell  und  es  ist 

^1    >  ^2   >  *^3  • 

Zugleich  denken  wir  uns  die  Periodizitätsmoduln  2«^,  2  «3  des 
Integrals  ^ ^^    ^^^^^^ 

berechnet,  deren  einer  reell,  deren  anderer  rein  imaginär  ist  (wie 
in  §  23);  wir  denken  uns  in  Übereinstimmung  mit  §  23  cq^  und 
«3/2  positiv.    Mit  den  Perioden  2co^,  2  «3  bilden  wir  die  Funktionen 

pU,    (TU,    (Tg  u. 

Dann  geht  vermöge  der  Substitution  (15)  Gleichung  (13)  über  in 

u 

s  =  u+(e,-e,)J{^fdu    (§45(7)) 

0 
U 

=  «  +  (^3  -  ^.)/-^    (§  42  (9)) 

0 
u 

=  «  +  ^r^/  [P  ("  -  "3)  -  '■3)  '^«     (§31  (4)) 
'ü 

=  „_     1      2:i!l^__J_J^:^_^L „(126(1),  §25(2)) 
=  — ^i—  u  +  — i—  -^i^     (§  42  (3)) 


e,  —  ßo      (ro  u 


^■-t)+(i.-rii^ff'   -^  =  ^(§^«(«^)' 
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Will  man  bis  zu  Zahlenwerten  vordringen,  so  hat  man  bei  der 
Lemniskate  nur  ein  Integral  erster  Gattung  mit  gegebenen  Grenzen 
zu  berechnen,  bei  der  Ellipse  sind  außerdem  zum  Einsetzen  in  (16) 
die  Konstanten  w^,  r  =  (o^jco^  zu  berechnen;  für  -d^^iv)  und  &q{v) 
sind  die  gefundenen  Reihenentwicklungen  (§  51)  zu  verwenden.  Wie 
man  die  nötigen  Rechnungen  bequem  anordnet  und  ausführt,  wird 
im  XVIII.  Abschnitt  auseinandergesetzt. 

§  63.     Das  ABELSche  Theorem. 

Da  jede  rationale  Funktion  von  z  und  '^  f(z)  eine  elliptische 
Funktion  des  Integrals  erster  Gattung  u  ist,  und  umgekehrt,  so  ist 
jeder  Lehrsatz  über  elliptische  Funktionen  zugleich  einer  über 
rationale  Funktionen  von  z  und  Yf^^)  ^^^  jeder  Lehrsatz  über 
rationale  Funktionen  von  z  und  '^  f{z)  ist  mit  einem  über  elliptische 
Funktionen  gleichbedeutend.  In  diesem  Verhältnis  stehen  z.  B.  die 
von  uns  bewiesenen  Sätze  über  die  Summe  der  Residuen  sowohl 
der  rationalen  Funktionen  von  z  und  '^  f(z)  als  der  elliptischen 
Funktionen  (§  8,  V  und  §  18,  VI),  ferner  die  daraus  gefolgerten  Sätze 
über  die  Nichtexistenz  von  Funktionen  der  Ordnung  1  (§  8,  IX  und 
§  18,  VII).  Aus  dem  Satze  §  33, 1  über  elliptische  Funktionen  folgt 
sofort  ein  ganz  ebenso  lautender  über  rationale  Funktionen  von  z 
und  ^  f{z).  Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeinen, 
auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  bezüglichen,  der  als  Rie- 
MANN-RocH scher  Satz  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Ferner  ist  der  Satz  (3)  des  §  19  gleichbedeutend  mit  folgendem: 
Wenn  mit  u  [x,  y)  der  Wert  des  Integrals  erster  Gattung  bezeichnet 
wirdf  dessen  obere  Grenze  der  Funkt  x,  y  =  jZ/X^:),  dessen  untere  Grenze 
ein  beliebiger  fester  Punkt  der  Fläche  ist,  und  wenn  x.,  y.  =  Yfi^i)  ^^^ 
Nullpunkte  und  x!,  y!  =  '^ f{xf)  [i  —  \,2  ...n)  die  Fole  einer  rationalen 
Funktion  von  x  und  ]/  f{x]  sind,  so  ist  bei  passender  Wahl  der  Inte' 
grationswege 
1)      u  {x^,  y{}  +  u  (a-2  ,y^)..,^u  (2;^,  3/J  =  u  (x/,  y/)  +  u  (x^,  y^)  . . . 

und  umgekehrt,  wenn  eine  solche  Relation  besteht,  existiert  eine  Funktion 
der  Fläche,  die  in  den  Punkten  x.,  y.  und  nur  in  diesen  Null,  und  in 
den  Punkten  xf,  y!  und  nur  in  diesen  unendlich  wird  (vgl.  §  28  (5)). 
Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  ein  besonderer  Fall  des  großen, 
auf  Integrale  beliebiger  algebraischer  Funktionen  sich  beziehenden 
Theorems,  das  den  Namen  seines  Entdeckers  N.  H.  Abel  trägt. 
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Das  Abel  sehe  Theorem  für  irgendein  elliptisches  Integral 
J  r  (x,  y)  dx ,      wo      ij  =  '^  f{x) , 
gibt  Aufschluß  über  die  Abhängigkeit  der  Summe 

2)  "  2   fH^,I/)d^^ 

t=ij 


von  den  Punkten 


der  Fläche.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die  x.,  y.  die  a-Stellen. 
die  xf,  y!  die  ^-Stellen  einer  rationalen  Funktion  R  [x,  y)  sind : 

anders  ausgedrückt:  daß  die  x^,y.  die  Nullstellen,  die  x!,  y.^  die 
Pole  der  rationalen  Funktion 

sind,  eine  Voraussetzung,  die  nach  §  19  gerade  im  Bestehen  der 
Gleichung  (1)  ihren  Ausdruck  findet.  Selbstverständliche  Voraus- 
setzung ist,  daß  die  Integrale  (1)  nicht  dadurch  sinnlos  werden,  daß 
r  (xy  y)  für  einen  Punkt  der  Integrationswege  unendlich  wird. 

Man  bedient  sich  häufig  einer  mehr  geometrischen  Ausdrucks- 
weise, indem  man  sagt:  die  Punkte  o:^,  y.  sind  die  Schnittpunkte 
der  algebraischen  Kurven  y^  =  f{x)  und  B{x,  y)  —  a  =  0,  während  die 
Punkte  X.',  y!  die  Schnittpunkte  der  Kurven  t/^  =f{x),  Tt  (x,  ?/)  —  Z>  =  0  sind. 

Da  r  r  [x,  y)  dx  nach  §  62  durch  Integrale  der  drei  Gattungen, 
sowie  eine  hinzukommende  rationale  Funktion  o  [x,  y)  dargestellt 
werden  kann: 


4) 


fr(x,y)dx  =  C'U[x,y]  -j-  B^(u{x,y)) 


v  =  l 

so  genügt  es,  das  Abel  sehe  Theorem  für  die  einzelnen  Summanden 
auf  der  rechten  Seite  von  (4)  abzuleiten.  Die  rationale  Funktion 
Q  (x,  y)  liefert  zur  Integralsumme  den  Beitrag : 

5)  SP«,i'.')-('k-..'A)-     . 

i  =  l 

Dies  ist  eine  symmetrische  Funktion  sowohl  der  w- Schnittpunkts- 
koordinaten   X.  y.y    als    auch    der   x.' yf    und   daher  nach  einem  be- 
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kannten  Satze  der  Algebra  eine  rationale  Funktion  der  Koeffizienten 
von  f{x,  y\    R  {x,  y)  —  a^    B  (x,  y)  —  b. 

Ein  Summand  ^^log^|^~^^j    liefert   zu  (1)  folgenden  Beitrag, 

abgesehen  von  dem  Faktor  A^,  der  von  den  Koeffizienten  der 
Funktion  S(x,  y)  unabhängig  ist,  und  abgesehen  von  Periodizitäts- 
moduln,  die  ebenfalls  von  diesen  Koeffizienten  unabhängig  sind: 


6) 


^      ^  ^{u  {Xi',  yl)  -  h^)  ^^    a  {u  {X,  y,)  -  b,) 


n 

"V log  /  Q"  (^v  -  ^ (^A  Vi)   .   o-(6y-  ujxi'.y/)  \ 
^  \  a{a^-  u  {Xi,  yi)        (^  {K  -  «« (^.>  Vi))  1 

Nun  lautet  die  Darstellung  der  rationalen  Funktion 

^{^>y)-    E{x,y)-b 
mittels  ö--Funktionen  nach  §  28: 

n 

^.  Rico,  y)-b  '  ^i^  <j{u{x,y)-u (x/,  y/))  ' 

i  =  l 

Ferner  sei 

die  Punkte  |^,  r]^  und  f^,  fj^  an  denen  das  Integral  erster  Gattung 
u{x,  y)  die  beiden  Werte  «^  und  b^  und  die  dazu  mod.  2«j,  2<y, 
kongruenten  annimmt,  sind  nur  von  r[x,y),  aber  nicht  von  R{x,y),  a,  b 
abhängig.     Mit  Beachtung  von  (7),  (8)  geht  (6)  über  in: 

9^  loff  lEMilIlAzl  .  Rih.%)-b\  ^  .        Sj^^rj^) 

also  in  den  Logarithmus  eines  Ausdrucks,  der  von  den  Koeffizienten 
der  Funktion  S(xj  y)  —  b  rational  abhängt.  Diese  Tatsache  ist  der 
Ausdruck  des  Abel  sehen  Theorems  für  elliptische  Integrale  dritter 
Gattung. 

Endlich  liefert  der  Summand  B^u  auf  der  rechten  Seite  von 
(4)  zur  Integralsumme  (1)  abgesehen  von  dem  Faktor  B^  der  von 
B,  a,  b  unabhängig  ist,  und  abgesehen  von  Periodizitätsmoduln,  die 
ebenfalls  von  <S(ar,  y)  unabhängig  sind,  folgenden  Beitrag: 

10)         >    (Qu(x.  y.)  —  ^u(x.?/))  ==     >     — -l^g — r ; ÖT 


i=l  i=l 
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Nun  sei  der  Punkt  |',  r]'  =  jZ/XIO  die   untere  Grenze  des  Integrals 
erster  Gattung,  dann  ist 

U(^\   7f)  =   0 

und  mit  Berücksichtigung  von  (7): 


11 


jimmJ  \du  a  [li  —  u{Xi,  yi))  Ju=0 


i''g§||^L.=V7(?>-  (-jt  iog^.^...)),.,:y7(r) 


0 

d  ^^^R{x,y)  —  b^ 
dx 

Die  rechte  Seite  von  {11)  hängt  rational  von  den  Koeffizienten  der 
Funktion  S{x,  y)  ah.  Das  ist  das  Abel  sehe  Theorem  für  Integrale 
zweiter  Gattung. 

Fassen  wir  die  erhaltenen  Einzelergebnisse  zusammen,  so  können 
wir  das  Abel  sehe  Theorem  so  aussprechen: 

Die  Summe  der  elliptischen  Intee/rale 

^i' y\  ^'>  Vi'  Xn' yn' 

I  r{x,  ?/)dx  +   /  r{x,y)dx  +  •  •  •  +   /  ^\^,y)dx, 

^iVi  'J^y2  Xnyn 

wo  r{Xji/)  eine  rationale  Funktion  ist,  und  wo  die  unteren  Grenzen  die 
Nullstellen  der  rationalen  Funktion  R{x,y)  —  a,  die  oberen  Grenzen 
aber  die  ISullstellen  der  rationalen  Funktion  K\x^y)  —  b  sind,  läßt  sich 
bis  auf  Periodizitätsmoduln  darstellen  durch  eine  rationale  Funktion 
der  Koeffizienten  von  R{x,y)  —  a,  R[x,y)  —  b  plus  einer  Summe  von  Lo- 
garithmen rationaler  Funktionen  dieser  Koeffizienten,  jeder  Logarithmus 
noch  rrndtipli ziert  mit  einer  von  R,  a,  b  unabhängigen  Zahl. 

§  64.    Andere  Fassung  des  AßELSChen  Theorems. 

Man  kann  dem  Abel  sehen  Theorem  noch  eine  andere  merk- 
würdige Wendung  geben:  Es  seien  wieder  Integralsummen  wie  in  §63 
vorgelegt;  doch  sollen  jetzt  die  Punkte  x^,  y^,  x!,  y!  keiner  Be- 
schränkung unterliegen  als  der,  daß  die  Integrale  nicht  sinnlos 
werden.  Einen  weiteren  Punkt  ar^+j,  ?/„+i  =  VA^n+i)  g^^e  maü 
sich  willkürlich;  dann  ist  der  Punkt  x^+i,  y^+i  =  '^f{K+i)  vollständig 
bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  eine  rationale  Funktion  S^(x,y) 
existieren  soll,  welche  an  den  Stellen  a:.,  y^.  (z  =  1,2,  •  -  -  n  -{-  1)  Null 
und  an  den  Stellen  xf,  y!  unendlich  werden  soll.  Es  muß  dann 
nämlich  nach  §  28  (3) 

n+l  n 

1)     u  (^;+i,  ?/;+!.)  =  2  ^  i^v  y^  -  2  ^  «^  vi)  '  i^^^-  '^  ^v  2  «3) 
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sein.  Hierdurch  ist  aber  ar^+i,  yn+i  eindeutig  festgelegt,  da  zu  einem 
Punkte  der  w-Ebene  und  allen  dazu  kongruenten  gerade  ein  Punkt 
der  RiEMANN sehen  Fläche  gehört.  Da  es  erlaubt  ist,  in  (1)  die 
linke  Seite  durch  einen  mod.  2  a?j,  2  «g  kongruenten  Wert  zu  er- 
setzen, wollen  wir  im  folgenden  statt  des  Zeichens  ^  das  Zeichen  = 
voraussetzen.     Ist 

2)  X  ■=  (p[u) 

die  elliptische  Umkehrfunktion  zweiter  Ordnung  des  Integrals  erster 
Grattung 

x,y 

also 

3)  _  y  =  y/-(x)  =  ^'(«), 

so  ist 

f  x'n  +  i  =  ff  (m«  +  i,  yi+l)) 

4)  =  (f  {u{x^,i/^)+  •  •  •  +w(^^+i,y„+i)-?/'K',yi') u{x^',2/^'))  , 


Nach  dem  Additionstheorem  der  Funktionen  cp{u\  cp' (u)  sind  somit 

^'n+h  y'n+i  rationale  Funktionen  von  cp  (u  (x.,  i/^)^ ,  ^'{^{^^yS) 
(z  =  1,  2,  •  •  •  w  +  1)  und  von  cp  {ii{x!,y!fj,  (p  (u{x.\i/f))  (z  =  1,  2  •  •  -  n) 
d.    h.    nach    (2),    (3)    rationale    Funktionen     von    ^r^ ,    .^2     "  "  ^r, 
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I  Xn+1  =  Rat.  Funkt,  {x^,-  --  x^^^,  y^-  •  -  y^^^,  x(  ■  •  •  x^,  y/  •  •  ■  y^) . 
I  ?/„+!  =  Rat. Funkt. (:rj  •  •  •  x^^^.y^  •  •  •  y^^^.x;-  •  •  <,yiV  •  •  y^) 

Für   S^{x,y)    erhält   man,    wenn    man    mit    C    eine    Konstante    be- 
zeichnet nach  §  28  (1): 

(   S,{x,y) 

n+l 

Yi(T{u{x,y)  -  u(Xi,  2/f)) 
=  C  '='  ^ 


6) 


n  n+l  n 

JJ  er  (^^ (x,  y)-u  {x{ ,  y{))    a  (u  {x,  y)  +  ^u  {Xi,  y,)  -  ^u {x/,  y/)) 
j=i  1=1  i=i 


Nun  berechne  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  jetzt  nur 
einen  Summanden  mehr  enthaltende  Summe 


n  +  l 


n  +  l     /> 

7)  2  /  r{x,y)dx 
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Man  findet  genau  wie  dort: 

+  y^  (p  i^i,  y()  -  Q  {x. ,  y, ))  . 
i=i 

Von  diesen  drei  Summen  ist  die  letzte  eine  rationale  Funktion  von 
x.,y.,  x'.,y'.  [i  =  1,  2  •  .  .  ?z  +  1),  also  wegen  (5),  auch  von  a:.,?/. 
(z  =  1,  2  •  •  .  w  +  1)  und  x[,yl  (z  =  1, 2  •  •  •  in).  Das  gleiche  gilt  von 
der  ersten  Summe;  für  i;(u{x'^:^x,y'n^^  kann  man  nämlich  wegen  (1) 
schreiben 

und  hierfür  findet  man  durch  wiederholte  Anwendung  des  Additions- 
theorems der  ^-Funktion,  sowie  der  Funktionen  /?  m,  'pu  (§  29): 


9) 


ra  +  1 

2 


%<;(u{x.,y^  -^^{u{x:,y:))  +  Rat.  Funktion  von 
i  =  1,2  ■  '  -  n  +  1  i=l,2  -  •  '  n 


Wenn  man  diesen  Ausdi-uck  für  4'(^(^n+i>  ^n+i))  i^i  (8)  einsetzt,  so 
fallen  sämtliche  ^-Funktionen  heraus;  des  weiteren  lassen  sich  pu,pu 
rational  durch  (p(u),  cp'  [u)  ausdrücken  (§  36,  I)  und  da  nach  Voraus- 
setzung (2),  (3)  identisch:  x  =^  cp  (n[x,y)},  y  =  /  (u{x,y))  ist,  gilt,  wie 
behauptet: 

10)     1  2  ^  (S  ^  i^i''  yi)  -  ^ ''  i^i '  yS) 

\       -  Rat.  Funkt,  {x^  •  •  •  x^^^,y^ •  •  •  y^^^, x^' •  •  •  <,.y/-  •  •  y,') . 

Aber    auch    die    in    der    zweiten    Summe    von    (8)    vorkommenden 

Quotienten   ^  ^y"  ^^'    hängen    rational    von   x.^y.   (e  =  1,  2  •  •  •  w  +  1), 

x!,y!  (2  —  1,  2  •  •  •  n)  ab;  um  dies  einzusehen,  ersetzt  man  Zähler  und 
Nenner  dieses  Quotienten  durch  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
von  (6),  wobei  man  wegen  §  63  (8)  für  u{x,y)  das  eine  Mal  «^,  das 
andere  Mal  b^  einsetzt.  Es  ist  dann  zu  zeigen,  daß  der  erhaltene 
Ausdruck  beispielsweise  von  x^,  y^  rational  abhängt;  läßt  man  die 
c-Faktoren,  die  x^,  y^  überhaupt  nicht  enthalten,  weg,  und  schreibt 
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man  kurz  u  für  u{x^^y^,  so  hat  man  folgende  Funktion  von  u  zu 
betrachten: 

(s  (u-a^)  ff  («*  -f-  b^  +  u{x^,  yi)+  '"^u  (Xn+i,  Vn+i)  -  u  (x^,  y^) u  (a;„',2/«')) 

(T{u-b^)  <j{u  +  ay-hu(x,,  2/2)+  •  •  •  +u(x„+i,  yn+i)-uixi\  y^') w  (a;/,  2/«'))  * 

Da  die  Null  und  die  Unendlichkeitsstellen  dieser  Funktion  (l)(u) 
offenbar  die  Bedinguog  (3)  des  §28  erfülleu,  ist  (l>(u}  eine  doppelt- 
periodische Funktion  von  u  und  daher  eine  rationale  Funktion 
von  aTj,  7/j,  w.  z.  b.  w.  Hält  man  diese  Tatsache  mit  dem  von  den 
anderen  Summanden  in  (8)  Bewiesenen  zusammen  und  bringt  man 
bei  der  Berechnung  der  Summe  (7)  den  letzten  Summanden  noch 
auf  die  andere  Seite,  so  kann  man  schließlich  das  Abel  sehe  Theorem 
in  folgender  Form  aussprechen: 

Die    Berechnung    der   Summe   heliehig   vieler   elliptischer   Integrale 


n        /» 

2  /  ^(^»y)^^ 


mit  dem  nämlichen  Integranden  und  beliebigen  Ganzen  x^y^,  ^/y/  kann 
auf  die  Addition  folgender  Größen  zurückgeführt  werden: 

1.  eines  einzigen  Integrals  mit  dem  nämlichen  Integranden 

--jr{x,g)d.T, 

.       ^n  +  i  yn  +  i 

dessen  eine  Grenze  :c„^i,  yn-\-i  ^^^^  beliebig  auf  der  Riemann sehen 
Fläche  gewählt  werden  darf,  während  die  andere  dann  eine  rationale 
Funktion  der  gegebenen  Grenzen,  sowie  der  einen  neu  geioählten  ist] 

2.  einer  rationalen  Funktion  der  Gr-enzen  [der  gegebenen  und  der 
einen  willkürlich  gewählten)] 

3.  einer  Summe  von  Logarithmen  solcher  rationalen  Funktion,  jeder 
Logarithmus  noch  mit  einer  von  den  Grenzen  unabhängigen  und  nur 
vom  Integranden  abhängigen  Zahl  multipliziert. 

Der  Abel  sehe  Lehrsatz  in  dieser  Fassung  ist  der  Ausdruck 
des  allgemeinsten  Additionstheorems  für  elliptische  Integrale, 

Sind  die  Integrale  in  (7)  solche  erster  Gattung,  so  kann  die 
Summe  (7)  bei  keiner  Wahl  der  Grenzen  unendlich  werden;  die 
unter  2.  und  3.  aufgeführten  Ausdrücke  fallen  dann  also  weg; 
handelt  es  sich  aber  um  Integrale  zweiter  Gattung,  so  fallen  die 
logarithmischen  Ausdrücke  (3)  weg. 
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Man  vergleiche  als  ganz  spezielle  Beispiele  Gleichung  (1)  von  §  2, 
die  in  §  48  bewiesen  wurde,  oder  Gleichung  (3)  von  §  29.  Abel 
hat,  wie  schon  bemerkt,  sein  Theorem  von  vornherein  in  viel  all- 
gemeinerer Fassung  bewiesen,  da  er  an  Stelle  der  Gleichung  3/^  =  /*(ar) 
das  Bestehen  irgendeiner  algebraischen  Abhängigkeit  zwischen  x 
und  y  voraussetzt.  Trotzdem  ist  sein  Beweis  sehr  kurz,  —  er  um- 
faßt kaum  2  Seiten  in  den  Werken  (Oeuvres  Bd.  I,  S.  515)  —  und 
zugleich  sehr  elementar,  er  benutzt  nur  Sätze  aus  den  Elementen 
der  Algebra  und  der  Differential-'  und  Integralrechnung.  Niemals 
sonst  ist  ein  so  weitreichender  Satz  mit  so  einfachen  Mitteln  be- 
wiesen worden. 


ELFTER  ABSCHNITT. 


Normalformen  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung. 


§  65.     Die  Normalform    f 


dx 


y^x^  -  g^x  -  gs 

Wir  haben  schon   im  §  36   gesehen:    zwei  elliptische  Integrale 
erster  Gattung 

die  zum  nämlichen  Periodengitter  gehören,  für  welche  also  die 
Invarianten  g^^  g^,  gleichviel  ob  man  sie  als  Funktionen  der  Perio- 
den oder  der  Koeffizienten  von  f\z)  und  g(^)  auffaßt,  einander  gleich 
sind,  können  auf  unendlich  viele  Weisen  durch  birationale  Trans- 
formationen ineinander  übergeführt  werden.  Zur  wirklichen  Aus- 
führung einer  solchen  Transformation  wird  man  gewöhnlich  eine 
der  vier  linearen  Substitutionen  verwenden,  die  nach  §  37  immer 
unter  jenen  birationalen  enthalten  sind.  Wir  haben  von  diesem 
Gedanken  schon  mehrfach  Gebrauch  gemacht,  indem  wir  insbesondere 

C   dx 

j   ,- —    auf  die  durch  die  Invarianten  von  f{z)  eindeutig  bestimmte 

„Weierstr  ASS  sehe  Normalform'''' 

2)  f  ,-      ""     — 

J    y4x^-  g^x-  gs 

transformierten  (vgl.  §39).  ' 
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Die  vier  möglichen  Transformationen   werden  in  diesem  Falle 
noch  §  39  (13),  (14)  durch  folgende  Formeln  bewirkt: 


[        a) 


z  =  cc  -{- 


^f'io^) 


3^  ,  24.x -f'ic^) 

a  kann  irgendeine  der  vier  Nullstellen  von  f^[z)  sein;  wenn  f{z 
vom  dritten  Grade  ist,  vermindert  sich  die  Anzahl  der  Substitu- 
tionen (3),  auf  drei;  als  vierte  koinmt  dann  hinzu: 

i  ,  ^    X  da  ,  da 

4)  ^  =  -^^'      --  =  «1^+1 

(vgl.  §  62-  (1»0)).  Eine  vollständige  Durchrechnung  der  Transfor- 
mation (3)  steht  im  §  39. 

Wegen  der  Bezeichnungen  werde  hier,  zugleich  im  Hinblick 
auf  spätere  Entwicklungen  noch  folgendes  hervorgehoben :  Hat  man 
in  willkürlicher  Weise  über  die  Numerierung  der  vier  Verzweigungs- 
punkte a^,  cjg,  c^3,  «0  ^^^  /('^)  vei*fügt,  und  sind  die  Schnitte  A,  B, 
wie  in  §  9  angegeben  gezogen,  so  sind  die  Größen  e^=:^pco^  ein- 
deutig bestimmt.  Einfacher  als  durch  letztere  Gleichungen  wird 
man  die  e^  als  Wurzeln  der  Gleichung 

Ax^  -  g^  X  -.^3  =  0 

bestimmen,  wobei  die  Werte  von  g^,  g^  durch  die  Gleichungen  (16),  (17) 
des  §  58  bestimmt  sind;  es  ist  dann  aber  noch  die  Frage  zu  be- 
antworten, welche  der  Wurzeln  mit  e^,  welche  mit  e^  und  welche 
mit  ^3  zu  bezeichnen  ist.  Die  Antwort  wird  durch  Gleichung  (3  b) 
gegeben,  in  der  man  für  a  bestimmter  beispielsweise  a^  setzen  möge; 
dann  liefert  die  rechte  Seite  für  z  =  a^,  a^,  a^  nacheinander  x^e^^  e^,  e^. 
Denn  es  entsprechen  nach  den  von  uns  getroffenen  Pestsetzungen 
den  Werten 

M  =  0  ,  CQj  ,        «2 ,        0)3 

nacheinander  die  Werte 


=  3J 


(§  56,  II) 


und 

X  r=  pu^    QO,  6'j  ,  ^2  ,  ^3  . 

Unter   A  =  ä^   verstehen  wir   in  Übereinstimmung  sowohl  mit  §  39 
als  mit  §  44  immer  das  Doppel  Verhältnis 

^'  -  ^    -   e,~e,    "  H,^  ~  &s*  (r4-2Ä  +  2A*  +  2Ä«-f-.- .)* 

Auch    an    der    im    §  44    getroffenen   eindeutigen   Festsetzung   von 
Quadratwurzeln  und  vierten  Wurzeln  halten  wir  fest,  z.  B. 
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t^'^"^'^  '^?"~  i9-3^  ~ "  (1  +  2h  +  2h^^+Yhr+"-r    ' 

^  ^  iTj*         ^,2  (1  +  2  /^  +  2'ä*  +  2  A^T^^^F"  ' 

^/Y       ^  , ,,    Si*   _   ^'^    _    2/?'/^!  +/?^-^  +  ^^-^  +  /^^-'  +  ■  •  •) 
y^-  ^^'-^-^-         1  +2A  +  2/.*  +  2Ä^  +  ---         ' 

y  ^~~    H,^   ~  ^s    "      1  +  2  /*  +  2  Ä*  4-  2  Ä^  +  •  •  • 

Diese  Festsetzungen  sind,  wenn  man  von  der  Fläche  ausgeht,  auf 
einem  großen  Umweg  getroffen,  indem  zuerst  die  Perioden  als  be- 
stimmte Integrale  zu  berechnen  sind  und  dann  das  Doppelverhältnis, 
das  ursprünglich  eine  Funktion  der  Verzweigungspunkte  ist,  als 
Funktion  von  t  —  ^^  aufgefaßt  wird.  Wir  werden  uns  später,  so- 
weit  dies  für  unsere  Zwecke  nötig  ist,  überlegen,  wie  wir  die  näm- 
lichen Festsetzungen  treffen  können,  ohne  erst  die  Veränderliche  r 
einführen  zu  müssen. 


§  66.    Die  Normalform  cj-. 


d; 


Neben  der  Weieesteass  sehen  Normalform  des  Integrals  erster 
Gattung  benutzt  man  häufig  die  folgende: 


/■ 


dt 


1]  •  c  .     / , 

l/c(i-t)(i-oo 

sie  wurde  neben  einer  anderen  im  nächsten  und  übernächsten  Para- 
graphen zu  besprechenden  insbesondere  von  Legendee  benutzt, 
später  auch  von  Riemann.  Man  nennt  sie  daher  häufig  auch  die 
erste  Legendee  sehe  oder  auch  die  Riemann  sehe  Normalform. 

Die  Konstanten  C,  C  sind  in  jedem  einzelnen  Falle  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  Transformation  des  vorgelegten  Integrals  / 


dx> 


'fi^) 
und  damit  sämtlicher  zum  gleichen  Periodengitter  gehöriger  auf  die 

Form  (1)  möglich  wird.  Dies  geschieht  durch  folgende  Überlegung: 
Der  Wurzelausdruck  in  (1)  hat  die  Verzweigungsstellen:  0,  1,  oo,  -^j 
deren  Doppelverhältnis 

2)  •  (^iO-^oo\  =  C 

ist.     Soll  also  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  j  -.::z^  ,    bei 

,  J  Yfix) 
welchem  die  Verzweigungsstellen  die  Doppelverhältnisse 

^'     iL'    ^"^^    T^^'    T^=T'    "~r~ 
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haben,  in  (1)  transformierbar  sein,   so  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend,  daß  C  einen  dieser  Werte   habe  (§  38).     Dann  gehört  zu 


/ 


^  ^  (mit  C  =  1) 


l/t(i  -  O(i-U) 

ein    Periodengitter     2h^M^rx)^  -\-  2h^M^co^,     das     zu    dem    Gitter 
2  h^  co^  +  2  h^  co^    des    vorgelegten    Integrals    ähnlich   ist;    man    hat 

darauf  nur    noch    den   „Multiplikator"  C   gleich  -^  zu    setzen,   um 
völlige  Gleichheit  der  Gitter  zu  erzielen. 

Es  gibt  somit  sechs  verschiedene  Normalformen  (1),  unter- 
schieden durch  die  zugehörigen  Werte  von  C  und  C,  auf  welche 
ein  vorgelegtes  Integral  erster  Gattung  transformiert  werden  kann, 
und  die  Transformation  auf  jede  dieser  Normalformen  ist  mittels 
linearer  Substitutionen  auf  vier  verschiedene  Weisen  möglich,  wobei 
immer  noch  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (1),  oder  was  auf 
dasselbe  hinausläuft,  das  Vorzeichen  von  C  unbestimmt  bleibt 
(s.  S.  114).  Es  gibt  also  6  •  4  =  24  lineare  Substitutionen,  mittels 
deren  man  ein  allgemeines  Integral  erster  Gattung  auf  die  Normal- 
form (1)  bringen  kann.  Diese  Zahl  gilt  auch  noch  im  harmonischen 
und  im  gleichseitigen  Falle;  es  fallen  dann  zwar  mehrere  der  C- Werte 
zusammen,  dafür  gehört  aber  zu  einem  C- Werte  mehr  als  ein 
Wertepaar  +  C  Die  24  Substitutionen  sind  alle  in  der  folgenden 
Formel  enthalten: 

3)  ( «.  aj.  a^  z)  =  (0  1  00  i'j , 

wo  c^.,  a^^,  a^  irgend  drei  der  vier  Verzweigungsstellen  von  '^f{z) 
sind.  Der  Wert  des  Multiplikators  C  ergibt  sich  bei  wirklicher 
Ausführung  der  Transformation  von  selbst. 

Beispiel'.    Es   sollen   den  Punkten  0,  1,  oo  der  Reihe  nach  die 
Punkte  c^j,  «2,  oCq  entsprechen;  dann  lautet  die  Substitution  (3): 

4)  [a^  «2  c/.QZ)  =  [0\o:i  J) 
oder 

5)  -  f  = 
und  nach  z  aufgelöst: 


%  —  rt^     ^    «2  —  «j 


Z  = 


(»2   -    «o)«i    —  («2   —  «l)«0^ 
(«2   -   «o)  —  («2    -  «l)  ^ 


6) 

daraus  folgt 

7)  ^  -  «0  =  ^,^ 

ON  ^  ^  («2  —  «i)(«i  —  «o)       '     y 


(«1    —  «o)  («2   -   «o) 


(«2  —  «o)  —  («i  —  «l)>' 

(«2  -  «l)(«l    —  «o) 
(«2    -   «o)   —  («2    -   «l)  C 
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9) 
10) 


l«8  -  «o)  («1  -  "3)  ,1  ;  V, 


wobei  in  Übereinstimmung  mit  §  39  (16): 


4') 


A  = 


(«X  -  «0)  («1  -  «3) 


Mo    —    «,  U.    —    (i. 


«o   —   «.»  I'a    —   «f 


gesetzt  ist.     Man  hat  dann  (am  bequemsten  aus  (Tj) 


12) 

also  schließlich: 


cl  ~  z=  S^y~^"9^S^A~  "Ai:'li~.  "-^^^d  " 


—  («.  —  (i.\  I'T^ 


13) 


somit 


J  y«, 


l(«2   -   «0)  -  («2   —  «1) 


dOi, 


^ i r d^ 

~  y^K"^ '^(«a - «7)  -^  yc(i  -0(1  -^0 

=        ,     -A---^-     r^^....::.=:iL    :._.      .  (§    39     (12))  , 


6" 


y  4(61  —  63) 

Das  Vorzeichen  der  vor  dem  Integralzeichen  stehenden  Quadrat- 
wurzel auf  der  rechten  Seite  kann  willkürlich  genommen  werden; 
das  der  anderen  bestimmt  sich  dann  für  die  Umgebung  eines  Ver- 
zweigungspunktes (z.  B.  z  =  u^f  C  =  0)  durch  Vergleichung  der  An- 
laugsglieder  von  Reihenentwicklungen,  weiterhin  durch  analytische 
Fortsetzung. 

In  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  transformieren 
auch  die  drei  Substitutionen 

I       (c^2  ^1  <^3  2^>  =  (^  1  00  C) ,  {u^  u^  a^  z]  =  (I)  1  do  J) 

dagegen  transformieren  die  vier  Substitutionen 

i^l  «3  ^0  ^>  =  ('J   1  CO  i'j ,  (6^2  ^0  '^s  ^)  =  (*M  QO  C) , 


14) 


(«3  «^  6^2  Z)   =  (Ü    1  00  J^)  , 


(t^^,  c^^  (^1 2:)  =  (0  1 00  ;) 


das  vorgelegte  Integral  sämtlich  in 


15j 


1/4  (Ca  -  63) 
ButucHAKDT  ,  Funktionen.    11.     Dritte  AuÖ 


d: 


t(.-:)|i-^; 


14 
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femer  die  vier  Substitutionen 

1        K  ^0  ^'2  2^)  =  (0  1  00  'Q) ,         [a^  a^  a^  z)  =  (0  1  oo  J) , 
[        [a^  «2  ^0  ^)  =  (0^  1  00  'Q ,        (cf^  ßjj  «3  z)  =  (0  1  00  l) 

in  • 

1 7)  i r  "^^  j 

y  4(^3  -  ci)j  y^(i  _  p(^i  _  (1  _  ;t);y 

die  vier  Substitutionen 

J  1^1  ^^3  ^2  ^)  =  (^   ^  ^  i^'^^  ?  i^2  ^0  0^1  -2^)  =  (.0    1  00  4') , 

\        {a^  a^  Uq  z]  =  (0  1  00  ^'1 ,         [a^  a^  a^z)  =^  [f)  1  oo  c) 

in 

dt 


19)  l/*(^-«.)l,/,(i_3(i__l„,y 

die  vier  Substitutionen 

I  ^«2Cf3  2:)  =  (0   lOO^),  (ßJ2  Cfj  C^o -^  =  (0   1  OC  f ^ 

I  (öTg  «0  <Z^  Z)  =  (0    1  00  J)  ,  («0  C^3  <^2  ^^  =  (0   1  00  J) 

in 


21)  i/^^^^-^^)/./t(i-o(i-^c) 

endlich  die  vier  Substitutionen 

{{a^  Uq  «3  z)  —  (0  1  00  ^)  ,  (C^2  ^3  ^0  -^^  "^  (^  1  00  L^) 

(«3  <:^2  <^i  2)  =  (0  1  00  ^) ,  {cCq  a^  cu_  z)  =  (0  1  00  L) 

in 

1_ r* dj_ 


•/7^^-4-^T^O 


Die  Umkehrfunktion  des  Integrals  auf  der  rechten  Seite    von 
(13)  haben  wir  schon  in  §  34  (22)  aufgestellt;  der  Multiplikator 

C  = 


1/4(6,    -   63) 

ergab  sich  dort  ebenfalls.  Die  Umkehrfunktionen  der  anderen 
Integrale  (15),  (17),  (19),  (21),  (23)  lassen  sich  daraus  durch  Buchstaben- 
vertauschung  ableiten.  Die  gefundenen  sechs  Zahlenpaare  C,  C 
sind  irrationale  Invarianten  im  Sinne  von  §  40. 
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§  67.    Die  Normalform  c'  f- 


d^ 


]/(l-n(l-cr) 
Eine  dritte  Normalform  ist  folgende : 

^  ^  Jy7r'-|2)(i-c|2) 

Sie  wurde  schon  von  Euler  benutzt,  sodann  insbesondere  von 
Legendre  (man  nennt  sie  auch  die  zweite  LEGENDREsche);  aber  auch 
Abel  und  Jacobi  haben  sich  ihrer  mit  Vorliebe  bedient. 

/d  % 
,-^^    in  (1)  trans- 

formierbar  ist,   hat  man  zu  beachten,   daß  die  Verzweigungspunkte 

in  (1):   +1,  —1,    7-'         .-^    sind.     Man  hat  also  nur  das  Doppel- 
y  c         y  e 

Verhältnis  {c~'''-  —c-^'^  -\-l  —1)  einem  der  sechs  Werte 

1       ^        .  1  X  l  -  1 

^'     i  '    ^  ~  ^'     i  -  X  '     X-  1  '        X 

gleich  zu  setzen,  und  erhält  so  sechs  quadratische  Gleichungen  für 
^  Cy  im  ganzen  also  zwölf  Werte  ]/c;  diese  liefern  aber  nur  sechs 
verschiedene  Werte  c:  q ,  c^,  Cg ,  c^,  c^,  Cq,  da  die  von  X  gelieferten 

Werte    ]/c  sich  nur  im  Vorzeichen  von  den  von    -  _       gelieferten 

unterscheiden,   ebenso  liefert  -    mit r- ,  endlich  1  —  X  mit  — ^^- 

zusammen  die  nämlichen  zwei  Werte  c.  Über  den  harmonischen 
und  den  gleichseitigen  Fall  ist  ähnliches  wie  im  vorigen  Paragraphen 
zu  bemerken. 

Beispielweise  liefert  die  Gleichung 

2)  (c-V«  -  c-'^^  +  1  -  1)  =  (cc^  «2  f^o  ^3)  =  ^ 

oder 

3)  ;i  = 


4]/c 


x  +  2yi-x\  _  /i  +  y  i-av 


die  zwei  Werte 
und 

2       V     y^     /      Vi  +  y 

Versteht  man  also  unter  /i  die  nach  dem  §  65  am  Ende  Bemerkten 
eindeutig  definierte  Größe 


Vi  +  l/i_A/ 
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so  ist 

Wenn   man  an  Stelle  von  A  die  Doppeherhältnisse  1  —  ;.  und     ! 
benutzt,  erhält  man  an  Stelle  von  fx  die  Größen  fi^  und  ^jj: 


8) 


''^     ]/r-  i  ~  1  -  yr 


I  = 


9) 


l  —   fX 

1  + 


l/i--:'    •        _ 


Vt        '    '  '  '   H^-y'^ 


\  —  i  (i 


1+  ifi 
und 

Durch  die  Gleichungen  (7),  (10)  sind  im  Hinblick  auf  die  Fest- 
setzungen des  §  44  die  Größen  c^,  c^,  Cg,  c^,  Cg,  Cg  als  eindeutige 
Funktionen  des  Periodenverhältnisses  r  definiert,  sie  bleiben  also 
ungeäudert,  wenn  man  das  Periodengitter  einer  Ähnlichkeitstrans- 
foimatiou  unterwirft.  Über  die  Bestimmung  des  zu  jedem  Werte  c. 
zugehörigen  Multiplikatois  c/  gilt  das  im  vorigen  Paragraphen 
Gesagte. 

Die  Transformation  des  Integrals    |  — ~~-    auf  die  Form 

J  V/-U) 


11.  -/  d^ 


y/-(^) 

J    y  (^  _  ."ui  _  r>  jt^« 


H 


geschieht  durch  jede  der  folgenden  vier  Substitutionen: 
i^i-'  -^-''  1 1)  =  (f/j  «2  r^,  z)  oder    =  (r/^  ^i  «g  ^) 
oder    =  (cfg  g-^  «g  ;)  oder   =  [(/^^  a^  a^z) 

W^r  wollen  als  Beispiel  die  erste  dieser  Substitutionen  durch- 
rechnen; sie  ordnet  den  Verzweigungsstellen  «j,  a^^  «<,,  «g,  deren 
Doppelverhältnis  {a^  a^  a^  a^  —  X  ist,  die  Verzweigungsstellen  ^~®, 
—  jti,"^  1,   —1  zu  deren  Doppelverhältnis  nach  (3)  ebenfalls  A  ist. 

Die  erste  der  Gleichungen  (12)  ergibt  ausgeschrieben: 

2.u~2         I  _  1 


15) 
also 


+  /"-'    ^-/u 


— a   > 


a,  —  «r 


1 4)  "^      ^  fi— ^  ^  2  =  v^^^  ^^— ^  ^  I . 
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Um  die  Rechnung    symmetrischer    zu   gestalten,    benutzt   man 
noch  die  mit  (13)  äquivalenten  Substitutionsgleichungen: 

15)         («j  «2  ^3  "'  ^  if^~^  —  1  —  iJ,~^  I)  und  [a^  a^  a^  z)  =  {pr'^  1  —  1  |) 
und  findet  aus  ihnen 

j  ^.  «1  —  ftr^      Xj-^  «g     _     1  -}-  /i~^      ^  +  U"^ 

«2   —   «8        ^   "~    "^l  1    —   /^       '        ?   —   /A      - 

«3  —   Off,        ^    —    «1  1   +   U"~*        ^  —   lU""'-* 

Danach  ergibt  sich  aus  (13),  (14)^  (16),  (17): 

18)  "'-  =   ,         ^''".  - 

und  zwar  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  daß  nach  Voraussetzung 

«1  -  «.,   ^   «3  -  «0    ^      2,u~^  -  2 

«0  —    Ofj  «3  —   rtj  1    +   ^U~"-       —     1    —    ll~^ 

und  daß  nach  §  39  (11):    «^(0?^  —  r/j)(«2  ~  ^^3^  =  ^('^i  ~  ^2^  ^^^• 
19) 


2  ty  c,  -  «r,  +  V  e,  - 

-ej 

«3    -    '<! 

V  ^1  -  e.2  -  y  «1  -  63 

Ersetzt   man   in    den    vier    Substitutionsformeln  (12)   [i   einmal 
durch  jti~\    sodann  nacheinander  durch  //j,  ii~^,  jj^^,  fi^~^  so  wird 

/-— ä_     der    Reihe    nach     in     c/  f-^z ~      übergeführt, 

?  =  2,  3,  4,  5,  6    und  man  erhält  folgende  Werte  für  die  Multipli- 
katoren : 

-  2 


^2 

y^,- 

-«2 

+  ye,- 

j 

-«3 

= 

2 

•^3 

y^r 

-^•2 

-V^a- 

> 

= 

-  2 

^4 

y^3- 

-  e» 

+  V^a'- 

-«1' 

= 

2 

^b 

Ve,- 

-  ei 

-Ve,- 

-  e. 

c/ 

_ 

—  2 

y  e.^-  e^  +y  e^-  es 

Im   ganzen   kann    also    ein    willkürliches    elliptisches    Integral 
erster  Gattung  durch  24  verschiedene  Substitutionen  auf  die  Normal- 
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form  (1)  gebracht  werden;  doch  führen  je  vier  dieser  Substitutionen 
auf  die  nämlichen  Wertepaare  c.,  c/.  Die  c^  und  c!  sind  irrationale 
Invarianten. 

§  68.   Beispiel. 

Im  Hinblick  auf  eine  spätere  Anwendung  (s.  §  110)  möge  noch 
folgendes  Beispiel  hier  Platz  linden: 
Gegeben  sei  das  Integral 

1)  C—==J:^L (m^  +  l); 

eine  der  vier  Invarianten  c.  ist  also  hier  gegeben  gleich  m^;  dann 
ist  nach  §  67  (8)  und  (10)  Z*  =  ({-^1^  ^i^  anderer  Wert  /:,,  und 
es  gibt  eine  lineare  Substitution,  die  das  gegebene  Integral  in 

dH 


■'■p 


transformiert  und  zugleich  den  Punkt  z  =  1  in  |  =  1  überführt; 
diese  Transformation  soll  ausgeführt  werden.  Man  stelle  zunächst 
durch  Ausrechnen  die  Gleichheit  der  beiden  Doppelverhältnisse 

(1  771-^  m-^   -1)     und     (1    -1    -/-2  /-2) 

fest;  dann  lautet  die  Substitution: 

(1   m-2    -rn-^  z)  =  {l    -1    -/"^  |) 

oder  nach  |  und  nach  z  aufgelöst  und  für  /  sein  Wert  — ^-^  ein- 
gesetzt: 

p.  y  __   V+m     1  -  mz  ^  _    1     (1  +  m)  —  (1  —  m)| 


1- 

1  4-m     1  -  mz 
1  —m     1  +  mx  ^ 

iiter 

erhält  man: 

1-1  = 

1  +  1  = 

1-/^1  = 

i+/'i  = 

'^1  = 

m    1  +  /| 

-  2m 

1  -  m 

1  -  Ä 
1  +  mx  * 

2 

1  -  m^  X 

1  —  m 

1  +m^  ' 

2m 

1  +x 

1  4-  m 

1+mx  ' 

2 

1  +  W^  JC 

1  +  w* 

1  +  m  ^.  ' 

1  +  m 

-  2mdx  ^ 

1  —  7n 
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danach  geht  das  gegebene  Integral  (1)  über  in 
8,  "       '  " 


/ 


(1   +  my  J     y(l    _   |2)(_   /4|2^ 

Für  die  spätere  Anwendung,  die  wir  im  Auge  haben,  ist  noch 
folgende  Bemerkung  wichtig:  Üurch  die  Gerade  g,  auf  der  mz 
rein  imaginär  ist,  wird  die  z-Ebene  in  zwei  Halbebenen  E^,  H^ 
zerlegt,   in  B^  sei  der  Eealteil  von  7n  z  positiv,    in  B^  negativ;    da 

auf  g :    — ^^^^^    =  1  ist,  wird  durch  die  Substitution  (2)  g  auf  den 

Umfang  des  Kreises  |||  =  yir^  '  =  '  ^|~^  abgebildet;  dem  Äußern 
und  dem  Innern  dieses  Kreises  entspricht  also  je  eine  der  Halb- 
ebenen B^,  ^2  (§  12). 

Ist  der  Realteil  von  m  positiv,  so  ist  j  1  —  m    <  j  1  -1-  /w   , 


I  / 1  <  1  und  der  Radius  -jenes  Kreises  >  1 ;  der  Punkt  |  =  1  liegt 
also  im  Kreisinnern.  Da  andererseits  der  Wert  z  =  1  von  B^  nach 
Voraussetzung  dem  Werte  |  =  1  entspricht ,  bildet  sich  also  in 
diesem  Falle  die  Halbebene  H^  auf  das  Kreisinnere  ab. 


§  69.    Quadratische  Transformation  auf  die  Normalform 

Jl/(l-a(l~cn 

Ein  anderes  von  dem  im  §  67  auseinandergesetzten  durchaus 
verschiedenes,  viel  geübtes  Verfahren  die  Normalform 

c'f,—^ ■ 

J]/(l-r)(l-ca 

herzustellen,  ist  folgendes: 

Wir  transformieren  durch  eine  der  24  Substitutionen  §  66  (3), 

das  vorgelegte  Integral  zuerst  auf  die  Normalform 

C 


J  1/1(1 


0(1- C-) 
sodann  machen  wir  die  „quadratische  Transformation" : 

und  gelangen  so,  abgesehen  von  Multiplikatoren  ^  ,  die  wir 
hier  der  Einfachheit  halber  weglassen,  zu  folgenden  transformierten 
Formen  des  vorgelegten  Integrals  — ^— : 


216       XL    Normalformen  der  elliptisehen  Integrale  erster  Oattimg. 


2) 


c) 


r  dj 

/  l/ci-  F)('i  -  (1-  /: 


/(l-s")[l-y-s^^] 


j  1/(1-  F)(i  -  (1-  /)r)    .         /  |/(i  _7^(ir_L_|: 


(^^ 


e)     /  --7=---i^-==="  ,         f)     "^  "^^ 


Wir  haben  von  der  quadratischen  Transformation  (1)  schon 
früher  Gebrauch  gemacht  (s.  §  45)  und  werden  später  noch  aus- 
führlich auf  nicht  lineare  Transformationen  zurückkommen,  durch 
welche  ein  Integral  erster  Gattung  wieder  in  ein  solches  übergeführt 
wird,  während  die  Abbildung  der  beiden  zugehörigen  Riemann sehen 
Flächen  nicht  mehr,  wie  im  Falle  der  linearen  und  der  allgemeinen 
birationalen  Transformationen  umkehrbar  eindeutig  ist  (s.  XV.  Ab- 
schnitt). 

Die  Umkehrfunktionen  der  sechs  Integrale  (2)  haben  wir,  unter 
der  Voraussetzung,  daß  die  untere  Greöze  jedesmal  Null  sei,  in 
§  46,  XII  zusammengestellt.  Allerdings  sind  wir  damals  vom 
Periodenparallelogramm  ausgegangen  und  k^  war  als  Funktion  der 
Perioden  definiert.  Jetzt  werden  wir  umgekehrt  die  stets  mit  4  K, 
2iK^  bezeichneten  Perioden  des  Integrals  (2a)  nach  §  45  (29),  (30) 
durch    bestimmte    Integrale    als  Funktionen   von  Ji^  definieren  und 

sodann  mittels  t  =  -^^  die  Funktionen  ^.(ü!t)  {i=  0,1,2,3)  bilden. 
Nach  §  53  (4)  ist  dann 

die  Umkehrfunktion  des  Integrals 

I 

C  d^ 

J  y(i  -  a(i  -FD 

0 

was  man  leicht  auch  hinterher  bestätigen  kann,  wenn  man  die  am 
Ende  des  §  52  angegebenen  i9--Relationen  benutzt.  Die  Rechnung 
wäre,  da  diese  Relationen  im  Grunde  nichts  anderes  sind  als 
(7-Relationen.  von  der  des  §  45  wenig  verschieden.  Wir  wollen 
diese  Umkehrfunktion,  um  ihre  Abhängigkeit  von  ä^  zu  betonen,  hier 
mit  sn[w\k'^)  bezeichnen.  Da  hier  k?  eine  beliebige  Konstante  ist, 
die  nur  nicht  0  oder  1  sein  darf,  hat  man  in  sn  (w  \  C)  mit 
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C  = 


h  2 


1 

kr' 


k' 


-  k" 
A-2  '        -1    ^         k,'  '  A;i'^     ' 

zugleich  die  Umkehrungen  der  Integrale  (2  b)  bis  (2f),  falls  die 
untere  Grenze  jedesmal  Null  ist.  Vergleicht  man  damit  Satz  XII 
des  §  46,  so  erhält  man  folgende  Identitäten: 


ksn\       j  Ä' ,  , 


3) 


sn    w 


>n(7v\k^^)  = 


isn 

'  w 
\  i 

k^ 

cn 

'  w 
.  i 

f' 

ik 


611  (  W    ~pY 


I   w 


sn    w 


sn    10  I 


k^ 


k^ 


L\  sn 


k't 


dn\~     \k^ 


i  k  sn 


i  k 


dn 


,) 


Durch  Vermehrung  von  iv  um  Halbperioden  kann  man  aus  (3) 
ähnliche  Formeln  für  cnw  und  dnv)  ableiten.  Diese  ^^Transformations- 
formeln^'-  der  Funktionen  sn  w,  cn  iv,  dn  w  werden  uns  noch  von  einer 
anderen  Seite  begegnen  (s.  §  75). 

§  70.   Die  Invarianten  Cj,  ^3,  Cg,  c^,  c^,  c^  als  Funktionen  von  r. 

Unter  den  zum  Periodengitter  2\  co^  +  2h^  co^  ähnlichen  befindet 

sich  auch  das  Gitter   2k^l  -\-  2h^T   jr  ==  ^'  =  -^^)  • 

Die  'Schar  ähnlicher  Gitter  ist  also  durcn  Angabe  von  x  völlig 
bestimmt.  Wir  nennen  sie  kurz  die  Gitterschar  (r).  Die  Quotienten 
von  Periodizitätsmoduln  der  Integrale  §  69  (2a),  (2c),  (2e),  oder 
anders  ausgedrückt  die  Periodenquotienten  der  Funktionen  sn{w\k\ 
dn[w\k\  cn[w\k^^]  sind  (vgl.  §  46,  II  und  XI)  der  Reihe  nach 


1) 


2  ' 


1  +  r 
2 


Nun  sind  nach  §  66  die  zu  irgendeinem  Integral  erster  Gattung 
r  ^^  -   gehörigen  Invarianten  Cj,  Cg,  Cg,  c^,  c^,  c^   eindeutige  Funk- 
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tionen  des  zugehörigen  Quotienten  der  Periodizitätsmoduln  {voraus- 
gesetzt, daß  über  die  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  und  die 
Schnitte  Ä,  B  schon  vorher  im  Sinne  von  §  56  verfügt  wurde). 
Einer  der  Werte  c,,  die  zu  dem  Integrale  (2a)  des  §  69: 

d^ 


s 


1/(1    -^|2)(l    _^^2) 

gehören  und  für  die  wir  zur  Unterscheidung  nunmehr  wegen  (1) 
ö.  |-|-j  schreiben,  ist  k,  genauer  gesagt  X{t),  da  ja  X  ein  Doppel- 
verhältnis der  Verzweigungspunkte  derjenigen  Riemann sehen  Flächen 
ist,  die  zum  Periodengitter  2h^(j0^  +  2^3  «3  und  somit  zur  ganzen 
Gitterschar  (t)  gehören.  Man  hat  also,  wenn  man  das  Ergebnis 
der  gleichen  Überlegung  bezüglich  der  Integrale  (2  c),  (2e)  des  §  69 
hinzunimmt: 

2)      Cid)  =  AM,       c,(2r)=l-Z(r),       c„  (1±-'-)  =  ^A«  - , 
oder  indem  man  neue  Veränderliche  einführt: 

8)      c,{r]  =  X(2r),       c,(r)  =  1  -  ;.  {|)  ,        cJt)^-^-^_^-,       , 
(Die  Gleichungen  {2b),  (2d),  (2f)   des   §  69   liefern  wegen  c^  =— , 

c^  =    -  ,     c^  =  —  nichts  Neues.) 

Es  bleibt  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten ,  welcher  der 
Werte  1,  2...  6  jedem  der  Indizes  i,  k,  m  zukommt.  Dies  geschieht 
folgendermaßen  durch  Koeffizientenvergleichung.  Ersetzt  man  in  der 
Reihe  (3)  des  §  54  r  durch  2t,  r/2,  2t—  1,  also  h  =  e^^"'  durch 
A^,  äVs  ,   —  h"^,  so  findet  man 

;.(2t)=  I6A24....,  ii^\  =  16  Ä  ••->  +  ..., 


|A(2t-1)  =  -16ä2+...   u.  mithin    ^^^^ 

Andererseits  liefert  die  nämliche  Reihe  in  §  67  (6)  eingesetzt,    mit 
Beachtung  der  in  §  44  festgesetzten  Werte  von  ]//l,   '^  1—X: 

also 

6)  ,,^  =^4_  JL/i-2     und     e^  =  ^"4^  16A2-I-...; 

genau  so  ergibt  sich 

|/i-X  ■_     1  -  8 Ä  + 
i-lt 


7)  ^,  =   ^^ -,i  =  ^:^^^-^=  1  +  4AV.  +  . 
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11 


und 

8)  ^„=  yi  (1  +  |/ \- ^)  =  4/<.{l  -  ^•-,l^^•-)  =  -  '  +  4^'''-  +  •••' 
also 

9)  .  (-3  =  ,«/  =1  +  16  h'i^  ,       c,  =  fji-'  =1-16  Ä^s 

10)  c,  =  ^,/=  1  +  leav.,      c,  =  //„-*=  1  -  162-ÄV.. 

Die  Vergleichung  der  Reihen  (6),  (9),  (10)  mit  (4)  und  (3)  ergibt, 
daß  i  —  2,  k  =  4,  m  —  2  ist,  oder  ausgeschrieben: 

Z(2r)  =  c,(r),  T([Tr  =  '^(^)' 

Da  die  c.  andererseits  nach  §  67  in  einfacher  Weise  von  /(r) 
abhängen,  zeigen  die  Formeln  (11),  wie  die  Doppelverhältnisse  der 
Verzweigungsstellen  Riemann scher  Flächen,  die  zu  den  Gitterscharen 

(2  t),  [y]  ,  (2  t  —  1)  gehören,  von  dem  zur  Gitterschar  (t)  gehörigen 

Doppelverhältnis  abhängen. 

Wir  werden  auf  diese  Frage  in  anderem  Zusammenhange  noch« 
mals  zurückkommen.  Dann  wird  sich  auch  die  ünsymmetrie  der 
Formeln  (11),  in  welchen  Cj  und  c^  je  zweimal,  c^  und  c^  aber  gar 
nicht  vorkommen,  leicht  erklären  und  beheben  lassen. 

Ersetzt  man  in  der  ersten  und  dritten  Gleichung  (11)  t  durch  2  t, 
so  erhält  man: 
12)  M4T)  =  .,(2r),  1-Mt)  =  c,(2t). 

Nun  besteht  aber  nach  §67(8)  zwischen  ^ c^  ==  fx  und  ]/o^  =  jj.'^ 
die  Gleichung 

aus  (12)  und  (13)  folgt 


1  -  V 1  -  ;i  (t) 


H)  1/^4  T)=  

l-}/l+Mr) 

Damit   haben   wir   auf   einem    neuen  Wege  die  Gleichung  (18) 
des  §  53  wiedergefunden.  "' 
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ZWÖLFTER  ABSCHNITT 


Lineare  Transformation  der  Perioden. 

§  71.   Übergang  von  einem  primitiven  Periodenpaare  zu  einem 
anderen  durch  lineare  Transformation. 

Wir  sind  in  §  15  von  einem  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramm P  mit  den  Ecken  0,  2wj,  2«^  +  2^3,  2(o^  ausgegangen. 
Viele  spätere  Sätze  bezogen  sich  jedoch  nicht  auf  dieses  einzelne 
Parallelogramm,  sondern  auf  das  Gitter  der  Punkte 

1)  2h^  «1  +  2  //g  0/3  [\,  h^  =  0,   ±  1,    ±  2; . . .) . 

Zu  diesem  Gitter  gelangen  wir  aber  auch,  wenn  wir  beispiels- 
weise von  dem  Parallelogramm  mit  den  Ecken  0,  2«^,  4co^  -{-  2q).^, 
2  00^  -h  2  «3  ausgehen  und  demgemäß  die  Gitterpuukte  durch 

2)  2h^  co^  +  2//3(a>,  +  a>3)  {\,  ^3  =  0,   ±1,   ±  2,  . . .) 
darstellen. 


Fig.  32. 

Wir  haben  uns  allgemein  zu  überlegen:  Wie  müssen  zwei  Zahlen 
€öj',  ftjg'  gewählt  werden,  damit  das  System  der  Punkte 
3)  2h^  co;  +  2//3  073'  (Ä,,  ^3  =  0,   ±  ],   ±  2,  . . .) 

mit  (1)  identisch  ist. 

Da  2«/  und  2co^  unter  den  Punkten  (t)  enthalten  sein  sollen, 
muß  es  vier  ganze  Zahlen  a,  ß,  y,  S  geben,  der  Art,  daß 

«/  =   ÖJ«j   +  /9ft>3, 

»3'  =  V'^'h  +  ^^^^3- 


4) 

Aus  (4)  folgt 


wo 


Dü)^   =  S  w/  —  ß  M.^' 

B  =  aö  -  ßy. 
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D  kann  nicht  Null  sein,  da  sonst  der  Quotient  (o^ :  oj^'  reell  und 
rational  wäre  und  somit  die  sämtlichen  Punkte  (3)  auf  einer  Geraden 
lägen.     Man  kann  also  die  Gleichungen  (4)  auflösen: 

(  6       /       ß       , 

5)      { 

Da  einerseits  die  Koeffizienten  auf  den  rechten  Seiten  von  (5) 
eindeutig  bestimmt  sind  und  da  andererseits  die  Punkte  2(o^,  2ft>g 
unter  den  Gitterpunkten  (3)  enthalten  sein  sollen,  muß  D  in  jeder 
der  vier  Zahlen  a,  ß,  y,  S  aufgehen.  Dann  geht  aber  D^  in  ciS  und 
in  ßy  auf,  also  auch  in  U,  und  das  ist  nur  möglich,  wenn  D  =  ±1 
ist:  ist  aber  i>  = +1,  so  läßt  sich  vermöge  (4),  (5)  jeder  der  Punkte 
(1)  auf  die  Form  (3)  und  jeder  der  Punkte  (3)  auf  die  Form  (1) 
bringen.     Also  gilt: 

I.  Die  notwendige  und  die  hinreichende  Bedingung  dafür ^  daß 
das  Feriodengitter  2h^(o^  -\- 2h^co^  mit  dem  Periodengitter  Ih^w^' -\- 
2h^(o^  identisch  id,  lautet 

L=±\. 

Dabei  ist  jedoch  noch  folgendes  zu  berücksichtigen.  Wir  haben 
seit  §  18  immer  an  der  Festsetzung  festgehalten,  die  Bezeichnung 
sei  so  gewählt,  daß  der  Quotient  r  =  0^3 /«i  einen  positiven  imagi- 
nären Bestandteil  hat.     Nun  ist,  wenn  r  ^  x  -^  ig  gesetzt  wird: 

a\  t'  =  -^'   =    r±l^+±y)    ^    {a-\-ßx){Y  +  6x)  +  ß6y''  •\-  iDy    . 

^  0)/""         a  +  ^(a:  +  iy)  {et  4-  ßxf  +  ß-'f 

Der  imaginäre  Bestandteil  von  co^ jw.^'  ist  also  nur  dann  auch 
positiv,  wenn  I)  positiv  ist.     Aus  diesem  Grunde  setzen  wir  fest: 

IL  Im  folgenden  sollen  nur  solche  Substitutionen  (2)  untersucht 
werden,  für  welche 

7)  ./;=+!  -  . 

ist. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Bedingung  ist  die,  daß  da» 
Parallelogramm  0  . . .  2 «^ . . .  2(«j  -f-  «3) ...  2^3  den  gleichen  Flächen- 
inhalt, auch  dem  Vorzeichen,  d.  h.  dem  Umlaufsinn  nach  besitzt^ 
wie  das  Parallelogramm  0  . . .  2«/.. .  2(ft>/ +  «3').. ,  2^3',  oder,  was 
dasselbe  heißt,  daß  die  Dreiecke  Oa^jO^g  und  Üw/Wg'  tiächengleich 
seien.  Man  kann  nämlich  den  Punkt  2  Ä^  w^ -j- 2  Ag  «3  so  auf  ein 
Parallelkoordinatensystem  beziehen,  daß  er  die  Koordinaten  2Ä,^ 
2Ä3  erhält.  Die  Punkte  w/  und  to^  haben  dann  die  Koordinaten 
a^  ß  und  /,  8,  und  die  Flächen   der  Dreiecke   Ow/wg'  und  Ow^öjg 
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verhalten  sich  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie wie  D:l. 

Man  nennt  ein  Paar  von  Perioden  einer  Funktion,  durch  die 
sich  alle  anderen  in  der  Form  (1)  ausdrücken  lassen,  „ein  primitives 
Feriodenpaar^^ .  Der  Übergang  von  einem  primitiven  Periodenpaar 
2ct>p  2ft>3  zu  einem  anderen  2<w/,  2(o^  durch  eine  Substitution  (4) 
unter  der  Bedingung  (7)  heißt  lineare  Transformation  der  Perioden. 
Von  den  beiden  Periodenpaaren  2a9j,  2  «3  und  2«/,  2CÖ3'  heißt 
eines  dem  anderen  äquivalent. 

Die  Bedingung  i>  =  1  schließt  aus,  daß  die  vier  Koeffizienten 
^1  ßt  />  ^   einen   ihnen  allen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

Es  genügt  für  viele  Zwecke,  die  gebrochenen  linearen  Substitutionen 

zu  betrachten,  die  das  Periodenverhältnis  t  =  — ^  in  r  —  -,  über- 
führen  und  umgekehrt: 

Q\  r'  -  r  +  ^^     '       ^  _  -r  +  ^^' 

III.  Mne  solche  qebrockene  lineare  Substitution  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten^  deren  Determinante  —  1  ist,  nennt  man,  um  einen  kurzen 
Ausdruck  bei  der  Hand  zu  haben,  eine  Modulsuhstitution.  Zu  jeder 
Modulsubstitution  geKören  zwei  lineare  Periodentransformationen,  die 
sich    nur    durch  die   Forzeichen    sämtlicher  Koeffizienten   unterscheiden. 

Als  „Modul''  bezeichnet  man  häufig  den  Periodenquotienten  r, 
andere  verstehen  unter  dem  gleichen  Wort  die  durch  Gleichung  (12) 
des  §  44  definierte  Funktion  A(r);  wir  sprechen  im  folgenden  zwar 
von  Modulsubstitutionen,  vermeiden  aber  den  Gebrauch  des  nicht 
eindeutig  festgelegten  Wortes  „Modul"  selbst. 

Bestehen  zwischen  t  und  t'  die  Gleichungen  (8),  so  sind  die 
beiden  Gitter  2h^l  -^2h^T  und  2h^\  +  2h^T'  einander  ähnlich. 
Setzt  man  nämlich 

9)  u-^  ßr  =-  a, 
so  ist  nach  (8): 

10)  y  -\-  ÖT  =-  ax  \ 

die  beiden  Gleichungen  (9),  (10)  besagen,  daß  21,  2  t  und  2  u,  2a  t 
zwei  äquivalente  Periodenpaare  sind.  Die  beiden  Gitter  2^^  1  +  2Ä3r 
und  2Äja +2Ä3ÖT'  sind  somit  identisch,  aus  dem  letzteren  aber 
entsteht  durch  eine  Ähnlichkeitstransformation  das  Gitter  2 Äj  1+2  h^r. 
Wenn  man  eine  S.  217  eingeführte  Bezeichnung  benutzt,  kann  man 
auch  sagen:  Die  Gitterschar  (r)  und  die  Gitterschar  {F{t))  sind 
ähnlich,  falls  r  =  F{t)  irgendeine  Modulsubstitution  ist 
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Mit  ("  \]   oder  auch  mit   einem  Buchstaben,  wie  S,  T  oder  V 

bezeichnen  wir  abkürzend  sowohl  die  lineare  Periodentransformation  (4) 
als  auch  die  Modulsubstitution  (8). 

§  72.  Aufbau  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  aus  erzeugenden 

Operationen. 

I.     Die    Gesanttlieit    der   Modulsubstitutionen   bildet   eine    Gruppe. 

(1  B,  §  14,  vn.) 

Denn  die  beiden  Modulsubstitutionen 

1  r  =  -^ rr-     und     r    =  -S sr^, 

nacheinander  angewandt,  können  ersetzt  werden  durch  die  eine 
Substitution 

aus  dem  Multiplikationssatz  der  Determinanten  oder  durch  Aus- 
rechnen folgt,  daß  die  Determinante  der  zusammenfassenden  Sub- 
stitution (2)  gleich  dem  Produkt  der  Determinanten  der  beiden 
einzelnen  Substitutionen  (Ij,  also  ebenfalls  gleich  1  ist. 

Drei  besondere  Substitutionen  der  Gruppe  werden  wir  beson- 
ders häufig  zu  benutzen  haben  und  bezeichnen  sie  deshalb  mit 
eigenen  Buchstaben: 

3j  S:     t'  =       1  -}-  ^  j 

4.  T:    t'=---, 

5)  [f;    r'=-l-^=-     1  +  ' 


Um  Zusammensetzungen   von   Substitutionen  bequem  schreiben 
zu  können,  setzen  wir  fest: 

II.    FAne  Gleichung  zwischen  Substitutionen,  die  die  Form  hat 

6)  .       r^r.r, 

oder  ausführlicher: 

soll   bedeuten:    F{t)   ist    diejenige   lineare   Funktion  x"   von  t,    die  man 
erhälly  wenn  man  erst  r  =  F^  (t)  und  dann  r"  =  V^  (t')  bildet. 

Danach    kann    man    die    Gleichungen    (1),    (2)    folgendermaßen 
zusammenfassen: 

8;  ["■'  ^'\  (''  ^]  =  /  " '''  -^rß'    ß"  +  ^ß'\ 

^f  ö'l  \r  ^1      ['^r'  +  r^'    ßf  +  ^^'i' 
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Man   nennt   die  linke  Seite  F  von  (7)  auch  das  „Produkt"  der 
beiden  Substitutionen   V^,  F^. 
Beispielsweise  ist 

S  T{t)  =  1  -  T-^  TS{t)  =  -  (1  4-  r)-^ ; 

diese  beiden  Produkte  ST  und  TS  sind  also  voneinander  verschieden, 
die  Zusammensetzung  von  S  und  T  zu  ST  ist  keine  kommuiative 
Operation  (I A,  §  2,  IV).  Dagegen  geht  aus  ihrer  Definition  un- 
mittelbar hervor,  daß  sie  assoziativ  ist  (lA,  §  2,  III),  daß  wir  also 
beim  Aneinanderreihen  mehrerer  solcher  Symbole  keine  Klammern  zu 
setzen  brauchen.  Statt  VV,  VW,...  schreiben  wir  auch  F^ 
V^,  .  .  .  .;  diese  ,, symbolischen  Potenzen"  von  V  genügen  dann  dem 
Gesetze: 

9)  '      ^  F'"+«<=  V'^'V". 

Es  ist  zweckmäßig,  diese  Bezeichnung  so  auszudehnen,  daß  dem 
Exponenten  auch  der  Wert  0  und  negative  Werte  beigelegt  werden 
können.  Unter  F^  versteht  man  dann  die  .^identische  Substitution", 
d.  h.  diejenige,  die  t  in  sich  selbst  überführt  (r'  =  r),  unter  V~^ 
die  ,,zu  Vinverse  Substitution'' {\B,^22,ll2i),  für  die  VV~^=-V~^  V^V*^ 
oder,  wie  man  auch  schreibt,  =  1  ist.  Auch  für  solche  Exponenten 
bleibt  die  Gleichung. (9)  bestehen. 

Gibt  es  Exponenten,  für  die  die  Gleichung: 

10)  F"  =  1 

besteht,  so  nennt  man  den  kleinsten  positiven  unter  ihnen  die  Ord- 
nung von  F  und  diese  selbst  eine  zyklische  oder  periodische  Substi- 
tution (Vgl.  IB,  §  18,  VII);  es  ist  dann  stets  F"+^'  =  F^. 

Z.   B.    sind    die    Substitutionen  T  und   U  zyklisch,    erstere  von 
der  zweiten,  letztere  von  der  dritten  Ordnung;  es  ist  nämlich: 


11) 

7)2. 

.  .  .  t' 

= 

-(- 

-T" 

-ipi  _ 

ry 

12) 

(J^: 

.  .  .  t' 

= 

-  1 

— 

t-  1  - 

-  T-l) 

13) 

Dagegen  ist: 

.  .  .  r' 

= 

-  1 

+ 

1  +  r 

=   T  . 

l-J) 

6": 

.  .  .  t' 

= 

T  -r 

>'; 

S  ist 

,  also  nicht  zylisch. 

1    +   T 


Es  gilt  folgender  Satz: 

III.  iJie  Gruppe  der  Modulsubsubstitutionen  läßt  sich  aus  S  und  T 
„erzeugen''^ ;  mit  anderen  fVorten,  jede  Mudulsubstitutiun  J-^  läßt  sich 
durch  eine  Aufeinanderfolge  geeigneter  Potenzen  von  S  und  T  darstellen. 
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Wir   setzen   zunächst   voraus,    daß    die  Koeffizienten    der   vor- 
gelegten Modulsubstitution 

die  Ungleichung 

16)  0^\ß\^\ö\ 

befriedigen.     Ist    |^|  =  0,  so  folgt  aus  D  =  1:   cc  =  ö  =  ±  1 ,   also 

2  =  (  ,     i)  =  ^-^;  ist  /^  =j=  Ü,    so    bestimmen    wir   (was    stets    und 

zwar   im    allgemeinen    auf  zwei  Arten   geschehen  kann)  eine  ganze 
Zahl  Wj  so,  daß 

17)  0^^\m,ß-ö\<\ß\ 
wird.     Dann  ist,  wenn 

18^  /^i  «  -  r     rn^ß  -d\  _  (a,   ßA  _  ^ 

gesetzt  wird, 

19)  ^^'S^-^^'Si^ 
wie  man  sofort  durch  Ausrechnung  bestätigt. 

Wegen  (17)   ist   die    Bedingung  |/^i|<|^i|  wieder   erfüllt;    ist 
/?!  4=  0,  so  bestimmen  wir  eine  Zahl  m^  so,  daß 

20)  0^\m,ß,-S,\<ß, 
wird  und  finden,  wie  zuvor 

21)  '    2   =S^^^TS-^T^,, 
wo 

und  Ißzl  <  \^2\-  Is^  ^^^^  /^2  ^^^^^  nicht  =  0,  so  können  wir  das 
Verfahren  fortsetzen;  wir  müssen  aber  jedenfalls  nach  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Schritten  zum  Ziele  gelangen.  Denn  das  Ver- 
fahren liefert  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen  ß,  ß^,  ß^,  ß^,  .  .  ., 
von  denen  jede  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  vor- 
hergehende ist;  es  muß  also  notwendig  spätestens  bei  dem  \ß\^^^ 
Schritt  in  dieser  Folge  die  Null  auftreten.  Sei  /9„  =  0,  dann 
folgt  aus  Z^  =  1 : 

«.  =  ^^n  =  ±l>    also    'S,  =  S±yn, 
mithin  gilt  bei  Annahme  von  (16): 
23)  ^=  S'^'TS'^'T  .  .  .  S'^^-'^IS-''- . 

ßURKHAKDT ,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  15 
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Ist  aber  zweitens  in  2  •    I  /^  I  >  <^\  so  schreibe  man 

24)       ~  2-2'(2'-'S  =  y("/7)- 

Die  Substitution  j  ^  o  ]  kann  dann  nach  dem  beschriebenen 
Verfahren  auf  die  Form  (23)  gebracht  werden,  woraus  nach  (24)  folgt: 

25)  2  =  ^'^"^  ^'^'"^  ^  •  ♦  •  ^""""^  ^*^'~'" ; 

somit  ist  Satz  IV  bewiesen.  Man  sieht,  daß  das  Verfahren  im 
wesentlichen  auf  die  Entwicklung  von  ß  in  einen  Kettenbruch 
hinauskommt. 

Wenden  wir  es  z.  B.  auf  ü  an,  so  haben  wir: 

a^O,     ß^-l,     /=  1,     d  =  1, 
wir  haben  also  m^  =  —  l  zu  setzen.     Damit  wird 

«1=-^     ßi=^^     /i  =  0,     d\=-l. 
Es  wird  also  schon  ß^  =  0,  und  es  ist  somit: 

26)  U=  6'-i  T. 
Folglich  ist: 

27)  '  U-'^^T-^S^TS 
und  deshalb  nach  (13): 

28)  TSTlSTS=^l 
oder: 

29)  .  S-^  =  TSTST. 

Mittels  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  man  will,  die  Po- 
tenzen von  S  mit  negativen  Exponenten  aus  dem  Ausdruck  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  durch  8  und  T  (23  oder  25)  entfernen. 
Man  erhält  z.  B.: 

30)  U=TST8. 

§  73.   Abänderung  des  Schnittsystems  der  Riemann sehen  Fläche. 

Bei  der  Abbildung  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  F 
auf  eine  zu  dem  vorgelegten  Perioden gitter  gehörige  Riemann  sehe 
Fläche  i^'  entsprachen  dem  Rande  von  P  die  Ränder  der  Schnitte  A,  B, 

I.  Der  Übergang  zu  einem  anderen  primitiven  Periodenpaare, 
d.  h.  zu  einem  anderen  fundamentalen  Periodenparallelogramm  F'  be- 
deutet also  für  die  Fläche  den  Übergang  zu  einem  anderen  Schnitt- 
s}/fttem   A',  ß\ 
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■  Umgekehrt  gehe  man  von  der  Fläche  aus  und  es  seieij  Ä,  B 
die  beiden  zuerst  gewählten  Schnitte,  Ä',  B'  zwei  andere.  Da  die 
beiden  Schnitte  A,  B  die  Fläche  F  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende F'  verwandeln,  so  ist  es  nicht  möglich,  daß  A'  oder  B' 
ganz  innerhalb  F'  verläuft;  vielmehr  wird  jeder  dieser  beiden  Schnitte 
mindestens  einen  der  Schnitte  A,' B  überschreiten  müssen.  Die 
Integrale,  genommen  längs  A\  B\  werden  also  aus  gewissen  Viel- 
fachen der  Periodizitätsmoduln  an  A  und  an  B  sich  zusammen- 
setzen. Die  Periodizitätsmoduln  an  A'  und  B'  sind  aber  gleich 
den  Integralen  längs  B'  und  A'\  also  folgt:  die  neuen  Periodizitäts- 
moduln setzen  sich  aus  den  alten  linear  und  homogen  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  zusammen.  Ebenso  müssen  sich  aber  auch 
die  neuen  aus  den  alten  zusammensetzen,  d.  h.: 

IL  Auch  umgekehrt  entspricht  dem  Übergang  von  einem  Schnitt- 
system A,  B  zu  einem  anderen  A',  B'  eine  lineare  Periodentransformation, 

Geht  man  z.  B.  von  dem  Schnittsystem  der  Fig.  12,  S.  29,  zu 
dem  der  Fig.  13a  über,  d.  h.  vertauscht  man  die  beiden  Schnitte 
miteinander,  unter  Änderung  der  Richtung  des  einen: 

B'r=-A,         A'  =  B, 
so  bedeutet  das: 

1)  a>/  =  W3.  «3'  =  — «j, 

also,  die  Substitution  T.  Geht  man  aber  von  dem  Schnittsystem  der 
Fig.  12  zu  dem  der  Fig.  13  b  über,  so  bedeutet  das 

also  die  Substitution  TST.  Man  ersieht  die  Richtigkeit  von  (2) 
besonders  deutlich,  wenn  man  die  Schnitte  in  13  b  dicht  an  die 
Strecken  aQ...cc^..,a^  heranzieht.  Die  in  den  Figuren  besonders 
einfach  gewählte  Lage  der  Verzweigungsstellen  ist  natürlich  un- 
wesentlich. 

Wenn  wir,  um  mit  bestimmten  Vorstellungen  zu  rechnen,  die 
Schnitte  A^  B^  A',  B'  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  F  so  gezogen 
denken,  daß  ihre  Bilder  in  der  w-Ebene  geradlinig  ausfallen,  was 
man  ja  stets  durch  erlaubte,  d.  h.  auf  die  Werte  der  Periodizitäts- 
moduln» einflußlose  Umformung  erreichen  kann  (vgl.  §  35)  und  wenn 
wir  weiter  an  den  Gleichungen- 


2  öjj  =z  Jdu, 

2  (D^  =  —  f  du, 

A 

2  ft9j'=  j  du, 

B' 

2  Q)^'  =  —  f  d  u^ 

A' 

=  2aoo^ 

+ 

2/9  «3, 

=  2/0)^  -{-  2()ft>3 
15* 
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festhalten,  so  ist  in  der  M-Ebene  die  Strecke  0 ...  2  «/  ein  Bild  von  B'; 
sie  schneidet  |  cc  \  mal  die  Strecke  0 ...  2  «3  (Bild  von  J)  und  die  dazu 
kongruenten  und  |/?|mal  die  Strecke  0 ...  2  w^  (Bild  von  ^)  und  ihre 


2w'-/aoi-Sa 


ts/ 

/ 

./ 

/ 

/ 

2^ 

/ 

r     ■ 

f, 

/ 

/ 

/ 

^0 

'/ 

/ 

y\ 

7 

Fig.  33  a. 


Fig.  33b. 

kongruenten  (vgl.  Fig.  33a  für  c^  =  5,  /9  =  4;  die  beiden  Punkte  0  und 
2«/  zählen  natürlich  nur  für  einen  Schnittpunkt  (s.  §  16,  IV). 

Auf  der  Riemann  sehen  Fläche  F  schneidet  daher  die  Kurve  B' 
die  Kurve  B  |«|mal  und  die  Kurve  A  |/?|mal;  die  Vorzeichen  von 
a  und  ^  bestimmen  den  Sinn  dieser  Überkreuzungen,  ob  von  rechts 
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nach  links  oder  von  links  nach  rechts.  Entsprechendes  gilt  von 
der  Kurve  Ä'  und  ihren  Schnitten  mit  Ä  und  B.  In  Fig.  33b  ist 
die  Kurve  B'  die  der  Streckt  0  . . .  2  cö/  von  Fig.  33a  entspricht,  ein- 
getragen (nicht  mit  Anspruch  auf  Genauigkeit  des  Verlaufs  im 
einzelnen,  sondern  nur  im  ganzen,  d.  h.  B'  ist  nicht  gerade  das 
Bild  der  geradlinigen  Sirecke  0  ...  2  m^',  sondern  nur  das  einer  in  der 
Nachbarschaft  dieser  Geraden  verlaufenden  Kurve;  die  Kurven  A,  B 
in  E'ig.  33b  denke  man  sich  wieder  eng  um  die  Strecken  a^^...a^ 
und  «j...c^2  zusammengezogen.  (Vgl.  §14,  auch  wegen  der  Be- 
zeichnungen P^,  P,,  iV  ,  N^  in  Fig. 33b).  Einige  einander  entsprechende 
Punkte  der  Figuren  33  a  und  33  b  sind  wieder  mit  gleichen  Ziffern 
bezeichnet. 

II.  So  kann  man  allgemein^  zvenn  auf  einer  Riemann .'ichen  Fläche 
F  zwei  Periodenwege  B,  A  mit  den  Perioden  2  co^,  2  cög  gegeben  .nnd, 
die  Wege  B',  A'  finden,  längst  denen  man  integrieren  muß,  wenn  man 
irgendein  Paar  äquivalenter  Perioden  2(o^,   2  g)^  erhalten  will. 

Ist  dagegen  umgekehrt  außer  den  beiden  Perioden  wegen  B,  A 
mit  ihren  Perioden  2  «^ ,  2  cög  noch  irgendein  weiterer  ßückkehr- 
schnitt  B'  gegeben,  so  findet  man  nach  §  9  den  Wert  des  Integrals 
erster  Gattung  längs  B'  als  lineare  Funktion  von  2  Wj ,  2  co^,  indem 
man  abzählt,  wie  oft  B'  die   Wege  A  und  B  überkreuzt. 

Wir  können  uns  den  Übergang  vom  Periodenparallelogramm  P: 
0,  2ft>j,  2  (ü)j  4- «gj,  2  «3  zu  dem  äquivalenten  P':  0,  2  w/,  2[m^  -\-(o^), 
2  CÖ3'  auch  stetig  vorgenommen  denken,  indem  wir  das  gegebene 
Periodenparallelogramm  P  und  damit  zugleich  das  Gitter,  das  sich 
aus  2wj,  2(03  aufbaut,  allmählich  verändern  bis  P  in  P'  über- 
gegangen und  somit  das  schließlich  erhaltene  Gitter  mit  dem  ur- 
sprünglichen wieder  identisch  ist.  Gleichzeitig  mögen  wir  uns  zu 
den  unendlich  vielen  Gittern,  die  wir  so  zwischen  dem  ersten  und 
letzten  eingeschaltet  haben,  zugehörige  RiEMANNSche  Flächen  denken, 
beispielsweise  zu  jedem  Gitter  die  eindeutig  durch  dasselbe  be- 
stimmte Fläche  von  ^  4tz^  —  g^z  —  g^.  Diese  Flächen  gehen  dann 
ebenfalls  stetig  ineinander  über,  und  die  letzte  ist  mit  der  ersten 
identisch,  nur  mit  dem  Unterschied,  daß  beispielsweise  die  ursprüng- 
lich mit  ßj  bezeichnete  Verzweigungsstelle  nun  möglicherweise  an 
den  Platz  gerückt  ist,  wo  anfangs  e^  war,  während  die  ursprünglich 
mit  ^2  bezeichnete  Verzweigungsstelle  einen  Weg  beschrieben  hat, 
der  in  der  früheren  Stelle  e^  oder  e^  endigt  (vgl.  §  74);  es  können 
also  auch  die  Übergangslinien,  die  von  einem  Blatt  ins  andere 
führen,  zum  Schlüsse  anders  verlaufen  als  am  Anfang.  Auf  der 
ursprünglichen  Fläche  sei  ferner  das  die  Perioden  2  Wj ,  2  (»3  liefernde 
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Schnittsystem  Ä,  B  gegeben,  auch  dieses  wollen  wir  stetig  mit  ver- 
ändern, jedoch  so,  daß  niemals  einer  der  Schnitte  einen  Verzweigungs- 
punkt überschreitet,  da  er  ja  sonst  seine  Bedeutung  als  Perioden  weg 
verlieren  würde.  Die  Verzweigungspunkte  müssen  vielmehr  die 
Schnitte  vor  sich  herschieben;  rückt  z.  B.  in  Fig.  34  der  Ver- 
zweigungspunkt ofj   auf  dem    punktierten 

Wege   nach   ßj/,    so   ist   das  Stück   fgh 

-Tf'^n 7^'     \'     des    Rückkehrschnitts  A    etwas  bis    fhUi 

.^ auszudehnen. 

Fig,  34,  Haben   w^,  od.^  ihren  Weg  nach  ö>j', 

(x)^  zurückgelegt,    so    sind   dadurch  A^  B 

in  jene  beiden  anderen  Schnitte  A',  B'  übergeführt  worden,  die  den 

Schnitten  A,  B  vermöge  der  Substitution  (  "  *! )    entsprechen. 

So  kann  man  z.  B.  durch  stetige  Deformation  die  Fig.  12, 
S.  29,  folgendermaßen  in  Fig.  13a  überführen:  Man  drehe  Fig.  12 
um  den  Mittelpunkt  der  Strecke  a^a^,  bis  die  Punkte  a^  und  a^ 
ihre  Plätze  vertauscht  haben.  Danach  bewirke  man  durch  Ver- 
schieben und  Verdrehen  der  so  erhaltenen  Figur,  daß  die  Übergangs- 
linie  a,  a^  in  die  Lage  der  früheren  Strecke  a^. .  .a^  kommt,  die 
keine  Übergangslinie  war.  Gleichzeitig  verändere  man  die  Über- 
gangslinie «2^3'  ^^^  ^2  d^®  Lage  des  Punktes  a^  in  Fig.  12  ein- 
nimmt und  cfg  wieder  in  seine  alte  Lage  kommt,  etwa  mit  Durch- 
gang durch  00.  Läßt  man  dagegen  in  Fig.  12  von  S.  29  a^  und  «g 
unter  Festhaltung  von  a^^  «^  ihre  Plätze  tauschen,  indem  man  die 
Übergangslinie  a^  a^  um  ihren  Mittelpunkt  dreht,  so  erhält  man 
Fig.  13  b. 

§  74.    Die  Vertauschungen  der  Größen  e^,e^^,e^  durch  lineare 
Periodentransformationen. 

Geht  man  von  einem  fundamentalen  Periodenparallelogramm 
(2«j,  20)3)  zu  einem  anderen  (2  «j',  2^3')  über  mittels  der  linearen 
Substitution 

1)       ft>/  =  a  cöj  -f  /5  ft?3 ,        ft>g'  =  /  «j  +  ()'  CÖ3 ,       {ab  —  ßy  =  \)^ 

so  ändern  sich  dadurch  j)u,  p'u,  g^,  g^  überhaupt  nicht,  da  sie  bloß 
von  der  Gesamtheit  der  Gitterpunkte  abhängen;  dagegen  stimmen 
die  drei  Größen  e^  —  p  co^\  ^2  "^P^^'  ^z  "^  P  ^z  ^^^^^  notwendig 
auch  in  der  Reihenfolge  mit  den  Größen  e^  =  pco^^  ^2^  P^2>^3  —  P^s 
überein,  sondern  das  ist  offenbar  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  in  (1)  «  und  S  ungerade,  ß  und  y  gerade  Zahlen  sind,  anders 
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ausgedrückt:  wenn  die  Koeffizienten  der  Substitution  (  "u  modulo  2 
zu  den  entsprechenden  Koeffizienten  der  identischen  Substitution 
\  ^]  kongruent  sind.  Man  nennt  eine  solche  Substitution  oder 
lineare  Periodentransformation  mod.  2  zur  Identität  kongruent.  Wir 
können  also  sagen: 

I.  Die  drei  Großen  e^  bleiben  unverändert  bei  allen  modulo  2 
zur  Identität  kongruenten  Periodentransformationen  und  nur  bei  diesen. 

Wir  können   überhaupt  alle  linearen  Periodfentransformationen 

oder  Modulsubstitutionen  [^  \\  in  folgende  sechs  Klassen  einteilen, 

je  nach  der  Teilbarkeit  der  Koeffizienten  a,  ß^  y,  S  durch  2,  wobei 
M,  u\  u"  ungerade,  g^  g    gerade  Zahlen  bedeuten  sollen: 

I.     (  *f  ^,  ) ,  Beispiel :  die  identische  Substitution  1  =  j , 


II. 


III. 


IV. 


VI. 


i  u  u' 

KgW 

I   g  u 
\u'  9' 

I  u  u'  \ 
W'9  I 

I  u  g  \ 
[  u'  u"j 

l  9  u  \ 

\u'  u") 


^^=[\\)' 


T  = 


0  1 

1  0 


"-(-;:). 
-(:;)• 


u  = 


(Weitere  Möglichkeiten  gibt  es  nicht;  der  Fall  z.  B.,  daß  alle  vier 
Koeffizienten  ungerade  wären,  ist  durch  die  Bedingung  ad  —  ßy  —  l 
ausgeschlossen.) 

Zwei  Substitutionen,  die  zur  nämlichen  Klasse  gehören,  führen 
e^,  e^,  e^  in  die  gleiche  Anordnung  e^,  ^.,  e  über;  jeder  der  sechs 
Klassen  entspricht  so  eine  der  sechs  Permutationen  der  Indizes 
1,  2,  3.  Die  Substitutionen  der  Klasse  II  z.  B.  führen  e^,  e^,  e^ 
der  Reihe  nach  über  in  e^^  e^,  e^.  Die  von  den  Substitutionen  der 
sechs  Klassen  bewirkten  Vertauschungen  sind  in  der  unten  folgenden 
Tabelle  zusammengestellt. 

Ebenso  wie  die  e^  permutieren  sich  auch  die  Funktionen 
pn  —  e^  und  die  durch  die  Bedingung  o'^(O)  =  1  [a  =  \,  2,  3)  ein- 
deutig bestimmten  Quadratwurzeln  -.  ^pu  —  e^—  "  ,  mithin  auch 
die  Funktionen  (t  u. 


232  XII.    Lineare  Transformation  der  Perioden. 

Wenn   Cj,  e^,  e^   durch   (1)   der  Reihe   nach   in   e^,  e^,  e    über- 
gehen,    so    geht    das    Doppelverhältnis    l  =  —  über    in      ^ 

d.h.   in   einen  der  sechs  Werte  'l,  ^- ,  1  —  A,     .     ,  ?    3 — ^,   ?  ~1~  ' 

Auch  diese  durch  die  Substitutionen  der  sechs  Klassen  bewirkten 
Vertauschungen  ^  der  sechs  Doppel  Verhältnisse  sind  in  die  Tabelle 
eingetragen. 

Tabelle. 


Nummer  der 
Klasse 

I 

! 

1 
11 

III 

IV 

V 

VI 

Reste  der  Zahlen 
a,  ß,  y,  d  inod.  2 

1001 

1101 

! 
0110 

1110 

1011 

Olli 

Repräsentanten 
der  Klassen 

1 

loij 

TU=STS 

or   1 

11 

.-10, 

TS 

/10\ 

Inj 
5 

(n) 

U=S-'T 

Indizes  der 
e^  und  ff„ 

123 

213 

321        1 

231 

132 

312 

üoppelverhält- 

X 

1 
l 

1-A 

1 

A-1 

nisse 

l-X 

l 

Wir  haben  zu  jeder  Klasse  ein  Beispiel  einer  zu  ihr  gehörigen 
Substitution  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  einen  Repräsentanten 
der  Klasse  hinzugefügt.  Diese  Repräsentanten  wollen  wir  nun  kurz 
und  einheitlich  mit  Vi,  Fn,  Vm,  Viv,  Vy,  Fvi  bezeichnen,  Vi  ist 
somit  die  identische  Substitution  Fi  =  l,  Fn  soviel  wie  T  U  usw. 
Sind  nun  W\,  If^,  ^^3  •  •  •  sämtliche  Substitutionen  der  ersten  Klasse, 
so  sind  folgendes  sämtliche  Substitutionen  der  Klasse  i  [i—l,  11...  VI). 

2)  F^r,,   v,w,,   v,ty,.... 

Um  z.  B.  einzusehen,  daß  sämtliche  Substitutionen  der  Klasse  V  in 
der  Zeile 

3)  Sn\,     SJT^,     8H\... 

enthalten  sind,  hat  man  einerseits  zu  beachten,  daß  jede  der  Sub- 
stitutionen (3)   zur  Klasse  V    gehört,    denn   W^   läßt   A   unverändert, 

S  W.   führt   also    X,    gepau    wie  S,   in  -r— —  über,    gehört  somit  zur 

Klasse  V.  Andrerseits  ist  nachzuweisen,  daß  jede  beliebige  Sub- 
stitution F  der  Klasse  V  in  (3)  enthalten  ist.  Es  ist  aber  S-'^  V 
eine  Substitution   /^.  der  Klasse  I,  denn  F  führt  ebenso  wie  S  X  in 


A 


-— -  über,   die    zu  S  inverse  Substitution  S-'^    macht  diese  Trans- 
formation wieder  rückgängig,  somit  ist 
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=  s  ^r. ,    w.  z.  b.  w. 
IL    Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 
Ist    ^ ,    //"jj ,    ^3  ..  .  .  die    Gesamtheit   der   zur    Klasse  I  gehörigen 
Substitutionen j    so    kann    man  sämtliche    Modulsubstitutionen    folgender- 
maßen anordnen,   wobei  in   die  i^^  Reihe  gerade  die   Substitutionen  der 
Klasse  i  {i  =  1.  11  .  .  .  Vi)  zfi  stehen  kommen: 

Vi    Pf\,     Fi   JK,     Fi   IV^... 
Fix  //j,     Fh//,,'    Fn //^  .  •  . 


Die  Repräsentanten  Fi,  .  .  .  Fyi  sind  sechs  ganz  willkürlich  aus  den 
einzelnen  Klassen  herausgegriffene  Substitutionen. 

§  75.    Einfluß  der  linearen  Periodentransformationen  auf  die 
Funktionen  snw,  cnw,  dnw  und  it^{v\T\ 

In  §  44  hatten  wir  unter  Voraussetung  eines  bestimmten  primi- 
tiven Periodenpaares   2«^,   2  «3   die  sechs  Quadratwurzeln  '^e^  —  e^^ 

eindeutig  durch  — — -  definiert.    Wir  wollen  zusehen,  wie  sich  diese 

Ausdrücke  ändern,  wenn  man  2fo^,  2^3  durch  ein  anderes  primitives 
Periodenpaar  2«/,  2^3'  ersetzt,  etwa  mittels  stetiger  Überführung. 

Auf  den  Weg,  den  dabei  co^,  cj^  beschreiben,  kommt  es  nicht 
an,  da  es  sich  um  eindeutige  Funktionen  von  w^,  co^  handelt;  nur 
darf  natürlich  auf  dem  Wege  niemals  «g/wj  reell  werden,  da  ja 
dann  kein  Gitter  existieren  und  die  rr-Funktionen  bedeutungslos 
würden.  W^erden  solche  Wege  vermieden,  so  kann  auch  der 
Imaginärteil  von  r  =  «g/w^  niemals  sein  Zeichen  ändern,  er  bleibt 
also  immer  positiv. 

Wir  zeigen  an  einem  Beispiel,  wie  die  gestellte  Aufgabe  ge- 
löst wird.  Es  sei  etwa  (  )  die  Transformation,  die  ojj,  co^  in 
€0^',  093'  überführt;  sie  gehört  zur  Klasse  VI,  verwandelt  also  bei- 
spielsweise -'' '^-  =  e^  —  e:,    in    e.,'  —  e'  =  e,  —  e^.      Es    wäre    aber 

^  ff  «2  '  1  6  \  i 

falsch,  wenn  man  nun  schließen  wollte,  daß  die  nach  §  44  eindeutig 
definierte  Quadratwurzel  ]/<?.,  —  e^  in  die  dort  ebenfalls  eindeutig 
definierte  Quadratwurzel  ^e^  —  e^   überginge.     Man  findet  vielmehr, 
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indem  man  auf  die  Definition  der  Ausdrücke  ^e   —  e    durch  c-Ono- 
tienten  zurückgreift: 


y^g'  —  e.^'  =      -^    (da  nach  der  Tabelle  0-3  in  (7^  übergeht) 

—  0"2  ( —  -^  tJt   —   7  (Ub  —   5  CJi    —   9  6JgX  _  (T2(9ü>i    +   16ü>3) 

(t(—  4&>i  —  70)3  —  5 oj^  —  9(1)^)  (r(9ft)i  4-  I6CO3) 

=  -~~     (nach  §  42,  V) 


.  Die  Substitution  S  führt  mit  entsprechender  Rechnung  ]/«?j  —  6^.^ 
in  y^j  —  ^2  über;  in  diesem  Falle  würde  also  der  oben  angezeigte 
Fehlschluß  trotzdem  ein  richtiges  Ergebnis  liefern.  Nach  dem  Vor- 
bild des  Beispiels  läßt  sich  die  eingangs  des  Paragraphen  gestellte 
Aufgabe  für  jede  der  sechs  Wurzeln  '^e^  —  e  und  für  jede  lineare 
Periodentransformation  leicht  lösen.  Wir  begnügen  uns  mit  dieser 
kurzen  Darlegung,  zumal  die  Frage  für  uns  weiter  keine  Rolle  spielt. 
y^j  —  ^3  wurde  bei  der  Definition  der  Funktionen  smv^  cnw, 
dnw  benutzt;  es  ist  nämlich  (§  45): 


(TU  /        ■    7  9s  <J\  U 


sn{w\  k^)  =  y^j  -  ^3  --— -  ,    cn [w  |  P)  = 


(JqU  !       /  ^J^  ^^ 


dniw  I  k^)  =     ^       ,       w  ='n^|e.  —  e^  . 

Wir  haben  hier  gleich  in  der  Bezeichnungsweise  die  Abhängig- 
keit   der  jACOBischen  Funktionen    nicht   nur  von  w,    sondern    auch 

von  k^  =  l  =    ^  ~ -1  hervorgehoben  (wie  auch  schon  §  69;  vgl.  auch 

63       e^ 

§  46,  VIII). 

Halten  wir  u  fest  und  führen  wir  co^,  m^  über  in 

so    ändert   sich,   falls  die  Substitution  |"  '  j  modulo  2  der  Identität 

kongruent  ist,  höchstens  das  Vorzeichen  von  w\  die  beiden  geraden 
Funktionen  cnw,  dnw  bleiben  also  bei  allen  Transformationen  der 
Klasse  I  ungeändert,  während  snw  für  eine  Unterklasse  der  Klasse  I 
in  sn{—  w)  —  —  snw  übergeht  und  für  eine  andere  Unterklasse  sich 
ebenfalls  nicht  ändert;  es  hätte  keine  Schwierigkeit,  diese  beiden 
Unterklassen  durch  Kongruenzen  mod.  4  für  die  a,  ß,  y,  d  zu 
kennzeichnen. 

Wir  wollen  auch  zeigen,  wie  man  den  Einfluß  der  Substitutionen 
der  Klassen  II  bis  VI  auf  snw,  cmv,  dnw  finden  kann,  und  führen 
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diese  Überlegung  durch,  indem  wir  beispielsweise  die  Substitution  S 
(Klasse  V)  auf  sn  [w  1  ti^)  --=  — —  ^e^  —  e^  ausüben. 

y^i  —  ^3  ^^^^  durch  S  über  in  j/e/  —  e^'  =  l/v~^2>  somit  wird 
aus  IC  =  wj/^j  —  ^3  die  neue  Veränderliche  lo  =  «^V^/  — ^8''=^y^i~^2 


=:^^  =  w  k^,  ferner  geht  k^  =  A__^  über  in  ^-^—^  =  -  S- 


^1  "^  I  ~  TT   •  Andererseits 
wird  aus  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (1): 

Durch  Vergleichung  findet  man:  , 

Ganz  ähnliche  Gleichungen  findet  man,  wenn  man  auf  ^n(ic|  ä^) 
eine  Substitution  der  Klassen  II,  III,  IV,  VI  anwendet;  alle  diese 
Beziehungen  sind  uns  nicht  neu,  wir  haben  sie  von  einer  anderen 
Seite  her  schon  in  §  63  kennen  gelernt.  Wir  verzichten  darauf, 
die  entsprechenden  Transformationsformeln  für  die  Funktionen  cnwy 
dnw  ausdrücklich  hinzuschreiben;  sie  ergeben  sich,  genau  wie  (3), 
fast  ohne  Rechnung  durch  einen  Blick  auf  die  Tabelle. 

Daß  die  Funktionen  snw,  cnw,  dnw  nicht,  wie  pu,  p' u,  bei 
allen  linearen  Periodentransformationen  o)^'  ^  cc  co^  -\-  ß  co^  ^ 
cög'  =  /Wj  +  Jcüg  ungeändert  bleiben,  ist  nicht  überraschend;  denn 
die  Periodengitter  der  Funktionen  snw,  cnw,  dnw  sind  weder  unter- 
einander noch  dem  Gitter  2h^(x)^-^2h^(i)^  gleich  oder  auch  nur 
ähnüch  (s.  §  46,  II). 

Endlich  wollen  wir  noch,  und  zwar  wieder  nur  an  einem  Bei- 
spiel, zeigen,  wie  sich  die  Thetafanktionen  beim  Übergang  zu  einem 
äquivalenten   Periodenpaar  ändern.     Betrachten  wir  beispielsweisee 

und  ersetzen  wir  co^  und  Wg  durch  co^'  =s  cc  co-^  -\-  ß  oo^  und 
ft>g'  =  ^ft>j  4-  ^cüg;  wie  sich  dann  a^u  ändert,  haben  wir  schon  fest- 
gestellt; die  Änderung  des  Exponentialfaktors  läßt  sich  sofort  an- 
geben,   f]^'  =  Co?/   findet    man    nämlich    aus    §  25  (9).      Es    bleibt 

also   nur   hoch    die  Frage    offen,   wie    sich  i^-glO    —  j ,   allgemeiner 

wie  sich  die  vier  »^--N uliwerte  transformieren.     Wir  denken  uns  die 
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gegebene  Transformation  1"  u   mittels  S  und  T  dargestellt  und  be- 
gnügen unSj  den  Einfluß   dieser  beiden  Transformationen  zu  finden. 
Da  nacb  §  52  (15)* 

'V(0|r)=    ';:^^.,  -.3) 

ojj  -|-  ojg   nach 


ist,   gilt  für  die  Substitution  S,   d.  h.  ro^' 
der  Tabelle  von  S.  232: 


o>j,  W3 


.V(Oil  +  r) 


- ..  (^'1  -  ''2) 


und  für  die  Substitution  1\  d.  b.  w/  = 


=  ,V(0|r)     (§52) 


^Vo^   (  0, 


4  OH^ 
n 


2     (^'3  -  '^l) 
2 


Somit  gelten,  wenn  unter  e^ ,  s^  zwei  noch  zu  bestimmende 
vierte  Einheitswurzeln  verstanden  werden,  und  wenn  ]/—  ri  den 
Hauptwert  dieser  Quadratwurzel  (dessen  Realteil  >  0  ist)  bedeutet, 
die  Transformationsgleichungen: 

^3(0,  1  +  t)=6,  .9',(0|r), 

Da  hier  links  und  rechts  stetige  Funktionen  von  r  stehen, 
können  Cj  und  «g  nicht  mehr  von  r  abhängen  und  man  kann  daher 
«1  und  «2  bestimmen,  indem  man  für  r  irgendeinen  möglichen  Wert 
einsetzt.     Für  t  =  ?'  z.  B.  wird  nach  §  50  (11): 

_^  2^-*-^  ~  2^-9^  +  •  •  •, 
'  T  =^  i 


'•^3(01 

1  +  r)  =  1 

-2^ 

'^= 

,(Olr)=l 

-  2e 

es 

ist 

also  €j  = 

1;  ferner 

wird 

•^(oi- 

1  \       ^ 

1  1 

+  2. 

*3 
1/ 

(0|t)==1 

/     <^3        ^    1 

+  2^ 

-f  2^-^^  +  2^- 


+ 


+  2^-9^  + 


somit  auch  e^^  \. 

G-enau  so  findet  man  die  Transformationsformeln  für  die  übrigen 
i9--Nullwerte,  und  aus  diesen  dann,  wie  angegeben,  die  Formeln  für 


die  Funktionen  d\^ 


2  CO, 


—  1 .     Diese  lauten 
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a)   für  die  Substitution  -6': 


0:,[v\T+\)^ß;[v\T),  r%{v\T+\)=&,[v\T); 

b)   für  die  Substitution  T: 

=  —  2  ]/  —  r  z  ^   ^    ?9-j  (v  I  t)  , 


3 


s. 

§  76.     Definition  von  Hauptwerten  «^  «g,  r  für  ein 
gegebenes  Gitter. 

Es  erweist  sich  als  nützlich,  von  den  unendlich  vielen  primi- 
tiven Periodenpaaren,  zu  denen  ein  gegebenes  Gitter  Veranlassung 
gibt,  eines  als  das  Paar  der  „Hanpticerte^''  2  «j,  2  «3  auszuzeichnen; 
den  Quotienten  cö^lä^  nennen  wir  dann  den  Hauptwert  f.  Eine 
gewisse  Willkür  ist  hierbei,  wie  überhaupt  bei  der  Definition^  von 
Hauptwerten  nicht  zu  vermeiden. 

Es  gibt,  wie  aus  §  24  a.  E.  folgt,  entweder  a)  2  oder  b)  4 
oder  c)  6  dem  Nullpunkt  zunächst  gelegene  Gitterpunkte.  Wir  be- 
trachten zunächst  die  beiden  Ausnahmefälle  b,  c  und  dan'n  den 
Hauptfall  a. 

Im  Falle  c  (Fig.  35)  bilden  die  dem  Nullpunkt  zunächst  gelegenen 
Gitterpunkte    ein    reguläres    Sechseck:    w-^^w^w^iv^w^Wq    und  es  ist 


k  TZ  i 


w^  —  w^e  '^     (A  =  1,  2,  3,  4,  5).     Von   diesen  Gitterpunkten   sei   2  0?^ 
derjenige,  dessen  x4.rcu8  (p  die  Ungleichung 


TT        __  ^     TC 


1)  -T-'^<„ 

befriedigt;  ferner  sei 

27ti 

^)  2  «3  =  2  «j  e   3     . 

71  i 

Der    Gitterpunkt    2  w^e^    läßt    sich    dann    durch    2  ä>j  -{-  2  0)3    dar- 
stellen (gleichseitiger  Fall;  vgl.  §  24);  für  r  erhält  man 


^)  f  =  e-^=-h 


H-vV^- 
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Im  Falle  b  (Fig.  36)  bilden  die  vier  dem  Nullpunkt  zunächst 
gelegenen  Gitterpunkte  w^,  lo^,  —  lo^,  —  w^  ein  Rechteck;  die  Nume- 
rierung sei  so  gewählt,  daß  die 

4)    .        Rechtecksseite  w^  •    •  w^  ^  Recktecksseite  w^  >  >  >  —  w^ 
ist  und  daß  das  Rechteck  in  der  angegebenen  Reihenfolge  im  posi- 
tiven Sinne  durchlaufen  wird;  auch  möge  der  Arcus  cp  von  w^  der 
Ungleichung 

genügen.      Nur    wenn   in  (4)   das  Zeichen  =  gilt,    d.  h.    wenn    das 
Rechteck    ein  Quadrat   ist  (harmonischer  Fall,    §  23),   ist  w^  durch 


Fig.  35. 


Fig.  36. 


die  Bedingungen  (4),  (5)  noch  nicht  eindeutig  bestimmt;  es  soll  dann 
^n  Stelle  von  (5)  die  schärfere  Bedingung 


6) 


j^(p< 


treten,   die   dann  offenbar  zur  Festlegung  von  w^   gerade  ausreicht. 


Wir  setzen  nun  fest:    es  soll  2  w. 


w^   und  2  03^  =  w^   sein. 


Man 


beachte,  daß  wegen  (4)  Winkel  [co^Oco^),  d.h.  also  der  Arcus  von 
f  =  -iß-  ^  — -  ist.     Andererseits  ist  dieser  Arcus   <  —^ ;  sonst  wäre 

(Ol  2  3 

nämlich  die  Rechtecksseite  w^  -  -  '  —  w^  kleiner  als  \w^\,  und  iv^  -\-  w^ 
wäre  ein  Gitterpunkt,  der  entgegen -der  gemachten  Voraussetzung 
dem  Nullpunkt  näher  läge  al&  w^^.  Die  Punkte  f  erfüllen  also  im 
Falle  b)  einen  Zwölftelbogen  des  Einheitskreises  von  f  =  i  —  dieser 
Wert  entspricht  dem  quadratischen  Gitter  —  bis  zu 


1/3, 


dem  zum  Falle  c)  gehörigen  Wert  von  r,     Man  hätte  statt  dessen 
:gerade  so  gut  die  Punkte  des  Zwölftelbogens  von  — - -}-  ^Vs  bis  i 
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den  zu  den  Fällen  b),  c)  gehörigen  Gittern  zuordnen  können;  denn 
diese  Werte  r  ergeben  sich  aus  den  soeben  definierten  Haupt- 
werten f  durch  die  Modulsubstitution  T:  r  =  —  —  • 

T 

Es  bleibt  noch  der  Fall  a)  zu  besprechen.  Von  den  beiden 
dem  Nullpunkt  zunächst  gelegenen  Gitterpunkten  sei  dann  2  ä^  der- 
jenige, dessen  Arcus  ^  — —  und  <  —  ist.  Um  2  «3  zu  definieren, 
verfahren  wir  so:  Durch  die  Gerade  g,  auf  der  die  Strecke  0  cö^ 
liegt,  wird  die  Ebene  in   zwei  Halbebenen  B^,  H^   geteilt;    H^  sei 

diejenige,  für  deren  Punkte  u  der  Quotient  —  einen  positiven  Ima- 
ginärteil   erhält.     Wir  nennen  S  den  Streifen,  der  in  H^  liegt  und 


Fig.  37. 


begrenzt  ist  von  den  durch  —  w^  und  cö^  gezogenen  Senkrechten  5j,  s^ 
zu  0  üjj  und  bezeichnen  mit  L  das  Stück  von  8^  das  außerhalb  des 
um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  [  2  ö  J  geschlagenen  Kreise  liegt, 
die  linke  Begrenzung  s^  rechnen  wir  mit  zu  S,  die  rechte  s^  nicht. 
Nun  verschieben  wir  eine  Gerade,  die  ursprünglich  mit^  zusammen- 
fällt, parallel  zu  sich  in  die  Halbebene  H^  hinein,  bis  sie  zum 
erstenmal  einen  Gitterpunkt  w  trifft;  sie  trifft  dann  zugleich  die 
unendlich  vielen  Gitterpunkte  w  -\-2h^m^[h^  =  ±  1,  ±2,  •  •  •).  Von 
diesen  fällt  gerade  einer  in  den  Streifen  iS,  der  ja  die  Breite  |2ßjj! 
hat;  dabei  ist  die  Festsetzung  über  die  Hinzurechnung  der  Grenze  s^ 
zu  S  zu  beachten.  Diesen  Gitterpunkt  nennen  wir  2  073.  Da  nach 
Voraussetzung  ]  2  Ö3 1  >  |  2  ö?  J  ist,  liegt  2  ög  nicht  nur  in  S,  sondern 
sogar  in  JD  und  zwar  nicht  auf  der  Kreisbegrenzung  von  B  (Fig.  37). 
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Andererseits  kann  2  «g  irgendein  Punkt  sein,  der  im  Innern  von  D 


liegt.     Vermöge  der  Substitution  u  =    ^ 

2  Wi 

u'=fj   und  D  in   ein  dazu  ähnliches 


geht   w  =  2 


über 


m 


Ecken   in    den   Punkten 
grenzungsstiicke    von   d, 


±Y  + 


Kreisbogenelement^''  d,  dessen 
~]/3   liegen  (die  geradlinigen  Be- 


■M}^ 


die  wir  wieder  s^,  s^  nennen,  fassen  wir 
dabei  als  Kreisbögen  mit  unendlich 
großem  Radius  auf,  oder  auch:  wir 
denken  uns  die  Ebene  stereographisch 
auf  die  Kugel  projiziert). 

Nehmen  wir  noch  die  in  den  Fällen 
b),  c)  gemachten  Feststellungen  hinzu, 
so  können  wir  das  Ergebnis  folgender- 
maßen zusammenfassen: 

I.  d  sei  das  Kreisbogendreieck  der 
Fig.  38;  vom  Bande  werde  der  stark  aus- 
gezogene Teil  mit  zu  d  gerechnet,  auch 
der  Funkt  i,  nicht  aber  oo;  dann  entspricht  einem  beliebigen  Ferioden- 
gitter  eindeutig  ein  bestimmter  Funkt  von  d,  und.  umgekehrt  entspricht 
jedem  Funkte  i  von  d  die  Feriodengitter schar  (r),  deren  Gitter  alle 
dem   Gitter  2  Äj  •  1  +  2  Ag  r  ähnlich  sind. 

Bezüglich  der  letzten  Behauptung  ist  nur  daran  zu  erinnern^ 
daß  nach  der  von  uns  gegebenen  Konstruktion  zwei  ähnliche  Perioden- 
gitter stets  zum  gleichen  Werte  f  führen,  und  daß  insbesondere  auch 
das  Gitter  2h^l  ^  2h^r  zu  f  führt.  Unähnliche  Gitter  führen 
somit  zu  verschiedenen   Werten  r;  mit  anderen  Worten: 

II.  Wenn  f  und  t  in  d  liegen  und  voneinander  verschieden  sind^ 
so  sind  die  Gitter  2  h^l  -\-  2  h^  f  und  2  Ä^  1  +  2  h^  r  einander  nicht 
ähnlich. 

Zu  den  Gittern,  zu  denen  f  gehört,  gehören  natürlich  auch 
alle  aus  diesem  Hauptwert  durch  eine  Modulsubstitution 


+  (^T 


hervorgehenden  Werte  r;  den  Punkten  z.  B.  der  in  Fig.  38  schwach 
ausgezogenen  Begrenzung  von  d  entsprechen  die  nämlichen  Gitter 
wie  den  Punkten  des  stark  ausgezogenen  Bandes.  Denn  s^  geht 
aus  s^  durch  die  Modulsubstitution  r  =  r  +  1  hervor,  während,  wie 
schon  S.  239  bemerkt  wurde,  die  Hälfte  der  Einheitskreisperipherie 


links  von  der  imaginären  Achse  durch  r  = 
übergeht. 


in  die  andere  Hälfte 
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Die  Periodengitter,  die  den  Randpunkten  von  d  entsprechen, 
lassen  sich  durchweg  aus  Rhomben  aufbauen  (vgl.  §  24).  Wir 
brauchen  nach  dem  soeben  Bemerkten  den  Nachweis  bloß  für  die 
Punkte  des  stark  ausgezogenen  Randes  von  d  zu  führen.     Für  die 

Punkte  des  Kreisbogenstückes  von  z  bis   —  -^  +  4-  V^  ^^*  i  ^3 1  =  I  ^i 
und  man  hat  das  Gitter  2h^a^  +  2  Ag  cö^  nur  um  0  zu  drehen,  um 
zu  erreichen,  daß  w^  und  Wg  die  Bedeutung  von  w^  und  co^  in  §  24 
annehmen,  d.  h.  konjugiert  komplex  werden: 

7)  ä^  —  m^  =  a  —  iß ,     cö^  =  m^  —  a  -\-  iß , 
und  zwar  liegt  dann 

8)  ^ö?jOö7g     zwischen     ^     und     — ^• 

Ist  dagegen  2  w^,  2  «g  ein  Paar  primitiver  Perioden,  dessen  Quotient 

durch  einen  Punkt  von  s^  dargestellt  wird,  so  kann  man  durch  die 
lineare  Transformation 

9)  «1       =     -      «3    ,  Wg      =      Ö?i      +      rög 

zu   einem  anderen  Paar  primitiver  Perioden  übergehen;    für  dieses 
ist  dann 


10)  T      =       ^1    =       -1    + 


1  -\-  ■xi 


1  —  X  i 


=  1, 


ft)i  !  1  —  xt  \ 

also  I  «3  j  =  i  wj  und  durch  Drehung  gehen  diese  Punkte  co^,  «^ 
wieder  in  Punkte  «g,  co^,  die  symmetrisch  zur  reellen  Achse  liegen, 
über,  und  zwar  liegt 

11)  Winkel    m^Oro^    zwischen    -^lx=~Y^]     und    n  [x  ==  co) . 

Die  auf  der  imaginären  Achse  gelegenen  Punkte  r  entsprechen  dem 
Fall,  wo  das  Periodenparallelogramm  0,  2  ö^  2  cö^  +  2  «g,  2  üjg  ein 
Rechteck  ist.  Dieser  Fall  wurde  (mit  der  unwesentlichen  Speziali- 
sierung, daß  ft?j  reell  war)  in  §'23  näher  betrachtet. 

Eherner  gilt: 

III.  Liefern  zwei  primitive  Perioden  2  cö^,  2  «g  einen  Quotienten 
T  =  «g/Wj   der  Art,  daß  der  Funkt  t  in  d  liegt ^  so  ist  im  allgemeinen 

12)  «1   =  ±  ö?l  ,        «3   =  ±  ®3  , 

WO  2  G?^ ,  2  «g  die  zum  Gitter  2\o3^  +  2  Äg  «3  gehörigen  Perioden- 
hauptwerte  sind;  mir  im  harmonischen  Falle  sind  statt  (7)  auch  die 
Gleichungen 

13)  «1  =  ±  ^'  ft^i  j     Cf^s  =  dz  2  ft^3  ) 

BuRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  16 

\ 
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hingegen  im  gleichseitigen  Fall  die  Gleichungen 

-tA\  ,  1  ± *y3  _  ,  1  ± *y3  _ 

Angenommen  nämlich,  der  Punkt  t  liegt  in  d  und  es  besteht 
keine  der  Gleichungen  (12),  (13),  (14),  dann  folgt  aus  den  getroffenen 
Festsetzungen  und  den  Überlegungen  von  §  24  a.  E.,  daß  |  ß?i  |  >  |  «i  | 
ist  und  also,  weil  nach  Satz  II 


«1 


15) 

gilt,  auch  |<Ö3|>!ö3|-     Da  ferner  nach  (15): 

16)  <^  cö^  0  (ög  =  <^  öj  0  ä?3 

ist,  wäre  der  Inhalt  des  Dreiecks   0  w^  «g  größer  als  der  des  Drei- 
ecks 0  ß}j  öjg ,  was  der  vorausgesetzten  Äquivalenz  widerspricht. 
Endlich  bemerken  wir  noch: 

IV.  Durch  die  Hauptwerte  w^ ,  «g  ist  zugleich  in  eindeutiger 
Weise  eine  bestimmte  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

17)  Az^-g.z-g.^a 

als  Hauptwert  e^,  eine  zweite  als  Havptwert  e^^  eine  dritte  als  Haupt- 
wert gg  festgelegt  mittels  der  Gleichungen: 

18)  ei=/?«i,     ßg  =;?(ßJi  +  ö?3)  =  ;?«2^     h'^P^z- 

Die  voraufgehenden  Überlegungen  haben  wir  vom  Periodengitter 
her  angestellt;  geht  man  statt  dessen  von  einer  Riemann sehen  Fläche 
aus,  so  erheben  sich  von  selbst  die  Fragen 

V.  Wie  kann  man^  ohne  den  Umweg  über  das  Periodengitter  zu 
nehmen,  erkennen,  welche  der  Wurzeln  der  Gleichung  [17)  als  e^,  welche 
als  62  und  welche  als  e^  in  Übereinstimmung  mit  der  Definition  (18) 
zu  bezeichnen  ist? 

VI.  Wie   muß  man  die  Integrationswege  für  das  Integral  erster 

//J  /v 
'^       wählen^    damit  man  die  Hauptwerte  2ö,,  2  öjg   der 
Vfi^) 
Perioden  erhält? 

Diese  Fragen  wollen  wir  im  nächsten  Paragiraphen  beantworten; 
dabei  setzen  wir  f{z)  in  der  Form  4:z^  —  g^z  —  g^  voraus,  die  man 
ja  stets  durch  lineare  Substitution  herstellen  kann. 
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§  77.    Bestimmung  der  Hauptwerte  2w^,  2  «3  von  der 
RiEMANN  sehen  Fläche  her. 

Zu  j  edem  Werte  r  gehören  nach  dem  Satze  I  des  vorigen  Para- 
graphen unendlich  viele  einander  ähnliche  Periodengitter,  also  auch 
unendlich  viele  Wertepaare  g.^^  g^  und  Wertetripel  e^e^e^  oder 
anschaulicher  gesprochen:    unendlich  viele  Dreiecke  e^e^e^     Aber: 

I.  Die  unendlich  vielen  Dreiecke  e^  e^  e^,  die  zu  einem  und  dem- 
selben T  gehören^  sind  untereinander  ähnlich. 

Denn  ersetzt  man  das  Gitter  2  ä^  «^  +  2  A3  «3  durch  das  ähn- 
liche 2  Äj  a  09j  +  2  Äg  fl  «3,  so  geht  wegen 

p{au\a(x)^  a  «3)  =  a~^p  [u  |  09^,  «3)     (§  20,  IV) 
e    über  in 

n 

1)  e  '  =  a~^  e 

und  das  Dreieck  e^ e^ e.^  ist  dem  Dreieck  e^e^e^  ähnlich.  Außer- 
dem folgt  aus  (1): 

II.  Eine  Drehung  des  Periodengitters  um  den  Winkel  cp  bewirkt 
eine  Drehung  des  Dreiecks  e^  e^  e^  um  den  Winkel  —  2  <jp ;  eine  ahn- 
liehe  Erweiterung  oder  Verengerung  des  Feriodenneizes  auf  das  \a\  fache 
hat  eine  ähnliche  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  des  Dreiecks  e^  e^  e^ 
auf  das  la]"^  fache  zur  Folge  und  umgekehrt. 

Wir  beantworten  die  Fragen  V  und  VI  des  vorigen  Paragraphen 
zuerst  für  solche  Funktionen  f{z)  =  4z^  —  g^z  —  g^  oder  anschau- 
licher gesprochen,  für  solche  Dreiecke  e^e^e^,  welche  den  Rand- 
punkten  von  d  zugeordnet  sind.  Um  die  Gestaltsveränderung  dieser 
Dreiecke,  wenn  f  den  Rand  von  d  durchläuft,  zu  verfolgen,  wählen 
wir  zu  jedem  Randpunkt  von  den  unendlich  vielen  ihm  entsprechenden, 
untereinander  ähnlichen  Gittern  eines  aus  und  zwar  eines  mit  zwei 
konjugiert  imaginären  primitiven  Perioden  2«^,  2^3,  deren  Realteil 
positiv  sei;  2ö9j,  2  Wg  sind  nicht  notwendig  die  Haupt  werte  der 
Perioden  (vgl.  §  76  (7),  (9)).  Da  wir  nach  dieser  Festsetzung  immer 
noch  über  den  absoluten  Betrag  \(o^\  =  \g)^\  vei fügen  können,  dürfen 
wir  annehmen,  daß  e^  —  p  w^  =  q  -\-  (t  i  für  alle  betrachteten  Gitter 
den  nämlichen  Imaginärteil  (ri  besitzt.  Nach  §  24  ist  o- >  0. 
Man  hat  also 

2)  e^=^-{-(Ti,         e^  =  Q-(Ti,         e^  ^  -  2  q  , 

wobei  entsprechend  dem  vorhin  über  o;^,  «3  Gesagten  nicht  not- 
wendig e^  =  6^  gilt.  Das  Dreieck  e^  e^  e^  ist  gleichschenklig  mit  der 
Grundlinie  e^e^^2(7. 

16* 
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Ist  insbesondere 

3)     ft)j  =  ift>j     cos  Y"  2  sin  Y      und     co^  =  cq^\  l  cos— -{- i  sin  ^    , 

so  liegt  der  harmonische  Fall  vor  (§  23)  und  es  ist  also 

4)                         ^2  =  ^'         ^1  =  ^«''        ^3  =-ö-2; 

ist  dagegen 

5)     öj  =  |qJj  |coSy  —  z'sinyj     und     «3  =  «^  |  cos^  +  zsin  ^j , 

so  liegt  der  gleichseitige  Fall  vor  und  es  ist 

6)    • 

r                                                           ^          2.TZ                                                                               -2ni 

'.=^i>«- 

Aus    Stetigkeitsgründen    und    weil    ein    Dreieck    e^  e^  e^   nur  zu 

einem  Gitter  gehört,  muß  für  die  Werte  «^,  deren 

7) 

Arcus  <  Y ,     aber     >  ~t  ist , 

die  stets  reelle  Größe  e^  (2)  die  Werte  von  e„  =  0  bis  e^  =  — i 
gerade  einmal  durchlaufen.  Das  Dreieck  e^  e^  e^  hat  in  diesen  Lagen 
daher  einen  Winkel    >  ^  an  der  Spitze  e^ ;  die  zugehörigen  Werte  f 

erfüllen  den  Bogen  des  Einheitskreises  von  r  =  z  bis  r  =  —     +  -^y  3  . 

ij       2 

Nun  lassen  wir  f  auf  ä^  weiter  wandern  und  entsprechend  den 

8)     Arcus  von  ö9^  Werte  <  — -^   und    >  — ^  annehmen  (§76  (U)). 

e^  muß  aus  den  vorhin  erwähnten  Stetigkeitsgründen  weiter  zu- 
nehmen, die  Winkel  an  der  Spitze  e^  der  Dreiecke  e^  e^  e.^  werden 
immer  kleiner,  und  wenn  f  sich  dem  unendlich  fernen  Punkte  von 
s^  nähert,  dem  kein  eigentliches  Periodengitter  entspricht,  muß  e^  e^_  e^ 
einer  Lage  zustreben,  die  ein  ausgeartetes  Dreieck  darstellt,  d.  h.  es 
ist  dann    lim  e^  =  -j-  00  . 

in.  Bs  entspricht  somit  jedem  gleickschenkeligen  Dreieck  e^  e^  e^ 
ein  bestimmter  Punkt  f  des  Randes  von  d;  nimmt  der  Winkel  cm  der. 
Spitze  e^  des  Breiecks,  von  n  nach  0  ab,  so  wandert  f  von  f=i  [<^  c^  =  n) 
über 

~  +  "^  y ^    ("^  *^2  =    Q  )    ^'^^^^  ^^"^  ^  =  ~  '>  +  '^  '^    (lim4rd;'2  ^  ^)- 


2         2'         \   ^-    2  3 
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^a  = 

=   ^a^ 

K 

= 

e   : 

a 

) 

27T 

3     ' 

SO  ist  nach 

§. 

76 

(9): 

=   (O 

l   +«3' 

CO 

3   = 

=  — 

-Ö9,, 

^2? 

h- 

e^, 

% 

=  ^3 

Genügt  der  Arcus  von  o?j  der  Bedingung  (7),  d.  h.  ist  -^od^  Om^ 
>  ^    und  <-^,  so  ist  nach  §  76  (7): 

ist  aber  -^m^O  co^  > 

10)  öy 

11)  e,  = 

indem  wir  noch  eine  Ähnlichkeitstransformation  der  z-Ebene^und 
damit  zugleich  der  Gitterebene  zulassen  (Satz  II),  finden  wir  für  den 
Fall,  daß  die  Nullstellen  von  4z^  —  ^^z  —  g^  ein  gleichschenkeliges 
Dreieck  bilden,  folgende  Antwort  auf  Frage  V  des  vorigen  Para- 
graphen, zunächst  noch  abgesehen  von  den  gleichseitigen  und  von 
den  zu  einer  Strecke  ausgearteten  gleichschenkeligen  Dreiecken: 

IV.  Bilden  die  Nullstellen  von  4  z^  —  g^  z  —  g^  ein  gleichschenkeliges 
Dreieck,  so  findet  man  die  durch  §76  {18)  definierten  Hauptwerte 
h'  %,  63  folgendermaßen: 

a)  Ist  der   Winkel  an  der  Spitze    des   Dreiecks    >  ^  j    so    ist 
die  Spitze  des  Dreiecks  e^. 

b)  Ist  der   Winkel  an  der   Spitze    <  -^,    so   ist  die  Spitze  des 

ö 

Dreiecks  e^. 

Die  übrigen  e^  bestimmen  sich  jedesmal  dadurch,  daß  der  Um- 
lauf 6j  ßg  H  ^^^  Dreieck  zur  Rechten  läßt. 

Ist  das  Dreieck  der  Nullstellen  von  ^z^  —  g^z  —  g^  zu  einer 
Strecke  mit  dem  Mittelpunkt  63  =  0  ausgeartet  (harmonischer  Fall), 
so  läßt  Satz  IV  noch  darüber  im  unklaren,  welcher  Endpunkt  der 
Strecke  e^  und  welcher  e^  ist.  Ebenso  ist  im  Falle  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  noch  festzustellen,  welche  Ecke  e^  ist.   Nun  fanden 

wir  in  §  24,  S.  74,  für  co^  =  \w^\e  ^  und  co^  —  \o^^\e~^  den  Arcus 
von  öj  gleich  -^ ;    also    ergibt    sich    aus    Satz   11,    wenn    wieder 

«3  =  ß?j  ^  ^'  ist  und  wenn  nun  der  Arcus  cp  von  cö^  in  den  durch 
§  76  (1)  vorgeschriebenen  Grenzen   — -  ^  zi^  <;  ~    sich  bewegt,  für 

den  Arcus  ^ip  von  e^  im  Falle  eines  gleichseitigen  Dreiecks  e^  e^  gg 
die  Ungleichung 

12)  ^  fs^>-y- 


246  XII.    Lineare  Transformation  der  Perioden. 

Im  harmonischen  Falle  dagegen  ergab  sich  für  den  nach  §  76  (0) 

zulässigen  Arcus    —  ^  von  «^   [also  +  ^    von    ööA    der    Arcus    ^- 

für  ßj  =  jo«i  (§  23  (8),  §  24,  I).  Wieder  nach  Satz  II  ergibt  sich  also : 
da  der  Arcus  (p  von  ä^  im  harmonischen  Falle  durch  die  Bedingung 

(6)  des  §  76:  — ^^^<^  beschränkt  ist,  so  unterliegt  der  Arcus 
'?//  von  gj  im  Falle  eines  ausgearteten  gleichschenkehgen  Dreiecks 
^1^2  ^3  ^®^  Beschränkung: 

13)  ysv>-;- 

Ersetzt   man   ferner   in    den    Formeln    von    S.  245   die  e     aus 

a. 

(9),  (11)  durch  die  e^,  so  erhält  man  mit  Berufung  auf  §  24,  II  bei 
passender  Wahl  der  Quadratwurzelvorzeichen  folgende  Integral- 
darstellungen der  Hauptwerte  m^,  ö?g,  zunächst  für  den  Fall,  daß 
die  Gleichung  Az^  —  g^z  —  g^  —  0  eine  reelle  und  zwei  konjugiert 
imaginäre  Wurzeln  besitzt: 

^^  bei  geradliniger  Integration  längs 

14)  ^1=1  T/ — -o  1 —  der    Verlängerung    der    Dreiecks- 

■  _  r  dz  bei  geradliniger  Integration  längs 

^  ~  J  1/4*8-^,^-^^3  der  Dreiecksseite  e^  e^  , 

^           ^^  bei  geradliniger  Integration  längs 

16)  0^3  =  I  ly-j— 3 =  der   Verlängeruog    der    Dreiecks- 


Seite  63  e« , 


17)  =  f   ^^      -^- 


c?a^  bei  geradliniger  Integration  längs 

der  Dreiecksseite  e,  e« . 


'1  ^2 


Diese  Formeln  gelten  für  jedes  gleichschenkelige  Dreiecks  e^  e^  e^ ; 
denn  der  Schluß  auf  die  Geradlinigkeit  der  Integrationswege  in 
§  24  beruhte  darauf,  daß  die  dort  mit  C  bezeichnete  Kurve  die 
reelle  Achse  in  dem  einen  Punkte  e^.  traf.  Bei  einer  Ähnlichkeits- 
transformation  tritt  an  Stelle  der  reellen  Achse  eine  andere  Gerade 
als  Symmetrielinie,  sonst  ändert  sich  nichts.  Für  die  ausgearteten 
gleichschenkehgen  Dreiecke  ergaben  sich  die  Formeln  (14)  bis  (17) 
schon  §  23,  IX. 

Durch  die  voraufgehenden  Überlegungen  sind  die  Fragen  V 
und  VI  des  vorigen  Paragraphen  für  gleichschenkelige  Dreiecke  e^  e^  e^ 
beantwortet. 
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Wir  betrachten  jetzt  Dreiecke  e^  e^  e^  (auch  ausgeartete),  die 
dem  Hauptfall  angehören,  d.  h.  die  weder  gleichschenkelig  noch 
gleichseitig  sind,  und  beweisen  zuerst  folgenden  Hilfssatz : 

Die  Dreiecke  des  Haupt  falls  bilden  ein  Kontinuum ;  d.  h.  man 
kann  ein  beliebiges  Dreieck  e^  e^' e^'  des  Hauptfalls,  das  Anfangs- 
dreieck, bei  passender  Numerierung  der  Eckpunkte  in  ein  beliebiges 
anderes  e^"  e^'  e^',  das  Enddreieck,  stetig  überführen,  ohne  daß  eines 
der  Zwischendreiecke  e^  e^  e^  gleichschenkelig  oder  gleichseitig  würde. 

Es  genügt  offenbar,  den  Satz  unter  der  Annahme  zu  beweisen, 
daß  e^ e^ e^  irgendein  ausgeartetes  Dreieck  ist;  es  liege  etwa 

18)  e^  zwischen  (?j'  und  e^^  und  es  sei  Strecke  e^  e^  <  Strecke  e^  e^. 
Die  Ecken  von  e^'  e^'  e^'  denken  wir  uns  so  numeriert,  daß 

1 9)  Seite  e^'  e^'  >  Seite  <?/'  e^'  >  Seite  e{  e^^' 

wird.     Mit  «g  bezeichnen  wir  den  Punkt   der   Seite  e^'  e^'   für   den 
die  Proportion 

20)  Strecke  e^'  %^ :  Strecke  ^  e^'  —  Strecke  e^  e^ :  Strecke  e^'  e^ 

gilt.  Ist  dann  i^  irgendein  Punkt  der  Strecke  gg  ^i  ■>  so  bilden  wir 
die  Dreiecke  e^  e^  e^ ,  die  den  Dreiecken 
^\  h  H  kongruent  sind,  wenn  %^  sich 
von  ^2  nach  t^  bewegt.  So  erhält  man 
aus  e^'  e^'  e^'  ein  zu  e^  e^  e^  ähnliches 
Dreieck  e^  e^  e^  (sobald  b^'  mit  gg  zu- 
sammenfällt) und  dann  durch  stetige  Ähn- 
lichkeitstransformation e^  e^  e^  selbst. 
Durch  ümkehrung  des  Weges  führt  man 
e^  e^  e^  in  e^'  e^'  e^"  über  und  es  ist 
offenbar  keines  der  Zwischendreiecke  e^e^e^  gleichschenkelig  oder 
gleichseitig. 

Zu  dem  ausgearteten  Dreieck  e^  e^  e^  gehört  ein  rein  imaginärer 
Haupt  wert  t  und  wir  können  durch  Drehung  von  ^/ ^2' ^3'  ^"^  ^ 
erreichen,  daß  der  Hauptwert  ö?/  positiv  und  der  Hauptvvert  ^^' 
positiv  imaginär  wird.  Wir  machen  der  Einfachheit  halber  diese 
weitere  Voraussetzung  über  e^  e^'  e^  und  zeigen,  daß  ^/,  e^  e^  mit 
den  Hauptwerten  g/,  e^'^  e^  zusammenfallen.  Nach  §  53  (7) ,  (8) 
ist  nämlich 

''(1  _  27/+ 2Ä' '•  +  ...)*■ 
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Das  Ausgangsdreieck  e(  e^  e^  ist  immer  noch  in  hohem  Maße 
willkürlich;  wir  dürfen  noch  voraussetzen,  daß  f'/zsehr  groß,  also 
h  sehr  klein  ist;  dann  ersieht  man  aus  (21)  ohne  Rechnung,  daß  nicht 
nur  g/  >  e^  und  g/  >  e^  ist,  sondern  auch  g/  —  e^  >  i-(g/  —e^)\ 
daraus  folgt,  daß  e^  zwischen  g/  und  e^  liegt  und  daß  Strecke 
hK  <  Strecke  e^'  e^'  ist,  also  im  Hinblick  auf  (18),  daß  e  '  =  e  '  ist 
(«=1,2,3). 

Bilden  wir  nun  zu  allen  vorhin  benutzten  Zwischen dreiecken 
e^  ^2  ^3  unter  Beibehaltung  der  benutzten  Numerierung  die  Halb- 
perioden 

22)      CO,  =  r --^-^^ :--  =  f -J-^ =^_, 

J  y4(^-ej(^-e2)(^-e3)       J  ^4  {x  -  e,)  (x  -  e^)  {%  -  e^) 

oo  es 

23)  «3  =  r ^^    =  f- ^^    

00  e, 

mit  geradliniger  Integration  wie  in  (14)  bis  (17),  so  folgen  bei  Ver- 
änderung der  Dreiecke  e^  e^  e^  und  bei  passender  Wahl  der  Quadrat- 
wurzelvorzeichen die  Werte  dieser  Halbperioden  und  ihrer  Quotienten 
T  =  — ^  stetig  aufeinander  und  der  Imaginärteil  von  -^  bleibt  positiv. 

Für  das  Anfangsdreieck  e^'  e^  e^  wird  m^  reell,  CÖ3  rein  imaginär, 
T  also  gleich  dem  Hauptwert  f.  Läge  nun  der  sich  durch  die  stetige 
Überführung  für  das  Enddreieck  ergebende  Wert  r  nicht  in  d,  so 
.müßte  der  r-Wert  eines  Zwischendreiecks  auf  ^er  Begrenzung  von 
d  liegen ;  dann  wäre  dieses  Zwischendreieck  aber  ein  gleichschenkeliges, 
was  nicht  zutrifft.  Also  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Satz  III  von 
§  76  auch  für  das  Enddreieck,  d.  h.  also  für  ein  beliebiges  Dreieck 
des  Hauptfalls  durch  die  Formeln  (22),  (23)  die  Hauptwerte  «j,  «3. 
Nach  (19)  sind  dabei  ^1^2  ^3  ^^^^s  so  zu  unterscheiden,  daß  ^^  ^3  die 
größte,  e^  e^  die  kleinste  Seite  des  Dreiecks  e^  e^  e^  ist.  Daß  mit 
dieser  Numerierung  ^^,62-^3  stets  mit  den  Hauptwerten  ^^,^2,^3 
identisch  sind,  schließt  man  entweder  durch  Umkehrung  der  ersten 
beiden  Gleichungen  (22),  (23)  durch  die  jo-Funktion  oder  so: 

Für  das  Anfangsdreieck  ist,  wie  oben  schon  bemerkt  wurde, 

24)  Seite  e^  e^  >  Seite  e^  e^  >  Seite  e^  e^  . 

Da  die  Hauptwerte  w^,  ög   sich,    wie   vorhin   gezeigt   wurde,   stetig 
mit   den   Dreiecken  ändern  und  da  die  Werte  e^—  p  m^  stetig  von 
diesen  Hauptwerten  abhängen,   könnte  für  das  Enddreieck  die  Be- 
ziehung (24)  nur  dann  nicht  bestehen,  wenn  für  ein  Zwischendreieck  • 
in  (24)  wenigsten  einmal  an  Stelle  von   >  das  Zeichen   =   stünde. 
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Dies  kann  aber  nicht  vorkommen,  da  kein  Zwischendreieck  gleich- 
schenkelig  ist. 

Wir  fassen  die  letzten  Ergebnisse,  durch  welche  die  Fragen  V 
und  VI  des  vorigen  Paragraphen  auch  für  nicht  gleichschenkelige 
Dreiecke  und  damit  vollständig  beantwortet  sind,  zusammen: 

V.  Ist  das  Breieck  der  Nullstellen  von  4:  z^  —  g^  z  —  ff^  weder 
gleichsch enkelig  noch  gleichseitig^  so  ist  e^  e^  seine  größte,  S^^^  seine 
kleinste  Seite. 

Die  Hauptwertf  cö^ ,  cö^  werden  stets  durch  die  Integrale  [14) 
bis  (17)  geliefert. 


DREIZEHNTER  ABSCHNITT. 


Die  Modulfunktionen  J{t)  und  1{t), 

§  78.    Die  Modulteilung  der  Halbebene. 

Durch  eine  Modulsubstitution 

gehen    die  Punkte    des  Kreisbogendreiecks  d  (Fig.  38)  in  die  eines 
anderen  Kreisbogendreiecks .  0?'  über. 

I.  fFir  nennen  zwei  pyerte  r,  t  oder^  geometrisch  gesprochen,  zwei 
Punkte  T,  t'  äquivalent  bezüglich  der  Modulgruppe  oder  kürzer  äqui- 
valent schlechthin,  wenn  sie  durch  eine  Modul  Substitution  ineinander 
übergeführt  werden  können,  Zwei  Funkte,  die  einem  dritten  äquivalent 
sind,  sind  danach  auch  untereinander  äquivalent. 

II.  Zu  jedem  Punkte  r  =  x  -\-  ig  der  oberen  Halbebene  (y  >  0) 
gibt  es  in  d  einen,  und  nur  einen  äquivalenten. 

Sind  nämlich  2  cö^,  2  Ö3  die  Hauptwerte  der  Perioden  für  das 
Gitter  2h^\  +  2  A3  t,  so  existiert  ein  Gleichungspaar 

m^  =  ttl  -\-  ßx ,  «3  —  /1+^T  mit  aS  —  ßy  =  1  . 
Durch  Division  ergibt  sich,  daß  der  (nach  §  75)  in  d  liegende  Haupt- 
wert f  =  «g/wj  zu  T  äquivalent  ist.  Das  ist  aber  auch  der  einzige 
in  d  gelegene  zu  r  äquivalente  Punkt.  Gäbe  es  nämlich  in  d  zwei 
verschiedene  zu  t  äquivalente  Punkte  f  und  r,  so  wären  die  Gitter 
2h^l  +  2  A3  f  und  2h^\  +  2h^T  nach  §  71  (vorletzter  Absatz)  ein- 
ander ähnlich,  nach  §  76,  Satz  II,  jedoch  einander  unähnlich. 
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Daß  einem  Punkte  der    oberen  Halbebene  keiner  der  unteren 

äquivalent  sein  kann,  wurde  schon  §  71  (6)  festgestellt.    Ferner  gilt: 

III.    Zivei    Punkte   r,  t\    die    durch    zwei    verschiedene    Modul- 

Substitutionen   [,^,U     1  " ,  L )    aus    einem    und    demselben    im  Inneren^ 

also  nicht  auf  der  Grenze  von  d  liegenden  Funkte  f  hervorgehen 

2^  •  t'  -    "f'  ^^'^  r"  -    /'  +  ^"  ^ 

können  nicht  miteinander  identisch  sein.  M.  a,  W, :  Zwei  Dreiecke  d\  d" 
die  durch  zwei  verschiedene  Modulsubstitutionen  aus  d  entstehen^  können 
nicht  übereinander  greifen. 

Die  Verschiedenheit   der  beiden  Modulsubstitutionen  (2)  findet 
darin  ihren  Ausdruck,  daß  weder 

3)  c^^d\    ß'^ß'\     /=/',     6' ^8", 
noch 

4)  (.'  =  -«-    ß'  =  -ß'%    r'  =  -y'\    ^'  =  -r 

gilt.  Angenommen  nun,  es  gilt  weder  (3)  noch  (4)  und  es  wäre  trotz- 
dem t'  =  t"  ;  dann  folgt  aus  (2) : 

also 

^  {a'r"-r'^'")^{^'^"-r'ß")'i 

wofür  wir  kürzer 

5)  f  =  ^^- 

a-\-  ßj 

schreiben;  diese  r  in  sich  selbst  überführende  Modulsubstitution 
wäre  nicht  die  identische: 

6)  V  y==  ß^O^     a^ö^±l, 

weil  sonst  entgegen  der  gemachten  Voraussetzung  entweder  die  vier 
Gleichungen  (3)  oder  die  vier  Gleichungen  (4)  gelten  würden.  Wählt 
man  nun  irgend  zwei  Zahlen  ä?j,  öjg,  deren  Quotient  -^  =  f  ist, 
z.  B.  ö?j  =  1,  «3  =  T,  SO  besagt  (5): 

7)  «giö?!  =(/«!+  öä^):[aa^  +  jS  ög) 
oder 

8)  (am^+  ß  cög) :  ä)i  =  (/  ft?!  +  d  w^) :  öjg 

oder,  wenn  wir  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Quotienten  mit  a  be- 
zeichnen, 

1         «    ^1       =      «    Ö?i      +     /9    «g    , 

\ 
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und  es  wäre  a  4=±  1,  da  ja  sonst  die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  be- 
stünden. Ein  Gleichungssystem  wie  (8)  aber  bedeutet  nach  §  71, 1, 
daß  die  Gitter  2  Äj  «^  +  2  Äg  «g  und  2h^acö^-]-2  h^  a  Ö3  miteinander 
identisch  sind.  Das  ist  aber,  außer  im  Falle  a  =  ±  1  nur  möglich, 
wenn  ^  =  i  oder  =  -  ^  +  oV^  ist  (§  24  a.  K).  Diese  beiden 
Werte  f  aber  liegen  auf  der  Begrenzung  und  nicht,  wie  voraus- 
gesetzt wurde,  im  Innern  von  d,  die  Annahme  r  =  r"  hat  uns 
somit  auf  einen  Widerspruch  mit  der  gemachten  Voraussetzung  ge- 
führt. Die  Sätze  II  und  III  können  in  folgende  Aussage  zusammen- 
gefaßt werden: 

IV.   Die  aus  d  durch  alle  möglichen  Modulsubstitutionen    ru  ent- 
■    stehenden  Kreishogendreiecke   bedechen   einfach  und  lückenlos   die  obere 
Halbeberie. 


■i  -k 


Fig.  40. 


In  Fig.  40  sind  einige  der  so  aus  d  entstehenden  Dreiecke  ein- 
gezeichnet; nämlich  die  zu  folgenden  Substitutionen  gehörigen  (in 
Klammern  ist  jedesmal  die  Klasse  vermerkt,  zu  der  die  Substitution 
nach  der  Tabelle  von  S.  232  gehört): 

S:    T  =  f  +  1    (V),      6'-^:    T  =  f-1    (V),      T:    t  =  - -^      III), 


TS 

ST 
S-iTS-^ 


T  = 


r=-{  +1    (VI),      S-^T:    r 

(II),  STS:    r  =  ^    (II). 


-  1 

f  -  1 

1 

f 


(IV). 
1   iVI), 


-  1    +   T 

Die   Dreiecke   sind   jedesmal   mit   den    nämlichen    Buchstaben    be- 
zeichnet wie    die    sie   aus  d   erzeugenden  Modulsubstitutionen;    die 
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als  zu  den  Dreiecken  zugehörig  geltenden,  aus  dem  linken  Rand 
von  d  entstehenden  Grenzen  sind  durch  Schraffierung  nach  innen 
hervorgehoben.  Das  d  halbierende  Stück  der  imaginären  Achse 
und  die  dazu  äquivalenten  Geraden-  und  Kreisbogenstücke  sind  ge- 
strichelt. Man  übersieht  leicht,  wie  das  Verfahren  sich  geometrisch 
weiter  gestaltet,  und  daß  die  Kreisbogendreiecke  immer  kleiner 
werden,  je  näher  sie  der  reellen  Achse  zu  liegen  kommen.  Um 
diese  Bemerkung  genauer  zu  fassen,  beweisen  wir  folgenden  Satz: 

V.  In  jede?'  noch  so  kleinen  Umgebung  U  einer  Stelle  der  reellen 
Achse  liegen  immer  noch  unendlich  viele  der  Kreisbogendreiecke  d'. 

Innerhalb  U  nehme  man  einen  in  der  positiven  Halbebene 
liegenden  Halbkreis  k  an,  dessen  Mittelpunkt  ein  Punkt  der  reellen 

Achse  mit  rationaler  Koordinate  ^^  sei  {a  und  ß  ganzzahlig  und 

teilerfremd,    of  =  0,  /9>0).     q  sei   der  Radius  des  Kreises.     Man 

kann    dann    immer    (und    zwar   auf    unendlich   viele    Weisen)   zwei 

Zahlen  /,  ä  so  bestimmen,  daß 

10)  a§-ßy=^l 

wird.     Dann  betrachten  wir  die  Modulsubstitution: 

^  a  +  ßx  ß  ß     a+ßT 

oder 

12)  d-ßr^^  r-^  .   . 

Den  Punkten  r  innerhalb  des  Halbkreises  h  entsprechen  durch  (12) 
die  Punkte  r'  der  oberen  Halbebene,  für  die 

13)  |^^^^'l>^ 

ist.  In  dem  durch  (13)  bestimmten  unendlich  großen  Gebiete  liegen 
unendlich  viele  Dreiecke  d'  (u.  a.  z.  B.  solche,  die  aus  dem  Dreieck  T 
der  Figur  durch  Parallelverschiebung  mittels  der  Substitution  S 
entstehen).  Jedem  dieser  Dreiecke  ordnet  die  Modulsubstitution  (11) 
eines  zu,  das  im  Innern  von  ä,  also  erst  recht  im  Innern  von  U 
liegt.  Es  liegen  also,  wie  behauptet,  im  Innern  von  U  unendlich 
viele  Dreiecke  d'. 

§  79.    Die  Funktion  1[t). 

Wir  wollen  im  folgenden  insbesondere  solche  Funktionen  der 
Perioden  2  «j,  2co^  ins  Auge  fassen,  die  nur  von  dem  Quotienten 
T  =  —  abhängen,   und  wollen  untersuchen,  wie  sie  sich  bei  einer 
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Modulsubstitution  r  =  -^-jrj~r    ändern.      Eine    derartige    Funktion 

ist    insbesondere    das    Doppel  Verhältnis    ^^  ~  ^^  =  P^»  ~  P  ^i  .    ^^j. 

63  —  61         ^  Wg  —  p  Wi 

haben  sie  schon  früher  mit  A  (r)  bezeichnet  und  folgende  Darstellung 

gefunden : 

1^2*  (0  ,  t)  16  Ä  (1   +  Ä^  +  Ä»  +  Ä12  _{_  ^20  _j )4 


?^(t)  = 


^3*  (0  I  t)  (1    +    2  Ä  +   2  Ä*  4-  2  Ä9  -j-  2  ^25  ^ )4 

(§  53  (14)) 
=--^F^ (§44(12)). 

v  =  l 

Die  gestellte  Frage  nach  dem  Verhalten  Moduisubstitutionen  gegen- 
über ist  schon  in  §  74  beantwortet  worden: 

I.   Die  Funktion  A  (r)  ändert  sich  nicht,  wenn  auf  t  eine  modulo  2 
zur  Identität  kongruente  Modulsubstitution  ausgeübt  wird: 


2)  ^-(f^j-^f 


falls  ab  —  ßy  =  1  und  a^^ö^^l^y^ß^O  (mod.  2)  l (t)  ist  eine 
automorphe  Funktion  (I B  §  1 7,  IV).  Dagegen  geht  A  (t)  in  eine  der 
Funktionen 

A(r)'        '■       '^^"^^^        r-/r(T)'        A(T)-l'  X{T) 

Über,  falls  man  auf  x  eine  modulo  2  zur  Identität  nicht  kongruente 
Modulsubstitution  ausübt.     (Vgl.  die  Tabelle  S.  232.) 

Daraus  folgt  sofort: 

IL  Die  modulo  2  zur  Identität  kongruenten  Substitutionen  bilden 
eine  Gruppe. 

Denn  zwei  solche  Substitutionen  nacheinander  angewandt,  sind 
einer  Substitution  äquivalent,  welche  l  (r)  ungeändert  läßt,  also  auch 
modulo  2  zur  Identität  kongruent  ist.  Man  kann  Satz  II  natürlich 
auch  aus  der  Zusammensetzungsformel  für  zwei  Substitutionen  ab- 
lesen (s.  §  72  (2)). 

Die  in  Satz  II  erwähnte  Gruppe  umfaßt  einen  Teil  der  Sub- 
stitutionen der  Modulgruppe;  sie  heißt  daher  eine  Untergruppe  der 
Modulgruppe. 

Anwendung:  In  §  70  haben  wir  die  dritte  der  dortigen  Grlei- 
chungen  (2)  so  geschrieben: 

'  »■  \      2      /         A  (t)  -  1  ' 
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wir  hätten  dort  als  Argument  der  Funktion  c^  an  Stelle  von 


1  +  T 


l+T 


ebensogut  irgendeinen  bezüglich  der  Modulgruppe  mit  — ^ —  äqui- 
valenten Wert  einsetzen  können  unter  dem  Vorbehalt,  unter  m 
dann  eine  andere  der  Zahlen  1,2- ••6  zu  verstehen  als  zuvor;  er- 
setzen wir  z.  B.  mittels  der  Substitution 


avhi'^-^)  ^"-^ 


2 


(m 


und  schreiben  wir  hinterher  r  an  Stelle  von 
Stelle  von  r,  so  geht  (B)  über  in 


l+T 


T  -  1 


an 


4) 


cJ^)  = 


W-fT)  ~ 


soweit  hätten  wir  auch  in  §  70  kommen  können;  dann  aber  wäre 
dort  die  Schwierigkeit  entstanden,  die  rechte  Seite  von  (4)  nach 
Potenzen  von  h^  e''"^  zu  entwickeln;  jetzt  aber  brauchen  wir  bloß 

zu   beachten,    daß     ^  7  .     iii    — -«— ^ 
/-l  i\  ^"^ 

(_i  o)  ^^ergeht: 


durch    die   Modulsubstitution 


2 


-  1  + 


T  -    1 

x  +  1 


und  daß  diese  Substitution  zur  Klasse  IV  gehört  (s.  Tabelle  S.  232). 
Es  ist  also 

folglich 


m= 


-'(f;-!)' 


(^) 


1  = 


-m 


also  nach  (4): 


5^ 


1.  +  ,)--    ,(M:.) 


l+T 


16 


=  1  - 

=  1  -  leav. +  ... 

^c,{t)     (nach  §70(10)). 


(nach  §54(3)), 
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Somit  ist  m  =  6  gefunden ;  damit  ist  der  in  §  70  aufgetretene 
Mangel  an  Symmetrie  in  der  dortigen  Formel  (11)  behoben  und 
diese  nimmt  nunmehr  folgende  Form  an: 

i    ^iW  =  T(b'  e,(r)  =  M2r), 

^3  W  =  ; — TTTY '  ^4^=1-'^  (y)  ' 


6) 


1  -  l 


W  =  — /  X  - 1 V  '    "^6  w  -    ^^_i^  _ 


§  80.    Die  konforme  Abbildung  durch  die  Funktion  A(t). 

Wir  wollen  die  konforme  Abbildung  durch  die  Funktion  X=1{t) 
näher  untersuchen  und  betrachten  zuerst  die  Werte  f,  die  im  Kreis- 
bogendreieck d  der  Fig.  38  liegen.  Einen  sich  so  ergebenden 
Wert  A(f)  bezeichnen  wir  mit  X  und  nennen  ihn  einen  Hauptwert 
des  Boppelverhältnisses.  Es  mag  auffallen,  daß  wir  hier  gewisse 
Werte  einer  eindeutigen  Funktion  A(t)  als  Hauptwerte  auszeichnen. 
Aber  wenn  wir  nicht  von  einem  Perioden parallelogramm  P,  sondern 
von  einer  Riemann sehen  Fläche  F  ausgehen,  ist  das  Doppelverhältnis 
der  Verzweigungspunkte  sechswertig  und  von  diesen  sechs  Werten 

fällt  gerade  einer,  nämlich   !'  ~  !'^  mit  dem  soeben  definierten  Haupt- 

Cg     —     ^1 

wert  A,  zusammen,  während  die  anderen  fünf  gleich 
1        .       Y  1  I  Ä-  1 

-^  ■)         i   —  /-  ,        —  ?         -z: >         :::; 

k  1  -  A  k-   \  k 

sind. 

Wir  berechnen  A(f)  zuerst  für  die  Randpunkte  f  von  rf,  jedoch 
nicht  etwa  indem  wir  diese  Werte  f  in  die  Darstellung  (1)  des 
vorigen  Paragraphen  einsetzen;  sondern  wir  sagen  uns,  daß  den 
Randpunkten  f  nach  §  77  gleichschenkelige  Dreiecke  e^^  e^,  e^  ent- 
sprechen, deren  Spitzen  wir  wieder,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  be- 
einträchtigen, als  auf  der  positiven  reellen  Achse  liegend  annehmen 

dürfen;  für  diese  Dreiecke  können  wir  leicht  X  —  !^ ""  ^^   berechnen. 

Ca  -  e, 

Den  Winkel    an   der  Basis    bezeichnen   wir  mit  d^\    falls    erstens  r 

den  Bogen  2  •  •  •  —  -ö-  +  "ö"  V^  ^®^  Begrenzung  von  d  durchläuft,  gilt 
nach  §  77,111 
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und   die   Spitze    des  Dreiecks  e^,  e^,  s^    ist   mit   b^    zu    bezeichnen; 
man  erhält  also  (vgl.  Fig.  41) 


1) 

2) 
also 


1 

2cost9- 


Arcus  !^      ^2  =  —  i9- 


-^ ^  = -r-(co8  &  -  2sin  &) 

63  —  e^  2  cos  &  ^  ' 

für    f  =  2    ist    ^  =  0,    tgi9'  =  0,    für    f  =  -y  +  -|-l/3    dagegen 
^  =  |-,-tgt9'  =  -|/3.     Also: 

Wenn  f  auf  die  Begrenzung  von  d  von  i  bis  —  — +  — ]/c5 
läuft,  beschreibt  2  auf  der  Geraden,  deren  Punkte  den  Realteil  \ 
besitzen,  die  Strecke  von  Ä  =  —  bis  a  =  -—  —  -^  ]/3  (s.  Fig.  43). 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


Falls  zweitens 


^    /  *i,  /  ^ 
Y  <  '^  <  Y 


beschreibt  x  die  linke  geradlinige  Begrenzung  s^  von  6?  und  nach 
§77  ist  dann  die  Spitze  des  Dreiecks  gj,  e^^  e^  mit  gj  zu  bezeichnen. 
Man  findet  (s.  Fig.  42): 

^"^^       =  2  008  1^-, 


Arcus  4^ — 5- 


=  -^, 


also 

3)  X  =  ?  ~  !^  =  2  cos  1^  (cos  »V-  -  2  sin  i?-)  =  1  +  cos  2  i9  -  i  sin  2  »V  ' 

^3  ~  *^i 
und 

4)  |1-X|  =  1. 

Der  Punkt  Ä  beschreibt  also  einen  Bogen  des  Kreises  vom  Radius  1 
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und  vom  Mittelpunkt  1  und  zwar  von  J^  =  - —  -r  V^  entsprechend 
1^  =  y ,      T  =  —  y  +  Y  ]/3 ,    bis     /.  =  0     entsprechend     iV  =  ^  , 

r=-f  00  2  (s.  Fig.  43).  Dazu  ist  zu  bemerken,  daß  wir  hier  im 
Gegensa,tz  zu  §  76  die  unendlich  ferne  Ecke  von  d  mit  zu  d  rechnen 
und  ihr  den  Wert  X  —  0  entsprechen  lassen.  Ebensowenig  wie 
dem  Werte  f  =  -{-  coi  ein  Periodengitter  entspricht,  ist  /  =  0  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Verzweigungsstellen  einer  Fläche  F;  denn 
X  =  0  bedeutet,  daß  zwei  der  das  Doppelverhältnis  bildenden  Punkte 
zusammengefallen  sind;  wenn  aber  in 


zwei  Werte  a,  z.  B.  a^,  a^  zusammenrücken,  erhält  man 

[z  -  a^)  y^z  -  a^){z  -  ci^), 

also   eine  Fläche   mit   nur  zwei  Verzweigungsstellen.     Wir  werden 
diesen  Grenzfall  im  XVIII.  Abschnitt  (§  115)  näher  betrachten,  be- 
merken hier  nur  noch  folgendes: 
Nach  §  54  (3)  gilt 

;i=  16  Ä-  128^2  +  ...; 

h  =  ß^'^*  und  mit  h  auch  X  wird  beliebig  klein,  wenn  der  Imaginär- 
■teil  von  t  positiv  über  alle  Grenzen  wächst,  wobei  der  Realteil 
keine  Rolle  spielt;  es  gilt  also  gleichmäßig  für  alle  Punkte  r  im 
Innern  und  auf  der  Begrenzung  von  d:   limZ(r)  =  0.     Dadurch  ge- 

winnt  die  getroffene  Festsetzung,  daß  f  =  +  oo2  und  X  —  0  ein- 
ander entsprechende  Punkte  sein  sollen,  erhöhte  Berechtigung. 

Die    Punkte    r    auf    der     Kreisbogenbegrenzung    von    d,     die 

zwischen  /  und  -\-  -^r  +  ~rV^  liegen,  gehen  durch  die  Substitution 
T :t  =  —  :^     aus    den    Punkten    f    zwischen    i  und     —  ^  +  ^ l/3 

T  2  2' 

hervor.  Diese  Substitution  führt  Ä  in  A  =  1  —  Ä  über  (s.  die  Tabelle 
S.  232)  und  die  vorhin  gefundene  Strecke  von  -    bis    ,, —  *  1/3  in 

2  2  a 

die  Strecke  von    -   bis  —  +   -  ]/3 . 

Endlich  gehen  die  Punkte  f  der  linken  geradlinigen  Begrenzung 
Sj  von  d  durch  die  Substitution  r  =  f  +  1  in  die  der  rechten 
geradlinigen  Begrenzung  s^   über;   aus  X  wird  dann  (s.  die  Tabelle 

S.  232)   X  =  -:^-  ;    es  ist   also    i  /  -  1  i  =  ^_r^ —  =1,    d.  h.    der 

^  /i  -  1  I  /  -  1 1 

Punkt  X   beschreibt   ebenfalls    einen   Bogen    des    Kreises   mit   dem 

BuRKHARDT,  Funktionen,    II.     Dritte  Aufl.  17 
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Mittelpunkt  1    und    dem    Eadius   1    und   zwar  von    >.  = 


i+iP 


entsprechend   t  =       +   -.V^ 


T    —    T 


v^*}^ 


^  =^ 2  V^j  ^^s  /l  =  0  (entsprechend  r  =  +  oo  z,  X  =  0). 

Benutzt   man    noch    den   Satz  T,  III  von  §  12,    so    kann   man 
schließen: 

III.  Durch  die  Funktion  A(t)  wird  das  Kreisbogendreieck  d  der 
T-Mene  auf  das  durch  Fig.  43  dargestellte 
Kreisbogen  zweieck  der  l-Ebene  abgebildet.  Die 
im  Innern  und  auf  dem  ytark  ausgezogenen 
Bande  dieses  Zweiechs  liegenden  Punkte  sind 
also  die  Hauptwerte  l. 

Den  Werten  f  der  imaginären  Achse  ent- 
sprechen, wie  schon  §  77  bemerkt  wurde, 
reelle  Werte  von  A;  diese  Achse  bildet  sich 
also  auf  die  Strecke  |-  •  »0  ab,  was  ja  schon 
aus  Symmetriegründen  einleuchtet. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  Hälften  von  d 
links  und  rechts  der  imaginären  Achse  mit 
7,  T  und  ebenso  die  beiden  ihnen  entsprechen- 
den Gebiete  der  A-Ebene.  Durch  die  in 
§  74  angegebenen  repräsentierenden  Sub- 
stitutionen der  Klassen  II,  III,  IV,  F,  VI  (s.  die  Tabelle  S.  232) 
geht  das  Gebiet  /  der  t- Ebene  über  in  die  Gebiete  //,  ///,  IV, 
V,  VI  der  Fig.  44  a,  die  im  wesentlichen  eine  Wiederholung  von 
Fig.  40  ist,  und  zugleich  (nach  der  letzten  Zeile  der  Tabelle) 
das  Gebiet  /  der  A-Ebene  in  die  Gebiete  //,  ///,  IV,  V,  VI  der 
Fig.  44b.  Genau  so  könnten  wir  die  beiden  Gebiete  F  der  t-  und 
der  A-Ebene  transformieren;  doch  wählen  wir  hier,  um  eine  über- 
sichtlichere Figur  zu  erhalten,  als  Repräsentanten  der  Klassen 

//,  IV,  V,  VI 

statt  der  vorhin  benutzten  die  folgenden  Substitutionen: 

Wir  erhalten  so  die  in  die  Figuren  44  a  und  44b  eingezeich-' 
neten  Gebiete  IF,  IIF,  IV',  F',  FF. 
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Das  Ergebnis  ist: 

Durch  die  Funktion  A(t)  wird  die  längs  der  negativen  reellen 
Achse  —CC'O  und  der  positiven  reellen  Achse  i-  •  •  -f-oo  auf- 
geschnittene X- Ebene  auf  das  Kreisbogenviereck  v  der  Figur  46  ab- 
gebildet; die  Zuordnung  der  Ränder  ist  aus  den  Fig.  45  a,  b  ersichtlichj 
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Y 
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/ir 
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-10  1 

Fig.  44a. 


Fig.  44b. 

die  aus  den  Figuren  44 a,b  durch  Weglassung  von  Zwischenlinien  ent- 
standen sind. 

Einander  entsprechende  Punkte  der  Fig.  45  a  und  b  sind  wieder 
durch  gleiche  Ziffern  bezeichnet. 

Bezüglich  der  Abbildung  der  Ecken  —  1,  0,  +  1  des  Vierecks  v 
(Fig.  45a)  in  die  Punkte  oo,  1,  oo  der  A- Ebene  ist  das  bezüglich 
der  Abbildung  der  unendlich  fernen  Ecke  in  den  Punkt  A  =  0  Ge- 
sagte zu  wiederholen;  wenn  sich  beispielsweise  r  im  Innern  oder 
auf  dem  Eande  von  v  dem  Punkt  1  unbegrenzt  nähert,  wächst  X  (t) 
über  alle  Grenzen. 

17* 
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Unterwirft    man    r    irgendeiner   modulo   2    zur   Identität   kon- 
gruenten Modulsubstitution    {^  ^\ ,    so    geht    das    Viereck    v   in    ein 


-1*1 


J-^i 


Fig.  45  a. 


•-/ 


o^ r (r^  -^ 

3  2  1  ^  6  S  -^ 

Fig.  45  b. 

äquivalentes  Viereck  v  über;  in  Fig.  46  sind  einige  solche  äqui- 
valente Vierecke  eingetragen,  sie  sind  jedesmal  mit  den  Buchstaben 
der    Substitution   versehen,   mittels    deren    sie    aus    v  hervorgingen. 


Nach  §  79,  I  ist  dann  li^ — ^j  =  A(r);   das  Viereck  v   wird  also 

ebenso  wie  w  auf  die  aufgeschlitzte  A- Ebene  abgebildet.  Alle  diese 
Vierecke  sind  Fundamentalbereiche  der  Funktion  l  (t)  (I  B,  §  1 7,  VI), 
Aus  §  78,  IV  schließt  man  mit  Kücksicht  auf  §  74,  II,  daß  die  Ge- 
samtheit dieser  Vierecke  die  obere  r-Halbebene  einfach  und  lücken- 
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los  überdeckt;  ferner  folgt  aus  §  78,  V,  daß  /(t)  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  der  reellen  Achse  einen  und  denselben  Wert  A  unend- 
lich oft  annimmt.  Jeder  Punkt  der  reellen  Achse  ist  somit  ein 
singulärer  Punkt  für  A(t),  diese  Achse  selbst  ist  also  eine  singulare 
Linie,  über  die  hinaus  X(t)  nicht  fortgesetzt  werden  kann. 

§  81.   Die  Umkehrfunktion  t(A).    Der  PiCARDsche  Satz. 

Die  beiden  Kreisbogenvierecke  v  und  {S^)  der  Fig.  46  hängen 
längs  der  Geraden  1  •  •  •  +oo^  zusammen;  die  beiden  ^-Ebenen  U^ 
und  jE^2>  deren  Bilder  diese  Vierecke  sind,  sind  also  so  aneinander 
zu  heften,  daß  der  untere  Eand  des  Schnittes  —  oo---0  von  J^^ 
mit  dem  oberen  Rand  des  gleichen  Schnittes  von  £J^  zur  Deckung 
kommt.  Geht  man  so  weiter,  d.  h.  nimmt  man  zu  v  und  [S^)  nach- 
einander alle  die  obere  Halbebene  bedeckenden  Vierecke  hinzu  und 
heftet  man  jedesmal  an  die  schon  erhaltenen  und  in  Verbindung 
gebrachten  A-Ebenen  eine  weitere  dem  neu  hinzugekommenen  Vier- 
eck entsprechende  Ebene  an,  so  erhält  man  eine  unendlich  viel- 
blättrige RiEMANNSche  Fläche,  die  durch  die  Funktion  A(t)  ein- 
deutig umkehrbar  auf  die  obere  r-Halbebene  abgebildet  wird.  Auf 
dieser  Riemann  sehen  Fläche  ist  die  Umkehrfunktion  t(K)  von  X{t) 
eindeutig.  Da  die  verschiedenen  Blätter  der  Riemann  sehen  Fläche 
längs  der  Ubergangslinien  —  oo  •  •  •  0  und  1  •  •  •  oo  aneinandergeheftet 
sind,  sind  die  Endpunkte  0,  1,  oo  dieser  Ubergangslinien  Windungs- 
punkte der  Fläche  und  zwar  solche  unendlich  hoher  Ordnung;  man 
beachte,  wie  die  Winkel  Null  in  den  Ecken  von  v  sich  in  Winkel 
teils  gleich  %,  teils  gleich  2%  an  den  Windungspunkten  abbilden. 
Überall  sonst  ist  die  Funktion  t(1)  ungehindert  auf  ihrer  Fläche 
fortsetzbar.  Zusammenfassend  können  wir  also  mit  Benutzung  der 
schon  festgestellten  Eigenschaften  von  X{t)  folgenden  Satz  aus- 
sprechen: 

I.  1.  J)ie  Funktion  r(A)  besitzt  als  einzige  singulare  Stellen  die 
Verzweigungspunkte  unendlich  hoher  Ordnung  ^  =  0,  1,  oo;  2.  t(A) 
nimmt  nur  Werte  an,  deren  reeller  Teil  positiv  ist  und  zwar  jeden 
solcher  Werte  gerade  einmal.  3.  Aus  einem  Werte  r  von  t{X)  erhält 
man  die  unendlich  vielen  zu  dem  nämlichen  A  in  den  andern  Blättern 
der   Fläche  gehörigen   durch   die   modulo    2   zur   Identität    kongruenten 

S^ibstitutionen    f-  ---—■ 

Die  in  Satz  I  angegebenen  Eigenschaften  1  und  2  der  Funk- 
tion T  (A)  benutzt  man  beim  Beweise  eines  merkwürdigen  Satzes  der 
allgemeinen    Funfoionentheorie,    des  Picaed  sehen  Satzes.     Wiewohl 
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dieser  Satz  mit  elliptischen  Funktionen  weiter  nichts  zu  tun  hat, 
wollen  wir  ihn  hier  beweisen,  da  dies  in  wenigen  Zeilen  möglich 
ist.  In  I B,  §  44,  X  wurde  der  Satz  bewiesen,  daß  jede  ganze 
transzendente  Funktion  G{z)  einen  beliebig  gegebenen  Wert  a  ent- 
weder annimmt  oder  zum  mindesten  ihm  beliebig  nahe  kommt;  der 
PiCARDsche  Satz  behauptet  viel  genauer:  Die  Funktion  G{z)  nimmt 
jeden  endlichen   Wert  an  mit  Ausnahme  höchstens  eines  einzigen. 

Beweis:  Angenommen,  es  gäbe  zwei  verschiedene  Werte  a.  b, 
die  G  (z)  nicht  annimmt ,  so  ist  G^  {z)  =  —^ — ~  eine  ganze  tran- 
szendente Funktion,  die  niemals  -die  Werte  0  und  1  annimmt.  Dann 
betrachte  man  die  Funktion  von  z,  die  man  erhält,  wenn  man  in 
r  (A)  ?^  durch  G^  [z)  ersetzt ;  es  sei  etwa  z  =  Zq  irgendein  2;- Wert, 
^1  (-^o)  =  ^0  ^^^  ^0  6iner  der  (nach  Satz  I,  3  vorhandenen)  unendlich 
vielen  Werte  t(Iq).  Das  Funktionselement  von  r((?^(2:)),  das  für 
z=Zq  gleich  Tq  wird,  läßt  sich  nun  über  die  ganze  ^r-Ebene  fortsetzen; 
da  nämlich  nach  Voraussetzung  G^  (z)  nie  gleich  0  oder  1  wird,  hat 
t(ö^j(2:))  im  Endlichen  keine  singulare  Stelle,  ist  also  eine  ganze 
Funktion.  Andrerseits  aber  nimmt  die  Funktion  r  (^G^  (2;))  nach 
Satz  I  nur  Werte  mit  positivem  Imaginärteil  an;  das  steht  aber  in 
Widerspruch  mit  dem  soeben  angeführten  Satze  I  B,  §  44,  X.  Unsere 
Voraussetzung,  daß  G{z)  die  beiden  Werte  a,  b  nie  annehme,  ist 
also  unmöglich. 

§  82.   Die  Konvergenz  der  Potenzreihen  für  e^^^(^^  und  ^  *   . 

Zur  Benutzung  in  einem  späteren  Abschnitt  (s.  §110)  schalten 
wir  hier  eine  Konvergenzuntersuchung  der  in  §  54  (4),  (7)  abge- 
leiteten Reihen 


\\  g7tir{l) 


.-Tir(A) 


Ä+  KÄr  +  S4(A)V  992(1)  V... 

2)  rP=f(l  +  2.A  +  15. (1)^150(1)%....) 

ein,    wozu    wir    die    bewiesenen    Eigenschaften    der    Funktion   t{X] 
(§  81,  I)  benutzen. 

Wenn  die  Funktion  0{z)  im  Endlichen  überall  regulär  ist, 
m.  a.  W.  wenn  G  [z)  eine  ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funk- 
tion ist,  so  besitzt  die  Funktion  ([)  {l)  =  G  (r  (X))  keine  anderen 
singulären  Stellen  als  die  von  t{1)  (I,  B  §  39,  X),  also  0,  1,  00.  Ist 
insbesondere  G^(z)  =  e-^^"S   so   ist   auch   die  Stelle' A  =  0   für    einen 
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Zweig  der  Funktion  ^^*^W  keine  singulare  (weil  nämlich  t(X) 
sich  an  dieser  Stelle  ^  =  0  verhält  wie  — rlogA);  diese  Regularität 

an  einer  Stelle  A  =  0  folgt  ohne  weiteres  aus  der  Reihe  (1). 

Nach  I  B,  §  40  konvergiert  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  (1)  innerhalb  jedes  Kreises  um  den  Punkt  X  =  0,  in  welchem 
sich  g^"W  regulär  verhält,  also  nach  dem  über  die  singulären  Stellen 
der  Funktionen  G  (t  (Xj)  Bemerkten  sicher  in  einem  Kreis  mit  dem 
Radius  1;  der  Konvergenzkreis  kann  aber  auch  nicht  größer  sein, 
sonst  müßte  er  nämlich,  da  im  Endlichen  weiter  keine  singulare 
Stelle  vorhanden  ist,  unendlich  groß  'sein;  es  wäre  also  e'^^^W  eine 
ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funktion.  Da  aber  t(A)  nach 
Satz  I  des  §  81  nur  Werte  mit  positivem  Imaginärteil  annimmt, 
wäre  stets  |e^»^W|  <  1,  was  dem  Satze  widerspricht,  daß  jede  ganze 
Funktion  auch  beliebig  große  Werte  annimmt  (I  B,  §  44). 

Wir  konnten  in  §  54  bloß  schließen,  daß  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  von  (1)  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  1  =  0 
konvergiert;  darüber  hinausgehend  fanden  wir  jetzt: 

Die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  konvergiert  für  |  A  |  <  i 
und  divergiert  für  |  A  |  >  i. 

Wir  müssen  für  eine  spätere  Anwendung  noch  das  Verhalten 
der  Reihe  für  A  -=  1  untersuchen.  Daß  die  Koeffizienten  der  Reihe 
sämtlich  positiv  sind,  haben  wir  schon  §  54  festgestellt.  Wenn  also 
"k  die  reellen  und  positiven  Werte  zwischen  Null  und  1  durchläuft, 
ist  e^^'^W  ebenfalls  positiv.  t(A)  muß  also  dann  von  der  Form 
i7c-\-  2  k  sein,  wo  tc  eine  positive  Zahl  und  k  eine  ganze  Zahl  ist. 
Auf  k  kommt  es  wegen  der  Periodizität  der  Exponentialfunktion 
nicht  an;  wir  können  ä  =  0  setzen  und  uns  vorstellen,  daß  wir  es 
mit  dem  Zweig  der  Funktion  r(A)  zu  tun  haben,  der  positive  ima- 
ginäre Werte  annimmt,  wenn  A  die  positiven  Werte  zwischen  Null 
und  1  durchläuft.  Das  ist  gerade  der  Zweig,  der  die  beiden  Fi- 
guren 45  aufeinander  abbildet,  und  die  dort  durchgeführte  Unter- 
suchung zeigt  uns,  daß  r  gerade  die  positive  imaginäre  Achse  von 
+  00  2  bis  0  durchläuft,  wenn  A  von  A  =  0  bis  A  =  1  wächst. 

Da  somit  t  =  0  und  A  =  1  einander  entsprechende  Werte  sind, 
folgt  zunächst  . 

3)  i=lim(l+8{A)V84(Af  +  992(A)V---), 

falls  bei  dem  Grenzübergang  A  reelle '  Werte  <  1  annimmt. 
Würde  nun  die  Reihe  mit  positiven  Koeffizienten  auf  der  rechten 
Seite  von  (1)    divergieren,    so    würde    für   positive  A,,  die   <  1  sind. 
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aber  sehr  nahe  an  1  liegen,  ihr  Grenzwert  beliebig  groß  im  Wider- 
spruch mit  (3).     Wir  können  also  weiter  schließen: 

Die  Reihe   auf  der   rechten  Seite  von  (1)   konvertiert  für  A,  =  1. 

Hätten  wir    an  Stelle   der  Funktion    G{z)  =  e""^'    die  Funktion 

G(z)  =  e^  betrachtet,  so  wäre  an  Stelle  von  (1)  die  Reihe  (2) 
getreten. 

Die  soeben  angewendeten  Schlüsse  können  wir  genau  so  auch 
auf  diese  Eeihe  anwenden  und  finden: 

Die  Reihe 

i-  ;.v.  +  2  (i  ;.V.)5  +  1 5  (^  ;;/.)9  +  150  (i-  A^'f  ^  +  .  .  _  ^-  4 

konvergiert  für  \l\  <C  1,  divergiert  für  U  |  >  7.  Für  Vi*  =  1  kon- 
vergiert die  Reihe  und  hat  den  Grenzwert  1. 

§  83.   Die  Funktion  J{t). 

Da  irgendeine  Modulsubstitution,  ausgeübt  auf  die  sechs 
Funktionen 

'^^'^''    T(^'     l-^l^^    r_T(^)'     HrY^V     'H7r  ' 
diese  bloß  untereinander  vertauscht,  wird  jede  Funktion,  die  rational 
und    symmetrisch   von   diesen    sechs  Funktionen  abhängt,  bei  allen 
Modulsubstitutionen  ungeändert   bleiben.     Eine    derartige  Funktion 
haben  wir  schon  §  40  gebildet,  nämlich: 


^  \  1       rcL  s    I     a  8    I     a.  81 


1        W   +   V  +   ^4 


(§53(12)). 


~    54  ^/' 

I.  Diese  Funktion  J[t)  ist  also  eine  automorphe  Funktion,  die  un- 
qeändert  bleibt  hei  allen  Substitutionen  der  Modulgruppe. 

Daß  jeder  Schar  einander  ähnlicher  Periodengitter,  d.  h.  also 
jedem  Punkte  f  von  d  eindeutig  ein  endlicher  Wert  von  /zugeordnet 
ist,  und  umgekehrt,  haben  wir  schon  in  §  40  festgestellt.  Nachdem  wir 
der  unendlich  fernen  Ecke  von  d  den  Wert  A  =  0  haben  entsprechen 
lassen,  ordnen  wir  auf  Grund  von  (1)  diesem  Punkte  auch  den  Wert 
.A=oo  zu.  Danach  können  wir  jetzt  schon  schließen,  daß  durch 
die  Funktion  J{t)  das  Kreisbogendreieck  d  auf  die  ganze  /-Ebene 
abgebildet  wird,  und  daß  dem  Rande  von  d  ein  Einschnitt  dieser 
Ebene  entsprechen  muß.  Um  aber  diese  Abbildung  genauer  zu 
untersuchen,  überlegen  wir  uns,  in  welche  Punkte  der  /-Ebene,  sich 
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der  Rand  von  d  abbildet.  Da  dieser  Rand  durcb  die  Funktion  A(t) 
in  den  Rand  des  Kreisbogenzwei ecks  (/,  /')  der  Fig.  44b  abgebildet 
wird,  können  wir  auch  so  fragen: 

In  welche  Linien  der  /-Ebene  bildet  sich  durch  •/=  _    ^ 

der  Rand  des  Zweiecks  {I,  F)  (Fig.  44b)  der  ^-Ebene  ab? 

Diese  Frage  haben  wir  schon  I  B,  §  22,  beantwortet:  Da  näm- 
lich die  Werte  l  =  ^^^^    der    Begrenzung    dieses    Zweiecks    aus 

63  —  ey 

gleichschenkeligen  Dreiecken  e^  e^  e^  gewonnen  werden  (§  77),  sind 
die  sechs  Werte  l,  .  ,  1  —  l,  - — z~ ,  — — -  ,  — y  paarweise  kon- 
jugiert  komplex,  J  ist  also  dann  reell;  und  zwar  läuft  /,  wenn  l 
den  stark  ausgezogenen  Rand  des  Zweiecks  beschreibt,  von  J  ==  1 
(entsprechend  A  =  ^)  über  /=0  (^=y  — ¥  ^1  ^^^^  J  —00  (A  =  0). 

Beschreibt  dann  l  weiter  den  schwach  ausgezogenen  Rand  des 
Zvveiecks,  so  kehrt  J  von  00  über  0  nach  1  zurück.  Daraus  folgt 
mit  Berufung  auf  §  79  III: 

IL  Burch  die  Funktion  J  (t)  ivird  das  Kreisbogendreieck  d  (Fig.  38 
S.  240)  auf  die  längs  der  reellen  Achse  co  •  •  •  0  •  -  1  aufgeschlitzte  J-Fhene 
abgebildet.  J{t)  nimmt  in  d  und  in  allen  äquivalenten  Dreiecken  jeden 
Ifert  gerade  einmal  an  (den  Wert  00  nach  der  vorhin  getroffenen 
Festsetzung  in  der  unendlich  fernen  Ecke  von  d  und  den  ihr  äqui- 
valenten rationalen  Punkten  der  reellen  Achse).  Bas  Dreieck  d  ist 
somit  ein  Fündamentalbereich  der  Funktion  J{t). 

Genau  wie  bei  X(r)  schließt  man  weiter: 

L    Die  reelle  Achse  ist  natürliche   Grenze  der  Funktion  /(t). 

2.  Die  Umkehrfunktion  r  (•/)  ist  überall  regiäär,  außer  für  J=  0, 
1,  Gc,  wo  sie  Ferzweigungspunkte  besitzt,  sie  nimmt  nur  fVerte  an, 
deren  Imaginärteil  positiv  ist. 

3.  Sämtliche  zu  einem  Werte  J  gehörigen  Werte  r  der  unendlich 
vieldeutigen  Funktion  t{J),  erhält  man  aus  einem  von  ihnen  durch  die 

^    y   . 

Man  vergleiche  die  funktionentheoretischen  Eigenschaften  der 
Funktionen  J[t)  und  pu\  beides  sind  automorphe  Funktionen;  die 
Substitutionen,  die  J[t)  ungeändert  lassen,  können  aus  S  und  1 
erzeugt  werden,  diejenigen,  die  pu  ungeändert  lassen,  aus  u!^u-\-2(ü^ 
und  u  =-  u  -\-  2(x)^\  dem  Periodenparallelogramm  P  entspricht  das 
Dreieck  d,  der  ganzen  w-Ebene  die  obere  r-Halbebene.  Neben 
diesen  Ähnlichkeiten  heben  wir  einen  großen  Unterschied  hervor: 
J[T)  nimmt  in  d  jeden  Wert  einmal   an,    während   es  eine  doppelt- 


Modulsubstitutionen    (     ^ 
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periodische  Fuüktion,  die  im  Periodenparallelogramm  P  jeden  "Wert 
einmal  annimmt,  nicht  gibt.  Das  hängt,  wie  wir  gesehen  haben, 
damit  zusammenj  daß  P,  weiin  man  die  äquivalenten  Eandteile  an- 
einander heftet,  den  Zusammenhang  einer  Ringüäche  annimmt, 
während  d  nach  Verbindung  der  linken  und  rechten  Randhälfte 
miteinander  den  Zusammenhang  einer  Kugel  erhält. 

§  84.    Rationale  Funktionen  von  /(t). 

Jede  rationale  Funktion  von  /(t)  ist  ebenfalls  eine  eindeutige 
automorphe  Funktion  von  r  mit  folgenden  Eigenschaften : 

1.  Sie  bleibt  ungeändert  bei  jeder  Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Fundamental- 
bereichs d  überall  bis  auf  Pole  regulär,  abgesehen  von  der  unendlich 
fernen  Ecke. 

3.  Wenn  r  sich  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  des  Funda- 
mentalbereichs d  der  unendlich  fernen  Ecke  unbegrenzt  nähert, 
konvergiert  sie  entweder  gleichmäßig  gegen  einen  G-renzwert  oder 
sie  strebt  gleichmäßig  dem  Werte  oo  zu. 

4.  Sie  nimmt  jeden  Wert  im  Fundamentalbereich  d  von  /(t) 
ebenso  oft  an  wie  jeden  anderen,  sofern  man  unter  der  Aussage: 
eine  Funktion  /*(t)  nimmt  einen  bestimmten  Wert  a  in  der  unendlich 
fernen  Ecke  des  Bereichs  ä  mal  an,  versteht:  lim  (/(r)  —  «)  (/(t))  ^ 
ist  endlich  und  von  Null  verschieden,  falls  r  in  d  jener  Ecke  zustrebt 

Von  diesem  Satze  gilt  nun  folgende  Umkehr ang: 
I.     Jede   eindeutige   anal  (/tische  Funktion  fix)  von  r,    welche    die 
Eigenschaften  (/)  bis  [8]  hat,  ist  eine  rationale  Funktion  von  r  und  hat 
folglich  auch  die  Eigenschaft  [4). 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Abbildung  des  Fundamental- 
bereichs d  auf  die  «7- Ebene;  diese  erscheint  längs  der  Stücke 
00  ...  0 ...  1  der  rechten  Achse  aufgeschnitten.  Eine  Funktion  /"(r), 
welche  die  Eigenschaft  (2)  hat,  geht  dabei  über  in  eine  Funktion  von 
/*(t  («/)),  die  wegen  §  83,  II,  2  in  der  ganzen  aufgeschnittenen  Ebene, 
mit  Ausnahme  der  Punkte  0,  1,  oo  bis  auf  Pole  regulär  ist.  Hat 
die  Funktion  /"(r)  auch  die  Eigenschaft  (1),  so  hat  /'(r(s/))  in  einander 
gegenüberliegenden  Punkten  auf  beiden  Seiten  des  Schnittes  je  den- 
selben Wert;  der  Schnitt  kann  also  getilgt  werden  und  /'(r(/)) 
zeigt  sich  als  eindeutige  Funktion  von  J  (vgl.  I  B,  §  67,  I).  Hat 
endlich  /(t)  auch  die  Eigenschaft  (3),  so  folgt  aus  I  B,  §  48,  daß 
f{T(J))  auch  in  jedem  der  Punkte  0,  1,  oo  entweder  regulär  ist 
oder  einen  Pol  hat.  Dann  ist  /'(r(/))  aber  nach  I  B,  §  44,  VI  eine 
rationale  Funktion  von  «7,  w.  z.  b.  w. 
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Mit  genau  den  nämlichen  Überlegungen  beweist  man: 
IL     Eine  Funktion  /"(t)  ist  eine  rationale  Funktion  von  ^(t),  wenn 
sie  folgende  drei  Eigenschaften  besitzt: 

1.  Sie  bleibt  ungeändert  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Fundamental- 
bereichs V  (s.  Fig.  46)  überall  bis  auf  Pole  regulär,  abgesehen  von 
den  Ecken. 

3.  Wenn  t  sich  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  des  Funda- 
mentalbereichs einer  seiner  Ecken  unbegrenzt  nähert,  konvergiert 
sie  entweder  gleichmäßig  gegen  einen  Grenzwert  oder  sie  strebt 
gleichmäßig  dem  Werte  oo  zu. 


VIERZEHNTER  ABSCHNITT. 
Allgemeines  über  Modulfunktionen.    Die  Funktionen 

J(nT),  l{nv). 

§  85.    Untergruppen  der  Modulgruppe  und  zugehörige  automorphe 

Funktionen. 

Wir  greifen  nunmehr  bezüglich  der  Modulsubstitutionen  eine 
Aufgabe  an,  deren  entsprechende  bei  den  elliptischen  Funktionen 
wir  erst  im  nächsten  Abschnitt  betrachten  werden:  Wir  denken  uns 
eine  Funktion  /"(t),  die  von  den  eingangs  des  vorigen  Paragraphen 
mit  1.,  2.,  3.  bezeichneten  Eigenschaften  2.  und  3.  besitzt,  an  Stelle 
von  1.  jedoch  die  folgende  allgemeinere: 

1.*  Unter  den  aus  /"(r)  durch  alle  möglichen  Modulsubstitutionen 

entstehenden  Funktionen  fi-^—r-ß~)  S^^^  ®^  ^^^  ®^^®  endliche  An- 
zahl fjL  —  1  (^  0)  von  f(T)  verschiedene. 

I.  Alle  Funktionen,  welche  die  Eigenschaften  1.*,  2.,  3.  be sitzen, 
.nennen  wir  „  Modul funktionen". 

Der  Fall  ^—1  =  0  ist  schon  erledigt;  die  Modulfunktion  f{T) 
ist  dann  nach  §  84, 1  eine  rationale  Funktion  von  /(r).  Wir  setzen 
also  im  folgenden  /x  >  1  voraus;  mit  f^ir),  /mW-'/'^jW  bezeichnen 
wir  die  /^  —  1  aus  f{T)  durch  Modulsubstitutionen  sich  ergebenden 
Funktionen  und  schreiben    der  Gleichförmigkeit   halber   auch   /^(t) 
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für  f[T).  Ein  Beispiel  einer  Modulfunktion  mit  ^  =  %  besitzen  wir 
schon  in  1{t)\  man  vergegenwärtige  sich  stets  dieses  ausführlich 
behandelte  und  in  vieler  Hinsicht  typische  Beispiel  bei  den  folgenden 
allgemeinen  Überlegungen. 

II.  Die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen,  die  /'(t)  wieder  in 
f(T)  Überführen,  bildet  eine  Gruppe. 

Denn,  wenn  die  Substitutionen  W^,  Wj.  /'(r)  nicht  ändern,  so 
führt  auch  die  Substitution  Wj.  W.  /(r)  in  sich  über,  ist  also  auch 
eine  Substitution  jener  Gesamtheit.  Unter  den  Substitutionen  dieser 
Gruppe,  die  eine  Untergruppe  der  Modulgruppe  F  ist  und  im 
folgenden  mit  i^'  bezeichnet  wird ,  befindet  sich  jedenfalls  die  identische 
Substitution  1.     Mit 

1)  W\  =  l,   W\,   W,,  W\... 

bezeichnen  wir  die  Substitutionen  von  F',  wir  werden  gleich  sehen, 
daß  deren  unendlich  viele  sind.  Für  die  identische  Substitution 
schreiben  wir,  um  Gleichförmigkeit  mit  dem  Folgenden  zu  erzielen 
auch   V^  und  für  die  Zeile  (1): 

2)  r^w\,r,w-,,  r,w,... 

Mit  Tjj  bezeichnen  wir  irgendeine  Substitution,  die  /;  (r)  in /'^^  (r) 
überführt;  dann  führt  jede  Substitution  der  folgenden  Zeile  /, (r)  in 
/„(t)  über: 
.S\  V  W     V  W     V  w 

aber  andererseits  führt  auch  keine  von  diesen  verschiedene  Sub- 
stitution /"(r)  in  /*j(t)  über;  denn  ist 

4)  /;(F(r))==/;,(r), 

so  folgt  aus  (4): 

5)  /;(^,rM''w])-^/;,(^„-'{r)); 

da  aber  die  Substitution  T^  die  Funktion  f^  in  /J^  überführt,  wird 
durch  die  inverse  Substitution  V^~^  diese  Überführung  wieder  rück- 
gängig gemacht: 

6)  /;(F„-iF(T))=./;(r); 

F„"i  V  muß  also  eine  der  Substitutionen   W^  der  Zeile  (1)  sein: 

oder,  indem  man  links  mit   f\^  multipliziert: 

w.  z.  b.  w. 

Ebenso  können  wir  mit  T^  irgendeine  Substitution  bezeichnen. 
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die  /"j  in  /"^  überführt  (Z=  3,  ...  ^a)  und  dann  die  sämtlichen  Sub- 
stitutionen, welche  diese  Eigenschaft  haben  in  die  Form  bringen: 

7)  Vj,w,,  Fj^w,,  r^rg... 

Da  jede  Substitution  der  Modulgruppe  /J(t)  entweder  in  /[^{v) 
oder  in  /Jj^  W  •  •  •  oder  in  /"^  (r)  überführt,  sind  auf  diese  Weise  sämt- 
liche Modulsubstitutionen  in  fx  Zeilen  oder  in  ijl  Klassen  geordnet, 
deren  jede  daher  unendlich  viele  Substitutionen  enthält.  Diese  durch 
die  Untergruppe  F'  gelieferte  Einteilung  ist  bis  auf  die  Eeihenfolge 
der  Zeilen  und  die  Reihenfolge  der  Substitutionen  innerhalb  der 
einzelnen  Zeile  durch  F'  allein  vollständig  bestimmt  und  nicht  ab- 
hängig von  der  Auswahl  der  Substitutionen  F,,  F^^,...V^^,  die  in 
jeder  Klasse  willkürlich  gewählt  wurden.  Wir  nennen  F^,  F^^,...F^^ 
wieder  (vgl.  §  74)  „Repräsentanten"  der  einzelnen  Klassen,  fi  heißt 
der  Index  der  Gruppe  F'  in  der  Modulgruppe  F.  Nur  die  Sub- 
stitutionen der  ersten  Klasse  bilden  eine  Gruppe.  Man  beachte  ferner: 

III.      Unterwirft  man  jede  der  fx-Funktionen 

8)  ■ /;w, /■„w,..-/^(t) 

irgendeiner  Modulsubstitutiou  }F,  so  erhält  man  keine  neuen  Funktionen; 
denn  es  ist  /i:(^(T))  =  f  (WF^ir))  also  nach  Voraussetzung  wieder 
eine  der  Funktionen  (8).  Jede  dieser  /x- Funktionen  ist  also  genau 
wie  /*j  (t)  eine  Modulfunktion.  Die  Gruppe  der  Funktion  /^(t)  besteht 
aus  den  Substitutionen 

9)  ^-^^^-"   (kzII::J^ 

denn  F£^  führt  /^  in  f\  über,  fF.  läßt  f  ungeändert  und  F^  macht 
aus  /*  wieder  /*^;  und  umgekehrt:  wenn  die  Substitution  W  /^  un- 
geändert läßt,  so  führt  TFFk  die  Funktion  f^  in  f^  über  und  es 
ist  nach  (2): 

oder 

Die  aus  den  f^  ungeändert  lassenden  Substitutionen  7^  W.  F^~^  be- 
stehende Gruppe  heißt  mit  den  Substitutionen  TF^  gleichberechtigt; 
fv  fiii"'f    heißen  gleichberechtigte  Modulfunktionen. 

Die  sämtlichen  Gruppen  (9)  können  mit  der  Gruppe  (1)  identisch 
sein,  müssen  es  aber  nicht.  Im  ersteren  Falle  nennt  man  (1)  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe;  z.  B.  bilden  sämtliche  mod.  2  zur 
Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  (vgl.  §  74),  allgemeiner 
sämtliche  mod.  n  zur  Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  aus- 
gezeichnete Untergruppen. 
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Satz  III  können  wir  noch  viel  genauer  fassen: 
IV.     Unterwirft  man  die  /x  Funktionen  /]  (t),  /"„  [r)  . . .  f  (r)  irgend- 
einer Modulsubstitution   /f,    so   erhält  man  die  nämlichen  [x- Funktionen ^ 
keine  zweimal  und  also  auch  keine  fehlend,    höchstens   die  Reihenfolge 
ist  geändert. 

Denn  wäre  etwa  sowohl 

als  auch  ^ 

/i„(^w)=/;vW.  • 

so  wäre 

/;.(v^w)  =  /;.(vMr)) 

und 

/;„(Vr(r))=/;(T); 

durch  Umkehrung  dieser  Gleichungen  fände  man 

und 

d.  h.  es  wären  die  beiden  Funktionen  f\^[T)  und  /^„(t)  miteinander 
identisch  im  Widerspruch  mit  der  gemachten  Voraussetzung,  daß 
/j,  /jp  /*,„,  ...f    verschiedene  Funktionen  seien. 

§  86.    Fundamentalbereiche  für  Untergruppen  der  Modulgruppe. 

Den  analytischen  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  stellen 
wir  nun  auch  entsprechende  geometrische  Darstellungen  zur  Seite. 
Um  uns  bequem  ausdrücken  zu  können,  definieren  wir  zunächst: 

I.  Geht  ein  Punkt  x  durch  eine  Substitution  der  in  der  Modul- 
grvppe  F  enthaltenen  F'  in  einen  anderen  t  üher^  so  heißen  z  und  x 
^jäquivalent  in  bezug  auf  JT'"  oder,  wo  kein  Mißverständnis  möglich 
ist,  einfach:  „relativ  äquivalent". 

In  demselben  Sinne  spricht  man  auch  von  zwei  in  bezug  auf 
F'  äquivalenten  Dreiecken  der  Modulteilung. 

Wir  wählen  nun  das  Dreieck  d  der  Modulteilung  (Fig.  38,  S.  240) 
als  Ausgangs'bereich  1  und  bezeichnen  jedes  andere  mit  dem  Zeichen 
derjenigen  Modulsubstitution,  durch  die  es  aus  dem  ersten  hervor- 
geht. An  das  Dreieck  1  stoßen  drei  weitere  Dreiecke  an;  diese 
sind  jedenfalls  nicht  alle  drei  zu  1  in  bezug  auf  F^  äquivalent. 
Denn   sonst   würde  F'    die   Substitutionen  S  und  T  enthalten   und 
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folglich  nach  §  72  mit  F  identisch  sein.  Sei  V^  eines  von  ihnen, 
das  zu  1  nicht  relativ  äquivalent  ist;  wir  fügen  es  zu  1  hinzu. 
Das  von  1  und  V^  gebildete  Polygon  ist  von  einem  Kranze  weiterer 
Dreiecke  umgeben;  sind  unter  diesen  noch  eines  oder  mehrere  vor- 
handen, die  weder  mit  1,  noch  mit  V^  relativ  äquivalent  sind,  so 
bezeichnen  wir  eines  von  ihnen  mit  Vc^  und  fügen  es  dem  von  1 
und  Fj  gebildeten  Polygon  hinzu.  So  fahren  wir  fort,  indem  wir, 
solange  es  möglich  ist,  dem  gerade  erreichten  Polygon  aus  dem  es 
umgebenden  Kranze  von  Dreiecken  jedesmal  ein  solches  weiteres 
anhängen,  das  mit  keinem  der  bereits  in  das  Polygon  aufgenommenen 
Dreiecke  relativ  äquivalent  ist. 

Ist  nun,  wie  in  §  85,  die  Untergruppe  F'  vom  Index  fi, 
dann  muß  das  eben  geschilderte  Verfahren  nach  einer  endlichen 
Anzahl  /i^  —  /^  ^^^  Schritten  zum  Abschluß  kommen;  denn  irgendein 
Dreieck  ist  in  bezug  auf  F'  einem  der  /x- Dreiecke  f\,  T^,  ...  V^ 
äquivalent.  Man  habe  also  ein  aus  ^tt^-Dreiecken  bestehendes  Polygon 
von  der  Beschaffenheit  erhalten,  daß  jedes  an  dieses  Polygon  an- 
stoßende Dreieck  B^  mit  einem  Dreieck  B^  des  Polygons  relativ 
äquivalent  ist.  Dann  muß  i>.  am  Rande  des  Polygons  anliegen. 
Denn  eines  der  zu  D^  benachbarten  Dreiecke  D!  gehört  dem  Polygon 
an  und  ist  mit  einem  zu  i>.  benachbarten  Dreiecke  B^  relativ 
äquivalent.  Dieses  letztere  kann  dem  Polygon  nicht  angehöret, 
weil  ihm  i>/  angehört;  also  liegt  B^  zu  einem  dem  Polygon  nicht 
angehörenden  Dreieck,  nämlich  B^^  benachbart,  mit  anderen  Worten, 
es  liegt  am  Rande  des  Polygons.  Dabei  ist  die  gemeinsame  Seite 
von  B^  und  B!  relativ  äquivalent  zu  der  gemeinsamen  Seite  von 
B^  und  Z)^',  d.  h.  die  Randkurven  unseres  Polygons  sind  einander 
paarweise  relativ  äquivalent.  Wie  in  früheren  Fällen  rechnen  wir 
von  zwei  solchen  Randkurven  immer  nur  die  eine  mit  zu  dem 
Polygon. 

II.  Treffen  ivir  diese  Festsetzung ^  so  sind  in  dem  Folygon  keine 
zwei  zueinander  in  bezug  auf  F'  äquivalente  Funkte  enthalten. 

Denn  zwei  solche  Punkte  würden  einander  auch  in  bezug  auf 
F  äquivalent  sein,  also  einander  entsprechende  Stellen  zweier  Drei- 
ecke sein.  Dann  würde  die  Modulsubstitution,  die  einen  dieser  Punkte 
in  den  anderen  überführt,  gleichzeitig  das  eine  dieser  Dreiecke  ganz 
in  das  andere  überführen  und  folglich  der  Untergruppe  F'  angehören, 
gegen  die  Voraussetzung. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

in.  Bas  Polygon  enthält  zu  jedem  Punkte  r  der  positiven  Halb- 
ebene  einen  in  bezug  auf  F'  äquivalenten. 
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Zum  Beweis  verbinden  wir,  was  stets  möglich  ist,  den  Punkt  r 
mit  irgendeinem  Punkte  t^  im  Innern  des  Polygons  durch  einen 
Weg,  der  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Dreiecken  der  Modulteilung 
durchsetzt.  Durchlaufen  wir  diesen  Weg  von  r^  aus,  so  gelangen 
wir  bei  Überschreitung  des  Polygonrandes  in  ein  Dreieck  D  ,  das 
nach  Konstruktion  mit  einem  Dreieck  J9.  des  Polygons  relativ  äqui- 
valent ist.  Wir  können  also  zu  dem  nun  folgenden  Teil  unseres 
Weges  einen  relativ  äquivalenten  Weg  ausfindig  machen,  dessen 
Anfang  innerhalb  J)^  verläuft.  Indem  wir  ihn  verfolgen,  gelangen 
wir  entweder  zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  t 
relativ  äquivalenten  Punkt,  oder  wieder  an  den  Eand  des  Polygons 
und  über  ihn  hinüber  in  ein  Dreieck  B^.  Auch  dieses  ist  mit  einem 
Dreieck  D!  des  Polygons  relativ  äquivalent;  wir  können  wieder  zu 
dem  nun  folgenden  Teil  des  Weges  einen  relativ  äquivalenten  Weg 
angeben,  der  zunächst  innerhalb  B!  verläuft  usw.  Schließlich  müssen 
wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  einem  innerhalb 
des  Polygons  gelegenen,  mit  t  relativ  äquivalenten  Punkt  kommen. 
Denn  da  der  ursprüngliche  Weg  von  r^  nach  r  nur  eine  endliche 
Anzahl  Dreiecke  durchsetzte,  muß  dasselbe  mit  jedem  zu  ihm  relativ 
äquivalenten  Weg  der  Fall  sein. 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen;  insbesondere  folgt,  daß  die  oben 
mit  fi^  bezeichnete  Zahl  der  Doppeldreiecke  des  Polygons  nicht 
<  jit,  sondern   =  ,a  ist. 

Seiner  Entstehung  aus  der  Modulteilung  zufolge  überdeckt  das 
Polygon  keinen  Teil  der  Ebene  mehrfach.  Man  kann  es  auch  stets 
als  einfach  zusammenhängend  ansehen;  denn  wenn  etwa  ein  neu 
hinzukommendes  Dreieck  mit  zweien  seiner  Ränder  an  das  vorher 
schon  gebildete  Polygon  anstoßen  sollte,  so  brauchte  man  es  doch  nur 
längs  einer  dieser  Seiten  mit  jenem  zu  vereinigen,  während  man 
längs  der  anderen  keinen  Zusammenhang  annehmen  würde,  falls 
durch  ihn  ein  mehrfach  zusammenhängendes  Polygon  entstünde. 

Man  nennt  ein  nach  den  Vorschriften  dieses  Paragraphen  kon- 
struiertes Polygon  einen  Fundamentalbereich  der  Untergruppe  F'. 
Unter  erlaubter  Abänderung  desselben  versteht  man  die  Ersetzung 
eines  oder  mehrerer  seiner  Dreiecke  durch  relativ  äquivalente. 

Es  braucht  natürlich  nicht  Funktionen  zu  geben,  die  in  diesem 
Fundamentalbereich  jeden  Wert  gerade  einmal  annehmen,  wie  dies 
bei  J{t)  und  A(t)  der  Fall  war.  Ob  es  derartige  Funktionen  gibt, 
wird  wesentlich  davon  abhängen,  von  welchem  Zusammenhange  die 
Fläche  ist,  die  man  erhält,  wenn  man  die  nach  dem  zuvor  Bemerkten 
paarweise  äquivalenten  Ränder  des  Bereichs  aneinander  heftet. 
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§  87.    Die   algebraischen  Gleichungen   zwischen  Modulfunktionen. 

Ans  dem  Satze  §  85,  IV  in  Verbindung  mit  §  84,  I  folgt: 
I.     Jede     rationale     symmetrische    Funktion     der     ^    Funktionen 
fi[r)-  •  •  / ^  (t)  ist  eine  rationale  Funktion  von  J{t). 
Die  Gleichung 

(x  -  /;  (r))  {x  -  /;,  (r))  •  ■  •  (x  -  /;  (r))  =  0 
wird    von  jeder    der   Funktionen   /^(t)   (X=1,  2  ■  ■  -  fj)    befriedigt; 
multipliziert  man  aus  und  beachtet  man  Satz  I,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  F{x)  =  0,   in  der  die   Koeffizienten    der  Potenzen   von  x 
rationale  Punktionen  von  /(r)  sind.     D.  h. 

IL  Jede  Modulfunktion  hängt  algebraisch  von  J{t)  ab;  fx  gleich- 
berechtigte Modulfunktionen  genügen  der  nämlichen  algebraischen 
Gleichung  f(x,  J )  —  0,  die  in  x  vom  i^}^^  Grade  ist  und  in  der  die 
Koeffizienten  von  x^^  x^  •  •  >  xf^  rationale  oder  (nach  Multiplikation  mit 
dem  gemeinsamen  Nenner)  ganze  rationale  Funktionen  von  J(t)  sind. 

Umgekehrt  gilt: 

III.  Ist  f{T)  in  der  oberen. Halbebene  eine  eindeutige  Funktion  von 
T  und  besteht  zioischen  /"(t)  und  /(r)  eine  algebraische   Gleichung 

1)      ■  F{f{T),     /(r))^0, 

so  ist  fix)  eine  Modulfunktion. 

unterwirft  man  nämlich  t  der  Modulsubstitution  F(t),  so  geht 
Gleichung.  (1)  über  in 

Der  Gleichung  (1)  genügen  also  auch  die  sämtlichen  Funktionen 
f  (y  (t))  ;  unter  diesen  können  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  unter- 
einander verschiedener  sein,  nämlich  höchstens  so  viele,  als  der 
Grad  der  Gleichung  (1)  in  f{T)  ist.  Somit  besitzt  /'(t)  die  Eigen- 
schaft 1*.  Sie  besitzt  aber  auch  die  Eigenschaften  2  und  3,  da 
die  eindeutige  Funktion  /*(t)  bei  ihrer  algebraischen  Abhängigkeit 
von  /(t)  stets  einem  bestimmten  (endlichen  oder  unendlich  großen) 
Grenzwerte  zustreben  muß,  falls  J{t)  einem  bestimmten  Werte  zustrebt. 

Hat  man  irgend  zwei  verschiedene  Modulfunktionen  x{t)  und 
?/(t)  und  die  algebraischen  Gleichungen  f{x,  J)  =  0,  f^iy,  J)=^, 
denen  sie  nach  Satz  I  genügen,  so  kann  man  zwischen  diesen  Glei- 
chungen J  eliminieren  und  erhält  so  eine  algebraische  Gleichung 
fA^>y)  =  ^'     Also: 

IV.  Zwischen  zwei  Modidfunktionen  fix),  ^//(t)  besteht  stets  eine 
algebraische  Gleichung. 

BuRKHARDT,  Funktionen.   II.    Dritte  Aufl.  18 
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Statt  die  Modulgruppe  selbst,  hätten  wir  unseren  Betrachtungen 
von  vornherein  eine  Untergruppe  derselben  zugrunde  legen  können, 
z.  B.  die  Grruppe  der  modulo  2  zur  Identität  kongruenten  Substitu- 
tionen. In  diesem  Falle  hätten  wir  z.  B.  statt  II  folgenden  Satz 
gefunden: 

V.  Geht  die  Funktion  f{r)  bei  allen  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenter Substitutionen  in  eine  der  Funktionen  fi[T),  fiiiT^))  •  '  •  fy^^) 
über,  so  genügen  diese  v  Funktionen  einer  algebraischen  Gleichung  i^'^" 
Grades,   deren  Koeffizienten  von  A(r)  rational  abhängen. 

Von  einer  algebraischen  Gleichung  sind  wir  ganz  zu  Anfang 
dieses  Buches  ausgegangen,  nämlich  von  der  Gleichung  y^—f4^[x)\ 
wir  fanden,  daß  es  automorphe  (und  zwar  in  diesem  Falle  elliptische) 
Funktionen  x[u)^  y[u)  gibt,  welche  diese  Gleichung  identisch  be- 
friedigen. Darnach  erkannten  wir  (§  30,  V),  daß  es  noch  unendlich 
viele  andere  Gleichungen  gibt,  die  in  gleicher  Weise  durch  elliptische 
Funktionen  befriedigt  werden;  auf  das  allen  diesen  Gleichungen 
Gemeinsame  werden  wir  in  §  116  zu  sprechen  kommen.  Jetzt  end- 
lich sehen  wir,  daß  eine  weitere  große  Klasse  algebraischer  Glei- 
chungen durch  eine  andere  Gattung  automorpher  Funktionen,  näm- 
lich durch  Modulfunktionen  befriedigt  wird.  Mit  der  in  allen  diesen 
Fällen  gelösten  Aufgabe  algebraische  Funktionen  durch  eindeutige 
Hilfsfunktionen  zu  uniformisieren,  haben  wir  unsere  Betrachtungen 
über  elliptische  Funktionen  begonnen;  allgemein  zum  Abschluß  ge- 
bracht wird  diese  Aufgabe  durch  folgenden  Satz,  den  wir  hier 
wenigstens  erwähnen  wollen,  wenn  auch  sein  Beweis  außerhalb  des 
Rahmens  dieses  Buches  fällt: 

Jede  algebraische  Gleichung  f\x,  y)  =  0  kann  durch  geeignete  ein- 
deutige autoworphe  Funktionen  identisch  befriedigt  werden. 

§  88.   Beispiele  von  Modulfunktionen. 

Außer  den  ausführlich  besprochenen  Funktionen  J(t)  und  1{t) 
sind  uns  Modulfunktionen  schon  mehrfach  begegnet.  Eine  solche 
ist  beispielsweise  die  §  44  (12)  eindeutig  definierte  vierte  Wurzel: 

1)  .V^  =  2AV.|l  =  ||||    (§53(14)). 

'Denn  diese  Funktion  hängt  eindeutig  von  t  und  algebraisch 
von  /  ab,  ist  also  nach  §  87,  III  eine  Modulfunktion.  Wir  bedürfen 
einer  genaueren  Untersuchung  dieser  Modulfunktion  nicht,  bemerken 
daher  hier  nur  eines:  Wenn  wir  für  den  Quotienten  t,  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (1)  vorkommt,    den   in  d  gelegenen  Hauptwert  f 
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einsetzen,  erhalten  wir  einen  bestimmten  Wert  yj  und  wir  haben 
uns  zu  fragen,  wie  wir  diesen  Wert  berechnen  können,  wenn  wir 
statt  vom  Periodenparallelogramm  von  der  Fläche  F  ausgehen. 
Die  Berechnung  von  X  selbst  wurde  schon  in  §  80  gelehrt. 

Für  rein  imaginäre  f ,  und  nur  für  solche,  ergab  sich  X  positiv, 
(0  <l^i),  andrerseits  liefert  für  diese  f  Gleichung  (1)  reelle 
Werte  der  vierten  Wurzel.  Danach  hat  man  für  positive  Werte 
X  =  !^  ~  !^  ,    um  in  Übereinstimmung   mit  (1)   zu  bleiben,  ]/!   reell 

(?3   —  ßj 

und  positiv  zu  nehmen;  für  die  übrigen,  das  Gebiet  7,  /'  der 
Figur  44  b  ausfüllenden  Werte  X  ergibt  sich  danach  wegen  der 
Stetigkeit  eindeutig  für  y;i  der  Hauptwert,  dessen  Arcus  zwischen 
-  I  und  y  liegt. 

Genau  so  findet  man: 

Die  durch  §  44  (13)  eindeutig  definierte  vierte  Wurzel 

wird  von  der  Fläche  her  als  Hauptwert  von  1/5 — ^  berechnet; 
da   ?^-^-5  durch  einen  Punkt  des  in  Fig.  44  b  mit  III,  IIF  bezeich- 

^1   ~   ^3 

neten  Gebietes  dargestellt  wird,  liegt  der  Arcus  dieses  Hauptwertes 
zwischen  — ^  und   -tw-  • 

So  wie  \X[t)  nicht  eine  vierdeutige  Funktion  ist,  sondern  in 
vier    eindeutige    zerfällt,    nämlich  in  (1)  und  die  drei  daraus  durch 

2Tc7ii 

Multiplikation  mit  e  ^  (ä;  =-  1,  2,  3)  hervorgehenden,  so  zerfällt  für 
jedes   ganzzahlige  n  ]//l  (t)  in  w  eindeutige  Modulfunktionen.    Denn 

n 

]/A(t)  könnte  in  der  oberen  Halbebene  nur  dort  eine  Verzweigungs- 
stelle besitzen,  ^o  X{t)  eine  NullstelJe  oder  einen  Pol  hat.  X{t)  be- 
sitzt aber  keine  Pole  und  wird  innerhalb  seines  Regularitätsgebietes 
niemals  gleich  Null  (die  Stellen,  wo  A(r)  gegen  Null  konvergiert 
oder  dem  Werte  oo  zustrebt,  liegen  auf  der  Grenze  der  oberen 
Halbebene,    sind   also    singulare  Punkte   von  A(t)).     Da  X{t)   auch 

n 

niemals  gleich  1  wird ,  kann  auch  ]/l  —  X  (rj  keine  Verzweigungs- 
stellen besitzen.  (Man  vergleiche  das  ähnliche  Verhalten  der  Funk- 
tion e==,  die  ebenfalls  weder  Pole  noch  Nullstellen  besitzt,  und  deren 

^te    Wurzel    daher    ebenfalls    in    n    eindeutige    Funktionen   ^    " 
Ä  =  0,  1,  2-..?i-  1)  zerfällt). 

18* 
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Ferner  folgt  aus  §  44  (12),  (13),  (2): 

danach  ist  auch  das  Produkt  R^li-'-^^  eine  Modulfunktion;  das 
gleiche  erkennt  man  auf  Grund  ähnlicher  Überlegungen  von  den 
Produkten  H^h-'l^^  E^h'l^^-. 

Ein  weiteres  Beispiel,  das  auch  in  die  Untersuchungen  des 
nächsten  Abschnittes  hineinspielt,  wollen  wir  ausführlicher  betrach- 
ten und  schicken  zu  diesem  Zweck  im  nächsten  Paragraphen  eine 
geometrische  Betrachtung  über  Gitterteilung  voraus.- 

§  89.   Gitterteiiung. 

Wir  betrachten  die  zwei  Periodengitter 

1)  G,:     2h,n,^-2h,ü, 
und 

2)  6^2  •     2  Äj  «1  +  2  Äg  «3 . 
Zwischen  den  Perioden  mögen  die  Gleichungen 

Q-^  =  a  (o^  -\-  h  (ü^  , 


3) 

bestehen;  «,  Z>,  c,  d  sollen  ganze  Zahlen  und  ihre  Determinante 

4)  ad  —  bc  ==n 

positiv  sein  (vgl.  §  71). 
Es  ist  dann 

1  n      ^        n      ^ 

5)  \ 

_  _^  ß     I     -"  ß 


Wir  nennen,  um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  G^  ein 
nfaches  Übergitter  von  G^,  G^  ein  w'*^  Unter  guter  von  G^  und  (3),  (4) 
eine  Feriodentransformation  n^^  Ordnung. 

Das  charakteristische  Merkmal  ist,  daß  jeder  Netzpunkt  des 
Übergitters  zugleich  Netzpunkt  des  Untergitters  ist.  Das  Perioden - 
Parallelogramm  0,  2  i^^ ,  2  (ßj  +  ßg),  2  ßg  hat  einen  n  mal  so  großen 
Flächeninhalt  wie  das  Parallelogramm  0,  2ö?j,  2{co^+co^,  2  Wg 
(vgl.  §  71). 

Der  Fall  w  =  1,  wo  beide  Gitter  miteinander  identisch  sind,  ist 
schon  ausführlich  besprochen.  Wir  lassen  ihn  daher  im  folgenden 
beiseite. 
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Man  kann  sehr  leicht  zu  einem  gegebenen  Gitter  G^j  ein 
fi,^^^  üntergitter  konstruieren;  man  braucht  nur  durch  Parallele  zu 
zwei  Gegenseiten  das  fundamentale  Periodenparallelogramm  P  von 
G-j^  in  n  untereinander  kongruente  Parallelogramme  zu  zerlegen  und 
eines  davon  als  fundamentales  Periodenparallelogramm  des  ünter- 
gitters  anzusehen.  Umgekehrt  erhält  man  ein  /zfaches  Übergitter, 
indem  man  n  Parallelogramme  eines  gegebenen  Gitters  zu  einem 
neuen  fundamentalen  Parallelogramm  zusammenfaßt. 

I.  Wir  wollen  zeigen,  daß  in  der  angegebenen  Weise  jedes  Unter- 
gitter durch  Teilung  vnd  also  auch  jedes  Übergitter  durch  Zusammen- 
fassung erzeugt  werden  kann. 

Wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  n  —  Uy^n^,  hat  man, 
um  eine  gewünschte  w-Teilung  oder  Zusammenfassung  zu  erhalten, 
das  angegebene  Verfahren  höchstens  zweimal  anzuwenden,  indem 
man  beispielsweise,  um  eine  Teilung  in  n^n^  Unterparallelogramme 
zu  erhalten,  P  zuerst  durch  Parallele  zu  dem  einen  Paar 
Gegenseiten  in  n^  Teile  teilt  und  jeden  dieser  Teile  sodann  durch 
Parallele  zu  dem  andern  Paar  Gegenseiten  in  n^  Unterteile. 

Ist  ö-(^l)  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Zahlen  i  und  d 
in  (3),  (4): 

b  =  b^G ,          d  =  d^a , 

so    bestimme    man    zwei  Zahlen  a^,  c^   durch  Lösen  einer  diophan- 
tischen  Gleichung  derart,  daß 

öj  d^  —  b^c^  —  1 

wird.      Ersetzt    man    dann    die   Halbperioden    ^2^,    Q^    durch    die 
äquivalenten 

n;  =  -  c,  ß,  +  aj  fl,., 

so  geht  (3)  über  in: 

Q^'  =  [a  d^  —  bj  c)  a?j , 

wofür  wir  kürzer  schreiben: 

[     n^'  =  cg«!  +  d^üi^, 
oder   indem    wir    den    größten    gemeinschaftlichen   Teiler   der   drei 
Zahlen  a^,  c^,  d^  mit  a^  (^1)  bezeichnen: 

1       ^3     =  ^1  ^3  «1  +  ^1  ^3  «3  • 
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Statt  Cg  können  wir  hier  auch 

10)  C3'=C3+1/C?3       (1^  =  0,     ±1,     ±2...) 

schreiben,  da  wir  das  Periodenpaar  2a?p  2  Wg  durch  das  äquivalente: 
2  «j,  2  Wg  4-  2 1/  «j  ersetzen  dürfen.  Wir  denken  uns  v  so  gewählt, 
daß  ßg  und  c^'  teilerfremd  sind.  Das  ist  immer  möglich;  denn  ist  <t^ 
der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  Cg  und  d^\ 

^3   =  ^2  ^4  »        ^3  =  ^2  ^4  y 

so  ist  ö-g  mit  ög  teilerfremd,  da  ja  der  größte  gemeinsame  Teiler  g^ 
von  «2,  Cg,  6?2  schon  herausgesetzt  wurde.  In  der  arithmetischen 
Progression  c^-\-vd^  findet  man  aber  unendlich  viele  Zahlen,  die 
zu  ßg  ebenfalls  teilerfremd  sind;  man  braucht  z.  B.  nur  für  v  den 
größten  Teiler  von  a^  einzusetzen,  der  mit  c^  keinen  Primfaktor 
gemeinsam  hat,  also  1,  falls  «g  in  c^  aufgeht  oder  umgekehrt.  (Nach 
einem  berühmten  zahlentheoretischen  Satze  gibt  es  in  der  arith- 
metischen Progression  c^-\-  vd^  sogar  unendlich  viele  Primzahlen.) 
Wir  dürfen  also  voraussetzen,  daß  in  (16)  a^  und  Cg  teilerfremd 
sind,  da  wir  dies  sonst  durch  Ersetzung  von  Cg  durch  c^  erreichen 
könnten.     Dann  bestimmen  wir  zwei  b^  und  d^  so,  daß 

«3  ^4  -  ^3  ^4  =  1 
wird,  und  ersetzen  die  Halbperioden  ß/,  ßg'  durch  die  äquivalenten 

11N  I     'ß/'=<^3^/-S^3'' 

^  1     Q^'^d,Q,'-b,Q,\ 

Hieraus  und  aus  (9)  ergibt  sich 

i2*  "  =  —  a,  G?«  (7 


n^'  =  ö-j  (wj  -  b^  0^3  (üg) . 

Ersetzt  man  endlich  noch  die  Perioden  2  «j ,  2  «g  durch  die  äqui- 
valenten 2  ft)/  =  —  2  ft>g,  2  ct9g'  =  2  ft9j  —  2  Z>4  ö^g  ftjg,  SO  geht  (12)  über  in : 

Das  Gitter  2  h^  «/+  2  Äg  Wg'  ist  mit  G^,  das  Gitter  2  ä^  i3/'+  2  Äg  Q^' 
ist  mit  (tj  identisch  und  die  Gleichungen  (13)  zeigen  deutlich,  wie 
das  Parallelogramm  0,  2  «/,  2  («/  +  co^),  2  (Ö3'  aus  dem  Parallelo- 
gramm 0,  2  ß/',  2(i3j"+ i^g"),  2  ßg"  entsteht,  indem  man  zur 
Seite  0  •  •  •  Q^'  a^  äquidistante  Parallele  und  zur  Seite  0  •  •  •  Q^' 
^3  ^3^1  äquidistante  Parallele  einschiebt.  Da  die  beiden  Parallelo- 
gramminhalte in  dem  nämlichen  Verhältnis  n :  1  zueinander  stehen, 
wie  die  Inhalte  der  ursprünglich  gewählten  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramme, so  muß 


§  89.    Gitterteilung.  279 


14)  a^d^G^^  =  n 

sein,  was  man  natürlich  auch  herausrechnen  kann. 

Ist  n  in  Primfaktoren  zerlegt  —  p-^^p^  '  •  •  Ph')  so  kann  man  die 
7i-Teilung  eines  Parallelogramms  so  vornehmen,  daß  man  es  zuerst 
in  p^  kongruente  Parallelogramme  zerlegt,  jedes  davon  in  p^  usw. 
Anders  ausgedrückt: 

II.  Man  kann  die  Feriodentransformation  n^"^  Ordnumj  ausführeM, 
indem  man  zuerst,  eine  solche  der  Ordnung  p^,  darauf  eine  der  Ord- 
nung p^  usiü.  ausführt.  Danach  genügt  es,  wenn  wir  uns  mit  Trans- 
formationen von  Primzahlordnung  beschäftigen;  wir  setzen  also  im 
folgenden  n  als  Primzahl  voraus  und  schreiben  an  Stelle  von  (13)  mit 
Beachtung  der  Gleichung  [14)  und  der  Voraussetzung ,  daß  n  Prim- 
zahl ist: 

Nun  gibt  es  unendlich  viele  mit  2  Q^,  2  ßg  äquivalente  Perioden- 
paare 2  ß/,  2  Q^\  Die  Frage  ist:  wenn  wir  alle  diese  Perioden- 
parallelogramme 0,  2.ß/,  2(ß/+i33'),  2  i2^'  nach  Vorschrift  der 
Gleichungen  (15)  in  n  Teile  teilen,  erhält  man  dann  auch  unendlich 
viele  w*®^  Üntergitter  oder  ist  nur  eine  endliche  Anzahl  davon  ver- 
schieden?    Die  Antwort  lautet: 

III.  l!Js  gibt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  zu-  einem  gegebenen  Gitter 
2  Ä^  i2j  +  2  Äg  ßg  7i  +  1   verschiedene  n*^^  Untergitter. 

Seien  2  ß/,  2^3'  mit  2  ü^,  2  Q^  äquivalente  Perioden: 

und  man  betrachte  neben  der  Periodentransformation  (15)  noch  die 

folgende : 

iO'  =z  nco' 
i^g      ==     «3    , 

dann  folgt  aus  (15),  (16),  (17): 

18)  '        '  1^-3' 


a?3   =  TZ  /  COj  +  Ö  «3  . 

Die  Gleichungen  (18)  bedeuten  dann  und  nur  dann  eine  lineare 
Periodentransformation,  falls    ^   eine  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  falls 
19)  ,      /5  =  0     (mod.  7i). 
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IV.  Das  Unter gitter  2  h^  «/  +  2  Äg  co^  zu  2  Ä^  ^j  +  2  h^  Q^  ist 
also  dann  und  nur  dann  mit  dem  Untergitter  2  h^  co^  -{•  2h^  co^  identisch, 
wenn  in  [16)  ß  durch  n  teilbar  ist. 

Wir  betrachten  nun  folgende  n  besonders  einfache  Trans- 
formationen, bei  deren  keiner  die  Bedingung  (19)  erfüllt  ist: 

sie  liefern  zusammen  mit  (15)  und  (17):    ' 

21)  s  ^  1    1        w 

[     co^  —  —  Q^  =  —  ncj^ 

und  aufgelöst 

0,,=-—, 

OJg      =      ?l    CÖj'     +       f^l     (^3       • 

V.  Die  so  erhaltenen,  zu  den  n  Werten  a^  gehörigen  n^*^  Unter- 
gitter 2  Äj  ö?j'  +  2  Äg  cög'  des  Gitters  2  Ä^  ßj  +  2  Äg  i^g  äzwc?  alle  von 
dem  zuerst  betrachteten  Unter  gitter  2h^(x)^  +  *2  Äg  co^  verschieden,  da 
nicht  sämtliche  Koeffizienten  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  ganze 
Zahlen  sind;  sie  sind  aber  auch  alle  untereinander  verschieden. 

Denn,  liefern  zwei  verschiedene  Werte  a^,  ä^  die  Halbperioden- 
paare  o?/,  »s'  und  öj^',  w^',  so  gilt  neben  (21): 

23)  j    <=^i^i+^' 

also  nach  (21): 

ög'    =      Wg'    . 

Der  Übergang  von  ö>/,  co^  zu  «/,  «g'  geschieht  somit,  wie 
behauptet,    nicht   durch    lineare   Transformation,    da     ^  ~  "^    keine 

ganze  Zahl  ist,  und  es  gibt  daher  zu  einem  Gitter  G^  nach  V. 
mindestens  n  -\-  \  verschiedene  n^^'^  Untergitter;  es  gibt  aber  auch 
nicht  mehr.  Denn  ist  in  (16)  ß  nicht  durch  n  teilbar,  so  bestimme 
man  cc^  so,  daß 

ci^  ß  ^  a     (mod.  n) 
wird;  es  sei  etwa 

a  =  cc^ß  -\-  kn, 
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dann  geht  (18)  über  in 


25)  I 


Die  Determinante 

[ci^  ß  +  kn)  d  -  ß y  =^  a  S  -  ß y 


ß       -k 
nÖ    a^Ö  —  Y 


ist  gleich  1;   die  erhaltenen  Halbperioden  co^,  w^  hängen  also  mit 
den  in  (21)  mit   den    gleichen  Buchstaben    bezeichneten  durch  die 

lineare  Periodentransformation  \  ^ ^      ~      )  zusammen,  geben  daher 

zu  dem  nämlichen  Gitter  Veranlassung  wie  diese.    Damit  ist  Satz  III 
bewiesen. 

Das  Gitter  G^;  2  A^  i2j  +  2 h^  ü^  und  alle  dazu  ähnlichen  sind 
durch  den  Wert  des  Periodenquotienten 

26)  .  f  =  r 

und  jeden   dazu  äquivalenten    charakterisiert.     Die    zu  den  [n  -\-  \) 
n^^^  Untergittern  gehörenden  t- Werte  sind  nach  (15),  (21): 

27)  Tj  =  72  T ,       Tg  bis  T„^^  =  -^—     [a^  =  0,  1,  .  •  •  n  -  1) . 

Ersetzt   man   diese  Werte   mit  Ausnahme  von  r^   mittels  der  Sub- 
stitution T  duröh  äquivalente,  so  kann  man  statt  (27)  auch  schreiben: 

<,os  l  1   +    t  2  +  T  W-l+X 

Zu  jedem  n^^^  üntergitter  von  G^  gibt  es  ein  ähnliches  nfaches 
Übergitter  und  umgekehrt;  denn  ich  erhalte  ähnliche  Gitter,  wenn 
ich  einmal  die  Seite  0  •  •  •  2  i2j  des  Parallelogramm  0,  2  Q^, 
2  (ßj  +  ßg),  2  i^g  durch  ihr  n^^^  ersetze  und  ein  andermal  die 
Seite  0,  2  ßg  durch  ihr  n  faches. 

VI.  J)ie  iii  +  1)  r  Werte  {28)  sind  also  zugleich  diejenigen,  die 
zu  den  (/z  +  1)  aus  G^  entstehenden  n  fachen   Über  gittern  gehören. 

Man  veranschauliche  sich  die  Sätze  dieses  Paragraphen  bei 
kleinen  Werten  von  n\  für  /i  =  2  sind  in  Fig.  48  a,  b,  c  die 
drei  zu  einem  gegebenen  Gitter  (Fig.  47)  gehörigen  üntergitter 
gezeichnet.     Das  Gitter  der  Fig.  47  enthält  nur  die  Punkte^,  welche 
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den  drei  Grittern  der  Fig.  48  gemeinsam  sind.  Daneben  ist  in 
Fig.  49  das  Gitter  gezeichnet,  für  das  jedes  der  drei  Gitter  der 
Fig.  48    ein  2faches    Übergitter   ist;    ihm   gehört    ein   Punkt    dann 


Fig.  47. 


Fig.  49. 


Fig.  48  a. 


Fig.  48  b. 


Fig.  48  c. 


und  nur  dann  an,  falls  er  wenigstens  in  einem  der  drei  Gitter  der 
Fig.  48  vorkommt.  Das  Gitter  der  Fig.  47  ist  von  dem  der  JFig.  49 
ein  vierfaches  Übergitter.  Man  erkennt  leicht,  daß  allgemein  für 
primzahliges  n  die  [n  +  1)  n^^^  Untergitter  eines  gegebenen  Gitters  G 
zugleich  die  (n  -\-  \)  n  fachen  Übergitter  'eines  zu  G  ähnlichen 
Gitters  sind. 

§  90.    Die  Funktion  /(%t). 

Wir  betrachten  nun  die  Funktion  J(wt);  sie  gibt  den  Wert 
der  Invariante  /,  der  zu  einem  der  (tz  +  1)  Über-  oder  Untergitter 

des  Gitters  2h^^^-\-  2h^  jQg  gehört,  wobei  wieder    ~^y  —  r  gesetzt  ist. 

L    Die  Funktion  J{n  r)  ist  eine  Modulfunktion. 

Denn  sie  besitzt  genau  wie  J[t)  die  Eigenschaften  (2)  und  (3) 
von  §  84  und  sie  nimmt  außerdem,  falls  man  r  irgendeiner  Modul- 
substitution unterwirft,  nach  §  89  (28)  nur  {n  -f  1)  verschiedene 
Fornien  an: 

Die  Funktionen  (1)  sind  gleichberechtigte  Modulfunktionen. 
J(n  r)  und  die  gleichberechtigten  Modulfunktionen  genügen  einer 
algebraischen  Gleichung  (§  87,  II) 

2)  F{J[nT),     ./(t))^0. 
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Es  ist  also  auch  .    . 

und  wenn  man  hier  den  Buchstaben  r  durch  nr  ersetzt: 

3)  ^'(^W,     /(/it))^0, 
d.  h.: 

IL    Die  Gleichung  [2)  ist  in  J[nt)  und  /(r)  symmetrisch. 
Das  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  durch  Satz  VI  des 
§  89  ausgesprochene  Tatsache. 

Ersetzt  man  in  (2)  J{nT)  durch 

4       (l  -  lim)  H-(A(wt))2)^ 

27        {X{nj)f{x{nx)-  \f 

und  multipliziert  man  mit  dem  entstehenden  Nenner  hierauf,  so 
erhält  man  eine  algebraische  Gleichung: 

4)  F^{l(nT),     /(r))^0, 

die  in  Hjir)  vom  Grade  6(w  +  t)  ist,  und  deren  Wurzeln  bei  ge- 
gebenem /(r),  die  6(w-f  1)  Doppelverhältnisse  sind,  welche  zu  den 
{n  -f  1)  w*ei  XJntergittern  des  Gitters  2  h^  ßj  +  2  Äg  ßg  gehören.  Man 
darf  aber  daraus  nicht  schließen,  daß  die  Gruppe  der  Funktion  l.{n  r) 
den  Index  6  ?z  +  6  innerhalb  der  Modulgruppe  besitze;  denn  die 
linke  Seite  von  (4)  zerfällt,  was  wir,  weil  für  unsere  Zwecke  un- 
nötig, nicht  beweisen,  in  das  Produkt  mehrerer  Polynome;  X{iit) 
genügt  der  Gleichung,  die  durch  Nullsetzen  eines  solchen  Polynoms 
entsteht: 

5)  t\mnT),     /(r))=0 

und  nimmt  daher  bei  allen  Modulsubstitutionen  nicht  6  ti  -f  6,  sondern 
weniger  verschiedene  Werte  an.  Anliches  ist  zu  bemerken  über 
die  algebraische  Gleichung 

6)  /;(M^^).  Mt))^o, 

die  zwischen  den  Modulfunktionen  A(wr),  A(t)  besteht  und  die  man 
erhält,  wenn  jaan  in  (5)  /(t)  durch 

4  (i  -A(T)  +  (x(x))y 

27     {l{T)f{{X{x))-\f 

ersetzt  und  die  linke  Seite  der  erhaltenen  algebraischen  Gleichung, 
die  sich  wieder  als  reduzibel  herausstellt,  in  Faktoren  zerlegt.  Man 
nennt  insbesondere  die  Gleichungen  (2),  (6)  Modulargleichungen.  Wir 
haben  keinen  Anlaß,  auf  diese  als  merkwürdige  Beispiele  für  die 
höhere  Algebra   wichtig   gewordenen  Gleichungen   allgemein   näher 
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einzugehen,  wollen  aber  im  folgenden  Paragraphen  den  Fall  w  =  2 
ausführlicher  betrachten. 

Allgemeine  Methoden  zur  Aufstellung   der  Modulargleichungen 
werden  wir  im  nächsten  Abschnitt  kennen  lernen. 

§  91.    Die  Funktionen  «7 (2  t)  und  A(2t). 
Nach  §  89,  III   gibt  es  zu  einem  Gitter  3  2*^1  üntergitter,  zu 
denen  die  Werte  Tj  =  2  t  ,   Tg  =  — ,  Tg  •=  — - —   gehören.     In  den 

Figuren  47,  48  a,  b,  c  S.  282  ist  ein  Gitter  samt  diesen  drei  Unter- 
gittern gezeichnet.  Den  Übergang  von  einem  Gitter  zu  diesen  drei 
Untergittern  haben  wir,  abgesehen  von  einer  noch  hinzugekommenen 
Ahnlichkeitstransformation  schon  vollzogen,  als  wir  von  der  Funk- 
tion pu  zu  den  Funktionen  snw,  dnwy  cnw  übergingen. 

Die  Modulfunktion  /(2  t)   bleibt   ungeändert  bei  jeder  Modul- 
substitution ( "  U  mit  geradem  ß,  also  erst  recht  bei  allen  modulo  2 

zur  Identität  kongruenten  Modulsu^stitutionen  (§89,  (19));  danach  ist 
(§84,11)  /(2  t)  eine  rationale  Funktion  von  A(t): 

1)  J{2t)^B,(Ht)); 
daraus  folgt  leicht,  daß  auch 

rationale  Funktionen  von  X{t)  sind: 

2)  /(|)^Ä,(;i{r)), 

Ersetzt  man  nämlich  in  (1)  einmal  t  durch  —    -,  das  andere  Mal  durch 
so  ergibt  sich: 

(§  83,  I)  (§  73,  Tabelle) 

also 

7(-|)=Ä.(l-A(r)) 


-1 


4) 


und 


0) 


also 


'm=A(^,) 
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Da  der  Grad  einer  rationalen  Funktion  B^  (X)  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  X  durch  eine  lineare  Funktion  von  X  ersetzt,  so  sind 
i^j,  i^g'  ^8  ^^^  gleichem  Grade. 

Geht    man    also    im    Falle    n  =  2    von    der   Modulargleichung 

(§90(2)): 

6)  y  J^'iJ{2T),     J{t))e^O, 

die  vom  dritten  Grade  in  J(t)  ist,   durch  Ersetzung  von  /(t)  durch 

^  (i  -x(T)  +  {i(T)yy 
27    \k{T)y(i-x(T)y 

über  zur  Gleichung 

7)  (P(/i2r),     A(t))^0, 

so   zerfällt   diese  Gleichung,    die   bei   gegebenem  A(t)  die  Wurzeln 
.7  (2  t),     ^(y).     ^(^T^)  ^^*'  ^^  ^i^  ^^6^  Gleichungen  (1),  (2),  (3) 
und  da  (7)  vom  Grade   3»6  =  18    in  A(t)   ist,    muß  jede    der  drei 
Funktionen  E^,  JR^,  B^  vom  Grade  6  sein. 

Die  Gleichungen  (2)  kann   man  auch  so  schreiben: 

8)-  J(t)-R^{X{2t))=0, 

Die  Funktion  /t(2T)  genügt  somit  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
mit  Koeffizienten,  die  rational,  sogar  linear,  von  J{r)  abhängen. 
Die  Gruppe  der  Modulfunktion  A(2t)  besitzt  daher  innerhalb  der 
Modulgruppe  den  Index  6,  und  die  fünf  anderen  Wurzeln  der 
Gleichung  (8)  (bei  gegebenem  /(r))  sind  die  fünf  mit  A(2t)  gleich- 
berechtigten Modulfunktionen. 

Diese  Modulfunktionen  aber  haben  wir  schon  früher  untere 
sucht;  wir  haben  nämlich  in  §  70  gezeigt,  daß  die  dort  mit  c^  (t) 
bezeichnete  Funktion  mit  A(2t)  identisch  ist,  und  haben  weiter 
(in  §  67)  gesehen,  daß  c^lr)  in  Cj  (r),  c^{t),  c^{t),  Cg  (r),  Cß(T)  übergeht, 
wenn  man  in  der  Definitionsformel  für  c^  (r)  (§67  (6),  (7))  die  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzeln  variiert  und  zugleich  1{t)  durch  die 
übrigen  fünf  Doppelverhältniswerte  ersetzt,  d.  h.  aber  nach  unserer 
jetzigen  Auffassung,  wenn  man  auf  r  irgendeine  Modulsubstitution 
ausübt. 

Man  kann  in  unserer  jetzigen  Bezeichnungs weise  diese  Tatsache 
auch  so  ausdrücken: 

I.  Die  zu  einem  Gitter  G  gehörigen  sechs  Invarianten  c^^e^'-ßQ 
sind  ia  ihrer  Abhängigkeit  von  r  sechs  gleichberechtigte  Modulfunk- 
tionen;  sie  sind  nach  §  79  (6)  paarweise  je  zwei  Doppelverhältnis- 
werten  gleich^  die  zu  den  drei  2*®^  Untergittern  [oder,  was  auf  dasselbe 
hinausläuft,  zu  den  drei  2  fachen   Übergittern)  von   G  gehören. 
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Die    BezeichnuDgen  §  79  (6)   lassen    sich,    wenn   man    die    Be- 
deutung des  Buchstabens  r  abändert,  auch  so  schreiben: 


9) 


X{t) 


'2  \2 


l{z)   -"'i  (2) 


.    1  -;.(r)  =  c^[2i:), 


;.  r 


A(t) 


=  c. 


1+T 


1{T) 

1{t)-  1 


=    ^'Q  (  ^   ^)  J 


D.h.: 

II.    Die  zu  einem   Gitter   G  gehörigen  sechs  Doppelverhältniswerte 


^, 


T' 


>^, 


sind  paarweise  zu  je  zwei  Werten  c.,  Cj.  gleich,  die  zu  2^^^  Vntergittern 
von  G  gehören. 

Es   ist  [sehr  leicht,    die  Gruppe  F'  von   A(2t)   innerhalb    der 
Modulgruppe  durch  Kongruenzen,  denen  die  Substitutionskoeffizienten 

zu   genügen  haben,    zu  kennzeichnen:    Die  Modulsubstitution  \    \\ 
führt  nämlich  1(2  r)  über  in 


M^^7)=^ 


2j'  +  (5(2t) 
«  +  -f^  (2  t) 


und  diese  Funktion  ist  dann  und  nur  dann  mit  1{2t)  identisch, 
wenn  folgende  drei  Bedingungen  erfüllt  sind  (§  74): 

10)  «  =  1  (mod.  1) ,      d  =  1^  (mod.  2) ,     ß  =  0  (mod.  4) . 

Diese  Gruppe  bildet  nach  §  85  die  erste  von  sechs  Klassen,  in 
welche  die  Modulgruppe  zerfällt;  man  findet  folgendermaßen  Ee- 
präsenianten  7^^,  f\^^  •  •  •  ^vi  ^^^  ^^®  ^^^^  übrigen  Klassen:  Nach 
Satz  I  und  §  79  (6)  sind  die  mit  A(2t)  gleichberechtigten  Modul- 
funktionen die  folgenden: 

C^  (t)  =    1    -   A  ^y  j  ,         C3  (t)  =  - 


^     ^l(^^  =  T(2x) 


11 


Ca[T\    =   — 


T+1 


H  (^)  = 


)A^~: 


!l) 


Die  Substitution 

1  2 


12)     F;^  =  (^  ^    führt  A(2  t)  über  in  A  I- 


13)     f\ 


1  oj    "        '' 


2  t 

+  2t 
_    2^ 

T 


M2t) 

=— (1) 


(s.  Tab.  S.  232), 
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14'  ^.' = (i "  9  ^*^'"^*  ^(2^)  '^''^' "  ^  (7-^T  1 "  i_jl\ 

fei) 


15'    'v  =  (J  J)      "        "        "     "  ''(l  +  ^+t)  =  TTT-TT-; 


1  +  ^-^^ 


16)    ^„  =  ("L1)"         "         »     "H-^ 


(1^) 


T+1     / 

Damit  sind  die  gesuchten  Repräsentanten  gefunden. 

Ersetzt  man  nun  weiter  in  Gleichung  (8)  J{t)  durch 

4      (l-A(r)  +  (A(T))y 
27        (A(r)2(^T)-l)^ 

und  schreibt  man  gleichzeitig  y  für  A(2t),  so  erhält  man  eine 
algebraische  Gleichung 

17)  /;(3/,  M^))=0     (vgl.  §  90  (6)) , 

die  sowohl  in  1{t)  als  auch  in  y  vom  sechsten  Grade  ist  und  deren 
Wurzeln  bei  gegebenem  1{t] 

./,  =A(2r),     ^2  =  1^)'     3/3  =  1-^(1)'     ^*  =  7_3t\' 

sind.  Daß  diese  Gleichung  zerfällt,  brauchen  wir  nicht  lange  zu 
beweisen;  denn  wir  haben  schon  in  §  67  die  folgende  Gleichung 
zweiten  Grades  in  y  und  1[t)  kennen  gelernt  (s.  §  67  (4),  (5)),  deren 

Wurzeln  y^=l[2r)  =  c^  (r)  und  y^  -  j^^  =  c^  (r)  sind: 

oder 

19)       l\T)f-  -  2  (1  +  6  (1  -  A(r))  +  (1  -  l(T)y)y  +  l'[r)  ==  0. 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  x  durch   r,„(T)  = oder  auch 

durch  T\^(t)  =  ^^7-,  so  geht  1{t)  über  in  1  —  Ht),  und  man  erhält 
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eine  Gleichung,  die  in  y  und  A(r)  je  vom  zweiten  Grade  ist  und 
deren  Wurzeln 

3.3  =  1-a(|)     und     ^^-^Jm 

sind  ((13),  (14)).  ^ 

Ersetzt  man 'aber  in  (19)  t  durch  Vyir)  oder  Fvi(r)  (s.  (15),  (16)), 

so  geht  A(T)in  y-—  über  und  (19)  in  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln 

1/^  und  ^g  sind.  Multipliziert  man  endlich  Gleichung  (19)  mit  ihren 
so  transformierten,  so  erhält  man  Gleichung  (17),  die  man  also  auf 
diese  Weise  wirklich  herstellen  kann.  Da  die  Wurzeln  yi^Vo  ■^6 
dieser  Gleichung  sich  bei  irgendeiner  Modulsubstitution  nur  unter- 
einander permutieren,  kann  man  ihre  Koeffizienten,  die  zunächst 
rationale  Funktionen  von  A(t)  sind,  als  rationale  Funktionen  von 
/(t)  schreiben,  und  zwar  muß  nach  (8)  J(t)  schließlich  linear  vor- 
kommen; man  ist  so  in  der  Lage  Gleichung  (8)  wirklich  herzustellen. 
Danach  kann  man,  wenn  man  noch  (4),  (5)  beachtet,  die  drei  Glei- 
chungen (1),  (2),  (3)  bilden.  Multipliziert  man  dann  die  drei  Glei- 
chungen 

2j-B^  (;i(r))  =0,       7/-E,  (A(r))  =0,       y  -B^  (^(r))  =  0 

miteinander,  so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  B  (7/,  'k  (r))  =  0 

mit  den  Wurzeln  /(2t),  /(y)>  /(    |  ^)  •     Da  diese .  Wurzeln  sich 

bei  irgendeiner  Modulsubstitution  nur  untereinander  permutieren, 
kann  man  wieder  die  Gleichung  Ji  (y,  X  (t))  -=  0  auf  die  Form 

20)  i?(y,/(r))=0     " 

bringen  und  so  ist  dann  schließlich  die  zwischen  •7(2  r)  und  /(r) 
bestehende  Modulargleichung  (6)  hergestellt. 

Wir  waren  zu  Anfang  von  der  Existenz  dieser  Gleichung  aus- 
gegangen, ohne  daß  wir  zunächst  ein  Mittel  gehabt  hätten,  sie  her- 
zustellen; wir  waren  dann  durch  einfache  Überlegungen  zu  Glei- 
chung (8)  und  zwei  ähnlichen  gelangt  und  konnten  aus  ihnen,  indem 
wir  unseren  bisherigen  Weg  wieder  rückwärts  verfolgten,  schließlich 
C20)  wirklich  bilden.  Ein  anderes  Verfahren,  nach  welchem  bei  be- 
liebigem n  die  Modulargleichung  F  {J  [n  t) ,  J  [t')j  hergestellt  werden 
kann,  werden  wir  im  nächsten  Abschnitt  kennen  lernen. 
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PÜNFZEHNTEE  ABSCHNITT, 

Transformation  der  elliptischen  Funktionen  und  der 
elliptischen  Integrale. 

§  92.    Elliptische  Funktionen,  die  zu  kommensurablen  Gittern 

gehören. 

Wir  stellen  uns  jetzt  bezüglich  der  Gruppe  linearer  Trans- 
formationen, deren  erzeugende  Operationen 

II   =  U  -\-  2  Q)^  ,  m'  --=?/  +  2  ö?3 

sind,  die  Aufgabe,  deren  entsprechende  bezüglich  der  Modulgruppe 
wir  in  §  85  gelöst  haben;  d.  h.  wir  fragen  nach  den  Eigenschaften 
der  Funktionen  (p[u),  die  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllen: 

1.  cp{u)  ist  eine  in  der  ganzen  m- Ebene  eindeutige  und  im 
Endlichen  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion. 

2.  Unter  den  Funktionen  cp  {u  -\-  2  h^  o)^  -^  2  h^  Wg),  wo  h^,  h^  =  0, 
±  1,  ±  2,  •  •  •,  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  fx^l  unter- 
einander verschiedener. 

Im  Falle  ^u  =  1  ist  (p  {u)  eine  elliptische  Funktion  mit  den 
Perioden  2  Wj ,  2  Wg ;  wir  stellen  uns  daher  im  folgenden  ^  >  1  vor. 

Aus  der  zweiten  Bedingung  folgt  ohne  weiteres,  daß  es  zwei 
ganze  positive  Zahlen  m,  n  gibt  derart,  daß 

(f.{2i-\-2  m  co^)  ^  rp  (?/) 


1) 

(p  {u  -\-  2  n  fOg)  ^  (p  [u) 

ist. 

I.  Die  Funktion  cp  [v)  ist  somit  doppeltperiodisch  mit  Perioden^ 
die   Vielfache  von  2«^,  2  (o^  sind. 

Die  gefundenen  Perioden  2mw^,  2nm^  brauchen  nicht  primi- 
tive Perioden  der  Funktion  (p  [u]  zu  sein.  Sind  2  d)j ,  2  Wg  primitive 
Perioden  der  Funktion  cpiu\  so  ist  das  Gitter 

2h^m(o^  -\-  2h^n  co^ 
ein  gemeinsames  Übergitter  der  beiden  Gitter 
2)  2  h^  cöj  +  2  Äg  «3 

und 

3)  2    Ä^    ö)j     -f     2    Äg    ög    . 

BoKKHARDT,  Funktionen.    II.    Dritte  Aufl.  19 
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IL  Wir  nennen  zwei  Gitter  G^ ,  G^  kommensurabel  im  Verhältnis 
M:N,  wenn  es  ein  Gitter  G^  gibt,  das  zugleich  N fache s  Übergittcr 
von   G^   und  Mfaches   Über  gifter  von   G^  ist. 

Danach  können  wir  Satz  I  auch  so  aussprechen: 

III.  Eine  Funktion,  welche  die  Bedingungen  1  und  2  erfüllt,  ist 
eine  elliptische  Funktion  und  ihr  Periodengitter  ist  zu  dem  gegebenen 
Gitter  (2)  kommensurabel. 

Umgekehrt  gilt: 

IV.  Eine  elliptische  Funktion  (p{u),  deren  Periodengitter  (3)  mit 
dem   Gitter  (2)  kommensurabel  ist,  genügt  den  Bedingungen  1  und  2. 

Denn  ist  2h^  Q^  +  2  h^  Q^  ein  gemeinsames  Übergitter  der 
beiden  Gitter,  so  kann  man  nach  §  89  (s.  insbesondere  Gleichungen  (13)) 
die  Wahl  der  primitiven  Perioden  2w^,  2  co^  und  2  ßj ,  2  Q^  stets 
so  vornehmen,  daß  Q^  =  mw^,  .ßg  =  nco^  ist;  dann  ist  also 

(f  {u  +  2  Äj  m ft9j )  EEE  <jp  (^^) ,     cp[n  ^2h^  n  w^)^  cp  [u) , 

und    daraus   folgt,   daß    die  Bedingung  2    erfüllt  ist,   während  Be- 
dingung 1  schon  in  den  Voraussetzungen  des  Satzes  IV  steckt. 

Da  man  zwei  zu  kommensurabeln  Gittern  gehörige  elliptische 
Funktionen  stets  auch  als  Punktionen  eines  geraeinsamen  Übergitters 
auffassen  kann,  ergibt  sich  aus  §  30,  V: 

V.  Zioischen  zwei  elliptischen  Funldionen  (p(u),  (p{u),  deren  Perioden- 
gitter kommensurabel  sind,  besteht  identisch  eine  algebraische  Gleichung 

4)  i^{^[u).     cp{u))^0. 

Wir  hätten  umgekehrt  von  der  Annahme  ausgehen  können, 
daß  zwischen  einer  elliptischen  Funktion  (p  (u)  mit  den  Perioden 
2«j,  2  «3  und  einer  eindeutigen  Funktion  (p[u)  eine  algebraische 
Gleichung  (4)  besteht.  Dann  kann  (p{u)  wegen  der  algebraischen 
Abhängigkeit  von  <piu)  keine  anderen  Singularitäten  im  Endlichen 
besitzen  als  Pole,  und  außerdem  müssen  der  Gleichung  außer  ^(w) 
auch  alle  Funktionen  (p{u  -\-  2  h^  co^  +  2  h^  o)^)  genügen  (vgl.  den  ent- 
sprechenden Schluß  S.  273),  unter  diesen  kann  also  nur  eine  endliche 
Anzahl  voneinander  verschiedener  Funktionen  sein.     Somit  gilt 

VI.  Ist  (f  (u)  eine  elliptiffche ,  (p(u)  eine  eindeutige  Funktion  und 
besteht  zwischen  beiden  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unab- 
hängigen Koeffizienten,  so  ist  auch  (p(u)  eine  elliptische  Funktion  und 
ihr  Periodengitter  ist  mit  dem  von  cp  (u)   kommensurabel. 

Im  vorhergehenden  war  u  als  unabhängige  Veränderliche  ge- 
dacht; wir  hätten  statt  dessen  unter  u  überall  ein  elliptisches  Inte- 
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z 

ffral  erster  Gattung   /  — ^-  verstehen  können.     Die   durch  die  Be- 

dingungen  1  und  2  definierten  Funktionen  sind  dann  diejenigen 
Funktionen  von  z,  die  relativ  zur  Riemann sehen  Fläche  für  '^f{z) 
unverzweigt  und  auf  dieser  Fläche  endlich  vieldeutig  sind. 

Mit  pu  und  pn  bezeichnen  wir  die  zu  den  beiden  Gittern  (2), 
/3)  gehörigen  /?- Funktionen ,  mit  cj^,  g^,  g^,  g^  die  zugehören  In- 
varianten. Dann  gilt  für  die  in  (4)  vorkommenden  Funktionen  ^(m),  ^(w): 

5)  q'  [u)  =  Rat.  Funkt,  [p  m,  p  v) , 

6)  cp {u)  =  Rat.  Funkt,  {p  u,  p  u) , 

und  nach  Satz  V  besteht  eine  algebraische  Gleichung: 

7)  F^  [pv,  pu)  =  0. 
Ferner  gilt 

8)  {p  uf  =  4:p^u  —  g.^ pu  —  g^, 

9)  {//  uf  =  4^5^ u  —  g^ pu  —  ^3  . 

Die  Gleichung  (4)  findet  man  dann,  indem  man  aus  (5),  (6),  (7), 
(8),  (9)  pu,  pu,  p  u,  p  u  eliminiert.  Danach  genügt  es,  wenn  wir 
im  folgenden  an  Stelle  von  (4)  die  speziellen  Gleichungen  (7)  be- 
trachten. 

Ist  ferner  pu  eine  /^-B'unktion,  deren  Gitter  ein  gemeinsames 
Übergitter  der  Gitter  (2),  (3)  ist,  so  ist  nach  §  30,  IV: 

10)  j9 ?/  =  Rat.  Funkt,  [pu) 
und 

11)  ^?/ =  Rat.  Funkt.  (1?/);  ' 

und  wir  können  uns  (7)  durch  Elimination  von  pu  aus  (10)  und  (11) 
entstanden  denken.  Wir  brauchen  somit  nur  Gleichungen  der  Form 
(10),  wo  wir  dann  rechts  wieder  pu  statt  pu  schreiben,  zu  betrach- 
ten. M.  a.  W.:  wir  können  annehmen,  daß  das  Gitter  (3)  ein  wfaches 
Übergitter  von  (2)  sei.  Ist  n  eine  zusammengesetzte  Zahl: 
n  ^n^-n^'-n^,  wo  n^,  'Si'"^k  Primzahlen  sind,  so  wird  nach 
§89  jedes  w  fache  Übergitter  eines  gegebenen  Gitters  G  dadurch 
erhalten,  daß  man  zuerst  ein  n^  faches  Übergitter  von  G  bildet,  so- 
dann von  diesem  ein  n^  faches  usw. 

Man  kann  also  in  diesem  Falle  die  rationale  Funktion  von  p  ?/, 
durch  die  pu  dargestellt  wird, 

12)  pu  =  Rat.  Funkt.  (^3  u) , 
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durch  Ineinanderschachtelung  von  k  rationalen  Funktionen,  ent- 
sprechend den  k  Faktoren  von  n,  erhalten.  Damit  ist  schließlich 
mittels  bloßer  Eliminationen  die  Untersuchung  der  Gleichungen  (4) 
auf  die  der  Gleichungen  (12)  zurückgeführt,  wobei  das  Gitter  von 
pu  ein  wfaches  Übergitter  von  pu  und  zugleich  n  eine  Primzahl 
ist;   bei    passender  Wahl    der   primitiven  Perioden  2wj,   2  «g    und 


2  d5j ,  2  «3  ist  dann : 

&^=n(o^, 

053  =  ^3. 

Im  folgenden  machen  wir  diese  Voraussetzung. 

VII.  Man  sagt,  daß  die  Funktion  p  u  in  (1 2)  durch  Transformation 
n^^""  Ordnung  aus  pu  entsteht. 

Da  es,  wenn  n  ein  eine  Primzahl  ist,  nach  §  89  zu  einem  ge- 
gebenen Gitter  n  •\-  \  n  fache  Übergitter  und  auch  w  -j-  1  n  fache 
Untergitter  gibt,  folgt: 

VIII.  Fs  gibt  zu  einer  gegebenen  p-Funktion  n  -\-  1  verschiedene 
P'Funktionen ,  die  aus  ihr  durch  Transformation  von  der  Frimzahl- 
ordnung  n  entstehen,  und  jede  p-Funktion  entsteht  durch  Transformation 
y^ter  Ordnung  aus  n  verschiedenen  p-Fvnktionen. 

.  Wir  zeigen  noch: 

IX.  Der  Grad  der  rationalen  Funktion  auf  der  rechten  Seite  von 
(12)  ist  n. 

Da  nämlich  (12)  in  u  identisch  gilt,  darf  man  u  durch 

13)  «  +  2Äjö>j  +2Ä3Ö3  =u-\-2h/^^^2h^&^ 

ersetzen.  Dabei  bleibt  die  linke  Seite  ungeändert,  während  rechts 
pu  nur  wenn  n  in  h^  aufgeht,  ebenfalls  ungeändert  bleibt,  sonst 
aber  in  eine  der  (tz  ~  1)  Funktionen 

14)  p{u^^^]     (1=1,  2,... 7^-1) 


übergeht.  Jede  dieser  (n  —  1)  Funktionen  genügt  also  außer  pu 
bei  festgehaltenem  pu  der  Gleichung  (12);  diese  ist  somit  mindestens 
vom  Grade  n  in  pu.  Andererseits  kann  dieser  Grad  nicht  >  n  sein; 
denn    die    rationalen    symmetrischen    Funktionen    der  n  Funktionen 


(u+^^)     (A  =  0,  l,2-..n-l) 


ändern  sich  weder  wenn  man  u  durch  (13),  noch  wenn  man  u  durch 
—  u  ersetzt;  sie  sind  also  (§  30,  IV)  rationale  Funktionen  von  pu 
und  genügen  daher  (vgl.  den  ganz  entsprechenden  Schluß  S.  273) 
einer  Gleichung    w*^"  Grades   in  ^ :  /  {X,  z)  =  0,    deren  Koeffizienten 
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rational  von  z=^pu  abhängen.  Wäre  nun  die  rationale  Funktion 
R{%)  auf  der  rechten  Seite  von  (12)  von  höherem  als  dem  n^^"^  Grade, 
so  müßte  sich  von 

15)  z-Riz) 

der  Faktor  f(z,  z)  abspalten  lassen,  was  unmöglich  ist,  da  (15)  in  z 
vom  ersten  Grade  ist.     Man  bemerke: 

X.    Satz  IX  gilt  anchy  wenn  n  keine  Primzahl  ist. 

Denn  durch  Ineinanderschachteln  von  k  rationalen  Funktionen 
der  Grade  n^,  n,^,--  -n^  erhält  man  eine  rationale  Funktion  vom 
Grade  n^n.^--- n^ . 

Durch  die  Gleichung 

16)  z  =  R{z), 
aus  der  durch  Differentiation  nach  u 

17)  y4  z'  -g^^z-g,  =  ]/4"F-  g^  z  -^  g,  R'[z) 


folgt,  wird  die  RiEMANNsche  Fläche  F  von  1/4  z^  —  ,^2  ^  ~  ^s  ^^^ 
die  Fläche  F  von  ]/4  z^  —  f/^^  ~~  .^3  ^^  abgebildet,  daß  jedem  Punkte 
von  F  ein  Punkt  von  F  entspricht,  während  jedem  Punkte  von  F 
n  Punkte  von  F  entsprechen.  Zugleich  gibt  es  zu  irgendeinem 
Punkte  des  Parallelogramms  P:  0,  2ft)j,  —  2  co^,  2  (o^  der  w-Ebene 
im  Parallelogramm  P:  0,  2  «^ ,  —  2  «g ,  2  oj^  einen  kongruenten 
(mod.  2a>j,  2  Wg),  während  in  P  zu  irgendeinem  Punkte  von  P 
n  kongruente  vorhanden  sind.  Dem  Punkte  00  von  P  entspricht 
wieder  der  Punkt  00  von  F  (und  dem  Punkte  0  von  P  der  Punkt  0 
von  P).  Die  allgemeinste  Abbildung  der  Flächen  P,  F  aufeinander, 
wobei  einem  Punkte  von  F  n  Punkte  von  F  entsprechen,  einem 
Punkte  von  F  aber  nur  ein  Punkt  von  F  entspricht,  werden  wir  in 
§  93  (5)  kennen  lernen. 
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d%  dt, 


Wie  man  die  rationale  Funktion,  die  auf  der  rechten  Seite  von 
§  92  (12)  steht,  wirklich  bilden  kann,  werden  wir  in  den  nächst- 
folgenden Paragraphen  sehen.  Vorher  wollen  wir  das  Transformations- 
problem noch  von  einer  anderen  Seite  betrachten;  wir  setzen  wieder 
zur  Abkürzung  pu  —  z ^  pu  =  %  und  schreiben  also  die  Trans- 
formationsgleichung §  92  (12)  so: 

1)  ^  =  Rat.  Funkt,  [l). 
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ist,  folgt 

QN  d^  dx 


y  4  *^  -  (/2 « -  ^3    y  4  5^  -  ^2  ^  -  ^3 

D.   h.: 

I.     Durch  die  rationale  Substitution  (1)  wird  das  elliptische  Diffe- 
rential   erster   Gattung  -  __    wieder    in    ein    solches    trans- 
V  4:%^-  g^%-  g^ 

formiert. 

Beachtet  man  noch,  daß  w  =  0,  z  —  oo ,  ^  =  00  einander  ent- 
sprechende Werte  sind,  so  kann  man  Satz  I  auch  so  fassen: 

IL  Die  Differentialgleichung  (2)  mit  der  Nehenhedingung:  für 
z  —  00  soll  auch  z  =  00  sein,  hat  zum  Integral  eine  rationale  Funktion 

/d  X 
—==:==:=-==    gehörige  Gitter 
y  A:X^  -g^x  -  g^ 

G  ein  nfaches  Übergitter  des  zu    \  -  gehörigen  Gitters  G  ist. 

J   yix^-g^x-g^ 

Umgekehrt  gilt: 

III.  JVur  wenn  G  ein  Übergitter  von  G  ist,  wird  die  Differential- 
gleichung (2)  mit  der  JSebenbedingung  r  =  00 ,  ^  ==  00  durch  eine 
rationale  Funktion  w^*"*  Ordnung  z  von  %  integriert. 

Jedenfalls  nämlich  kann  man  das  Integral  der  Differential- 
gleichung (2)  (mit  der  angegebenen  Nehenhedingung  z  =  00 ,  f  =  00) 
in  Parameterdarstellung  - 

3)  z  =  pu ,         i  T=  pu 

hinschreiben.  Soll  nun  z  eine  rationale  Funktion  von  z  sein,  so 
müssen  die  Perioden  von  p  u  auch  solche  von  p  u  sein,  d.  h.  das 
Gitter  von  p  u  muß  ein  Übergitter  des  Gitters  von  p  u  sein. 

Wir  haben  hier  durch  die  Nebenbedingung  die  Werte  r  =  00, 
£  =  00  einander  zugeordnet.  Ist  die  Nebenbedingung  der  Differential- 
gleichung (2)  ganz  willkürlich,  so  wird  dem  Punkte  z  =  oo  irgendein 
Punkt  %=  pUq  entsprechen ;  das  Integral  der  Differentialgleichung  (2) 
in  Parameterform  ist  dann: 

4)  z  =pu,         z=p[u-u^), 

und  wenn  wieder  das  Gitter  G  ein  /ifaches  Gitter  von  G  ist,   wird 
z  =  pu  =  Rat.  Funkt.  {§ u)  =  Eat.  Funkt.  p(u  —  u^^  +  ?/^ 

=  Rat.  Funkt.  (/>  [u  —  u^) ,  p  [u  —  w^))  . 
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Nun  ist  nach  der  zweiten  Gleichung  (4]: 


P'  {u  -%)  =  ]/  4  £^  -  f/^  z  -  ^3 
also 


5)  z  =  Rat.  Funkt.  (£,  ]/  4  x^  —  9>J-  —  9z)  • 

Genau  wie  vorhin  III  beweist  man  jetzt: 

IV.  ISlur  dann,  wenn  das  Gitter  G  ein   Übergitter  des  Gitters  G 
ist,  hat  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  die  Form  [5). 

Mit  anderen  Worten  kann  man  auch  so  sagen: 

V.  Durch  die  Substitution  [5)  wird 

dz  .  d% 

in 


V  ^x^-  g^z  -  <Js  y  4x^-  g^z  -  g^ 

transformiert  und  die  in  der  angegehtnen  Weise  zu  findenden  rationalen 
Funktionen  von  %  und  ']/  Az^  —  g^z  —  g^  sind  die  einzigen  ^  welche  die 
Transformation  eines  hitegrals  erster  Gattung  in  der  We i erste ass sehen 
Normalform  in  wieder  ein  solches  bewirken. 

Die  Bedingung:  G  soll  ein  Übergitter  von  G  sein,  schließt 
nicht  aus,  daß  beide  Gitter  identisch  sind;  diesen  Fall  haben  wir 
schon  in  §  36  näher  betrachtet. 

Wir  fragen  nun  allgemeiner  nach  der  Bedingung,  daß  das 
Integral  der  Differentialgleichung  (2)  eine  algebraische  Funktion  z 
von  ^  sei.  Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  mit 
der  willkürlichen  Integrationskonstanten  u^  ist  uns  durch  (4)  gegeben; 
danach  folgt  aus  §  92,  V,  VI  sofort,  daß  z  dann  und  nur  dann 
eine  algebraische  Funktion  von  z  ist,  wenn  die  Gitter  G  und  G 
kommensurabel  sind. 

Wir  haben  die  elliptischen  Differentiale  erster  Gattung  in  der 
Weieestrass sehen  Normalform  angenommen;  da  man  aber  jedes 
elliptische  Differential  erster  Gattung  durch  lineare  Transformation 
auf  diese  Form  bringen  kann,  gilt  allgemein: 

VI.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  alge- 
braische Tntegrierbarkeit  der  Differentialgleichung 

dz     dt 

wo  links  und  rechts  elliptische  Differentiale  erster  Gattung  stehen,  ist 
daß  die  beiden  Periodengitter,  zu  denen  die  Polynome  f{z)  und  g[Q 
gehören,  kommensurabel  sind. 

Es  bedeutet  nach  dem  Bemerkten  keine  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit, wenn  wir  unseren  weiteren  Überlegungen  die  Weier- 
STRASssche  Normalform  zugrunde  legen. 
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§  94.    Die  quadratische  Transformation  von  p  u. 

Wir  wollen  nun  sehen,  wie  man  die  rationale  Funktion  wirklich 
bilden  kann,  mittels  der  z  =  pu  =^ p[u\(x)^,  «3)  durch  z^  fju^ 
p[u\nw^y  Wg)  dargestellt  wird.  Nach  §  92  dürfen  wir  uns  auf  solche 
n  beschränken,  die  Primzahlen  sind;  in  diesem  Paragraphen  nehmen 
wir  w  =  2  an.     Wir  setzen 

1)  pcü^  =^p{2a)^)  =  e^,  fjoj^  =:^(2«j  +0^3)  =  e.^ ,  pa)^=  p(o^=  g^. 

Nach  §  30  findet  man 

2)  pu  ^  pu -\- p(u  —  2(ß^)  —  e^ 

(die  Konstante  —e^  ergibt  sich  durch  Vergleichung  der  von  u  freien 
GUeder,  wenn  man  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  entwickelt). 
Nach  §  31  (4)  erhält  man  aus  (2)  weiter 

3)  pu  ^  pu-\-   (^2  -  e,)(e^-  eQ   ^   (puf  -e,pu  +  {e^  -  e,)ies  -  e,) 

pu  —  ei  pu  —  Ci 

Durch  Buchstaben  vertauschung  ergeben  sich  hieraus  die  beiden 
anderen  Transformationsformeln  zweiter  Ordnung. 

Setzt  man  in  (2)  der  Reihe  nach  w  =  «j ,  «2 ,  «3 ,  so  findet  man : 


j        e^-=2pcü^-e^ 


4)  ^        ^2  =  2p[m^  -  «3)- 

I        ^3  =  ^3  +  gg  -  g^  =-  2e^  . 

An  diesen  Formeln  ist  noch  unbefriedigend,  daß  darin  die 
Größen  pco^,  p((x)^  —  «3)  vorkommen.  Man  kann  diesen  Mißstand 
folgendermaßen  beheben: 

Aus  (3)  folgt  durch  Differentiation 

Der  zweite  Faktor  der  rechten  Seite  wird  Null,  wenn 


wird;  dann  nimmt  nach  (3)  pu  einen  der  beiden  Werte 


6)  g^  + 21/(^2-^(^3-^1)- 

an.  Der  erste  Faktor  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  wird  Null  für 
w  ==  d5j,  (Dg,  0)3 ;  für  u  =  co^  wird  aber  der  zweite  Faktor  von  höherer 
Ordnung  unendlich ;    für  u  =  cj^^  2  co^  —  ^3    ^^^   ^ür    u  =  co. 


3  -«8 


nimmt  pu  jedesmal  den  gleichen  Wert  an,  nämlich  nach  (4); 
7)  g^  4-  a^  _  g^  =  _  2  ^1 . 

Man  hat  somit  in  (6),  (7)  die  drei  stets  mit  e^^.  e^j  e^   bezeichneten 
Werte,  die  pu  m  den  Nullstellen  von  pu   annimmt   und    zwar   ist 
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nach  (4)  der  Wert  (7)  mit  e^   zu    bezeichnen;    dagegen    bedürfte    es 
einer  genaueren  Festsetzung  über  die  Wahl  der  primitiven  Perioden- 
paare 2  Wj ,  2  «3  und  2  cT}^ ,  2  oj^ ,    um   zu   entscheiden,    welcher   der 
beiden  Werte  (6)  mit  e^  und  weicher  mit  e^  zu  bezeichnen  ist. 
Durch  Auflösung  findet  man  umgekehrt: 

somit  ergibt  sich  für  e^,  e^  die  quadratische  Grleichung 

.+ -!-)(-.  +  .,)  =  (-^-p-f. 

deren  Wurzeln 


10)  .; }   =  i  (.3  ±  y9  '/  -  (^  -  ''^f)  =  i  (-3  +  21/(^3  -  «i)(«3  -  '^)) 

sind. 

Mit  Beachtung  von  (8),  (9)  kann  man  die  Transformationsformel 
(3)  auch  so  schreiben: 

11)  z  =  £  +  -^  ^^      -'         oder      2:  —  ^„  =  -^ — 7:^^^^, — ^• 
Durch  diese  Substitution  geht  das  Integral 

z  ■  z 

dx 


12)      f  ^_  4:;^  über  in     f    _ 


]/  4  (^  -  61)  (>;,  -  62)  (x  -  es)  J  y  4(z  -  Ol)  {X  -  e^)  {x  -  e^) 

00  00 

WO  für  ?j,  e^,  ?3   die  Werte  (8),  (10)    einzusetzen    sind;    man    prüfe 
dieses  Ergebnis  durch  wirkliche  Ausrechnung  der  Transformation. 

Da  nach  (10)  e^,  e^,  e^  algebraische  Funktionen  von  e^,  e^,  e^ 
sind,  hängen  auch  g^,  g^  algebraisch  von  g^,  g^  ab,  d.  h.  es  bestehen 
zwei  algebraische  Gleichungen: 

^'1  (?/2^  .^3'  9-21  93)  =  0  ,  (?2  (g^,  g^,  g^,  g^)  =  0 

und    man    erkennt    zugleich,     daß    die    Zahlenkoeffizienten    dieser 
Gleichungen  rational  sind. 

Man  nehme  insbesondere  an,  daß  e^  reell  und  daß  e^,  e^  kon- 
jugiert komplex  seien,  daß  also  der  Fall  des  §  24  vorliege,  nur 
mit  anderer  Numerierung  der  e^.  Dann  zeigt  ein  Blick  auf  die 
Formeln  (8),  (10),  daß  die  drei  Größen  e^,  e.^,  e^  reell  sind: 

Man  kann  durch  eine  quadratische  Transformation  ein  Differential 

, . ^:  mit  einer  reellen  und  zwei  konjugiert  imaginären 

■\/4ix-e,){x-e,){x-e,) 

Größen  e^  in  ein  anderes  mit  drei  reellen   Größen  e^  verwandeln. 
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Anders  ausgedrückt:  Man  kann  durch  quadratische  Trans- 
formation den  Fall  des  §  24  auf  den  des  §  23  zurückführen.  Ohne 
jede  Rechnung  erkennt  man  diese  Möglichkeit,  wenn  man  bemerkt, 

daß  unter  den  drei  zweifachen  Übergittern 
eines  Gitters,  das  sich  aus  Rauten  zu- 
sammensetzen läßt,  stets  sich  ein  Gitter 
findet,  das  aus  Rechtecken  zusammen- 
gesetzt ist  (vgl.  Fig.  50  oder  auch  Fig.  47 
und  48c  S.  282). 

Beispiel.     Das  Gitter  2  h^  oj^  +  2  Äg  «3 


2(20}^*ü^) 


Fig.  50. 


sei  aus  Rhomben  mit  Winkeln  ^  und 


271 


3  3 

zusammengesetzt,  m.  a.  W.:  es  liege  der  gleichseitige  Fall  vor;  dann 
ist  (vgl.  §  24)  bei  passender  Numerierung 


=  {iy3-|):(--iy3-. 


13) 

und 

14)  e^  :  €.,  :  e^ 

Wir  haben  das  zweifache  Ubergitter 

des  gegebenen  Gitters  zu  betrachten;  dieses  Ubergitter  können  wir 
auch  mittels  Einführung  eines  anderen  primitiven  Periodenpaares 
so  darstellen: 

,,        2^,(2«,  +«3) +  2/^3  o>3. 

Der    Quotient   — -^   —    der   hier  benutzten   Perioden  ist  rein 
imaginär  =  A= ;    das    Übergitter    läßt    sich    somit   aus   Rechtecken 

y  3 

aufbauen. 

Wir    setzen    noch    2  w^  +  ü?3  =  ß^  ,    0^8  =  ßg  =  -^  ^i ;    dann 

V  3    . 

finden  wir  aus  (8),  (10),  wobei  wir  nur  die  dortige  Numerierung 
abändern,  um  mit  der  des  §  23  in  Einklang  zu  kommen: 

^:g^:g,  =;>  123:;.  ß,:;.i2,=  (-1-1/3):  l:(-i  + yS). 


15) 


Das    Doppelverhältnis 


e-i  -  63 


wird  gleich  y  +  yl/B.  Ist  ins- 


besondere i?i  reell  und  positiv,   also  ßg  =  -^  i2^  rein  imaginär,  so 

ist  nach  §  23  p  ß^  >  />  %  >  J3  i^g;  die  auf  der  rechten  Seite  von  (15) 
stehenden  Zahlenwerte  stimmen  also  dann  auch  in  den  Vorzeichen 
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mit  den  Größen  e^,  e.^,  e^  überein;  wenn  dagegen  ßg  reell  und 
positiv,  also  Q^  —  —i^'6  Q^  rein  imaginär  ist,  so  haben  e^,  e^,  e^  die 
entgegengesetzten  Vorzeichen,  wie  die  dazu  proportionalen  Zahlen- 
größen auf  der  rechten  Seite  von  (15). 


§  95.   Die  Landen  sehe  Transformation  und  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel. 

Der  älteren  Theorie  (vor  Abel  und  Jacobi)  ist  die  allgemeine 
Transformation  noch  unbekannt.  Dagegen  wurde  die  quadratische 
Transformation  (unter  Zugrundelegung  der  Normalform 


c  


(§  67)  sowohl  für  das  ursprüngliche  als  auch  für  das  transformierte 
Integral)  schon  1775  von  Landen  gefunden,  noch  ehe  Legendre  be- 
gonnen hatte,  seine  Arbeit  den  elliptischen  Integralen  zu  widmen. 
Die  ziemlich  unbeachtet  gebliebene  Landen  sehe  Transformation 
wurde  1784  von  Lagrange  neu  entdeckt  und  sehr  sinnreich  zur 
numerischen  Berechnung  elliptischer  Integrale  verwendet;  von 
Legendee  wurden  dann  die  Lageange  sehen  Formeln  in  eine  für 
die  Zahlenrechnung  noch  geeignetere  Gestalt  gebracht.  Später  ge- 
langte auch  Gauss  seinerseits  zur  Landen  sehen  Transformation. 

Wir  werden  im  XVIII.  Abschnitt  ein  von  Weieesteass  her- 
rührendes Verfahren  zur  Berechnung  elliptischer  Integrale  kennen 
lernen,  das  ebenfalls  auf  quadratischer  Transformation  beruht;  ob- 
wohl dieses  hinsichtlich  rascher  Konvergenz  nichts  zu  wünschen 
übrig  läßt  und  zugleich  ganz  allgemein  ist,  während  die  Ausdehnung 
der  Lageange-Legendee  sehen  Formeln  auf  das  komplexe  Gebiet 
Weitläufigkeiten  erfordern  würde,  so  wollen  wir  doch  im  folgenden 
zeigen,  wie  Legendee  unter  Beschränkung  aufs  Reelle^  elliptische 
Integrale  berechnet  hat,  nicht  nur  weil  dieses  Verfahren  in  älteren 
Schriften  eine  große  Rolle  spielt,  sondern  auch  weil  es  einen  Begrilf 
gibt  von  dem  großen  analytischen  Scharfsinn,  der  in  der  jetzt  über 
holten  und  darum  großenteils  vergessenen  alten  Theorie  steckt.  Um 
ein  vorgelegtes  elliptisches  Integral  erster  Gattung  auf  die  Normal- 

/dx 
zu    bringen,    kann  man  es,  wie  in  8  69 
1/(1  -a;2)(l  ~Pa;2)  ^      '  >  TS 


^  Wir  denken  uns  in  §  95  w^  und  (o^ji  reell. 
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gezeigt  wurde,  zuerst  auf  die  erste  LEGENDEEsche  NormalfQrm 
Cf  -^ ^-  bringen  und   dann  ^  =  a:^  setzen.     Legendee 

schreibt  für  x  noch  sin  (p  und  erhält  so  die  Normalform 

1)  C  f  r...J^.^.^ ,    wo    Ä  =  f/^?-=-^ . 

Wir  gehen,  um  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nutzen zu  können,  von  der  dortigen  Gleichung  (12)  aus,  und  setzen, 
indem  wir  die  Transformationen,  die  schließlich  die  linke  Seite  jener 
Gleichung  auf  die  Form  (1)  bringen,  in  eine  zusammenziehen 

ON  ^  —  «3   __        1  dx      __    —  2  cos  cp  dq) 

'  e,  -  eg         sin*  (p  '  <?i  —  63  sin'  (p         ' 

n\                           X  —  e,            ,9                   X  —  ßc,          1  —  k^  sin'  od 
3)  '-  =  ctg?  (f  ,  — ^-  =  — ^  • 

Dadurch  geht  das  auf  der  linken  Seite  von  §  94  (12)  stehende 
Integral  / 

r d^^ 

J  \U{x  -  e^){%  -  e^){x  -  63) 
00 
über  in 


4) 


benso  wird  durch  d: 

5) 


r      d(f 

/  V  l  -  k^8 


Ebenso  wird  durch  die  Substitution  ^ 

£  —  63  1  dz  —  2  cos  ip  dtp 


Cj  —  Co                sin"  1// 
6  z ^  =  Ctg2  t/,/ ,  :: ^  = ~— ^- 

das  auf  der  rechten  Seite  von  §  94  (12)  stehende  Integral 

X 

dx 


h 


1/4  (£  -  e^)  {x  -  e,)  (x  -  63) 
00 

übergeführt  in 


7) 


y«i  -  ä 


=  r-_4^=,  wo  ^=|A 

0 


Aus  der  zwischen  z  und  ^bestehenden  Gleichung  §94  (11) 
endlich  wird  vermöge  (2),  (5)  die  folgende  Gleichung  der  Landen- 
sehen  Transformation,  die  (4)  in  (7)  verwandelt: 

gN  _ J ^  ?i  z_3^  J_""  ^^  ^^'^^  ^'  . 

'^  sin''  qp         Ci  —  63    »in'-^  ?//  cos-  ?// 
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Aus  den  Formeln  (8),  (10)  des  vorigen  Paragraphen  findet  man 
durch  leichte  Rechnung: 

9)  !Lr_!?  = L_.   =  {\±1\^ 

'  ^i  -  63        (1  +^i)'        V     2     j    ' 

WO 

10)  x,  =  VirF=|/;^5, 

ferner 

11)  k   =  ^~-^,  L  =— %  , 

Alle  vier  Gleichungen  (11),  (12)  drücken  in  verschiedener  Form  die 
'    uns   schon  von    früher   her   bekannte  Beziehung   zwischen  A(t)  und 
A(2t)  aus  (s.  §  91). 

Bei  der  Anwendung,  die  wir  im  Auge  haben,  wird  das  Integral 

13)  fT=^^^^= 

J  yi  -  k^  ä'm'  yj 
0 

als  vorgelegt  und  xp  als  gegeben  angesehen;  k  ist  eine  reelle  Zahl 
zwischen  0  und  1,  dann  sind  auch  k^,  k,  k^  reell  und  >  0,  <  1. 
Aus  (12)  folgt  noch 

14)  \      =k, 

(1  +  A:i)« 

also 

15)  '•  k<kK 

Auf   diese  Ungleichung   gründet   sich    die  LAGßANGE-LEGENDKESche 
Berechnung  des  Integrals  erster  Gattung  (13). 
Die  Substitution  (8),  die  (13)  in 

<p 

16)  ^-A  r ^^ 

0 

transformiert,  läßt  sich  noch  auf  eine  einfachere  für  die  Rechnung 
geeignetere  Form  bringen;  aus  (8)  folgt  zunächst  mit  Rücksicht 
auf  (9) 

^_.  (1  +  ^1)  sin  yj  cos  y/         {\+\)t^ip 

*=*  ^         1  -  (1  +  A:i)  8in2  ip  \  -  k^tg^ip 

somit 

^    /     _  ^)  =    tg  y  -  tg  y/    ^  (1  4-  ^i)  tg  t//  -  (1  -  ^1  tg^  y/)  \g  xp 
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folglich  endlich 

18).  tg{(p-yj)=k^ig^. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  ip  gegeben  ist,  sehr 
bequem  cp  berechnen.   Andererseits  läßt  sich  (17)  auch  so  schreiben: 

19)  tg  (»  =  (1  +K)sm2yj  ^       8ip2Tft 

^        (1  -  ^i)  +  (1  +  Ä-i)  cos  2  t//         k+co8  2rp 

oder 

k  sin  cf  4-  cos  2ipsmcf  =  cos  (jpsin2(p, 
also 

20)  sin  {2xp  —  (f)  =  ksinq). 

Von  dieser  Gleichung  werden  wir  Gebrauch  zu  machen  haben,  wenn 
wir  nachher  zu  einem  gegebenen  Wert  u  des  Integrals  (13)  die 
obere  Grenze  ^  berechnen. 

Vorher  behandeln  wir  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebenem 
ip  und  k  u  zn  berechnen  und  wiederholen  zu  diesem  Zweck  mehr- 
mals die  Landen  sehe  Transformation.  Um  uns  leichter  ausdrücken 
zu  können,  ändern  wir  die  Bezeichnung  und  schreiben  für 

der  Reihe  nach 

Außerdem  führen  wir  Zahlen  \p^,  ip^,  yj^,-  >  -,  x^,  x^,  x^,-  •  •, 
x^',  x.^',  x^\  •  •  ein,  durch  die  Vorschrift:  ipr+i,  ^v+i,  ^v+i  sollen 
aus  1/'^,  x^,  xj  ebenso  berechnet  werden  wie  ip^,  x^,  x^  aus  i//,  x,  x: 

21)  ^^i^v+i-VO  =  <^SV>v^ 
und  umgekehrt  .  • 

22)  sin  (2  xp^  —  ■ip.  +  i)  =  x,+i  sin  xp^+i , 
ferner 

Aus  (21)  folgt  durch  Differenzieren: 

(  ^^V'i    _  1     I    ^'  cos^-(t^t  -  ?//^ 

25)  \  '^W  ^^^^ 

xp^  wächst  also  mit  xjj,  daher  wachsen  auch  xjj^,  V^sr  "  mit '?//.  Für 
ip  =  0  wird  xp^  =  7/'2  =  t/Zg  =.  •  •  •  =  0,  für  xp  =  y  wird  nach  (21) 
V'^  =  TT,  allgemeiner  für  t/^ --^"^    [k  =  0 ,    1,    2,--0    i/;^  =  A;r,    somit 
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\p^  =  2kn,  i/y^  =  2«-^.  Den  ursprünglich  gegebenen  Winkel  i/' 
kann  man  sich  zwischen  0  und  -^  (einschließlich)  denken;  dies  läuft 
darauf  hinaus,  die  obere  Grenze  x  in 

dx 


Jvö 


x')(l  -  Ic^x^) 


zwischen  0  und  1    anzunehmen;   jede    andere  Annahme    ließe    sich 
auf  diese  mittels  des  Additionstheorems  zurückführen.   , 

Aus    dem    vorhin  Bemerkten   folgt    dann,    daß  0^ii/^2"^ 
ist;  setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

26)  ,p^:2-^fp^, 

so  gilt  0  ^  ^^  ^  ^    und  für  ifj  =  ^    wird  auch  7:^^  =  y  • 

Durch   92  malige  Anwendung   der  Landen  sehen    Transformation 
auf  das  Integral  (13)  erhält  man 


27) 


y  i—x^  sin'*!^ 


/ 

0 
~        2  2  2        "■        2       j  yr^x«^  sin 2  v/ ' 


Nun  wird  wegen  (23)  x^^  mit  wachsenden  n  beliebig  klein,  also 

■Vn 


I 


dip 


y  1  —  xj  siu"^  ip 


mit  beliebiger  Annäherung  =  i/j^  =  2"gp^,  somit 

28)  r--_=£f  ,==  =  (1  +  ;,^(1  +  ;,^) .  .  .  (1  +  ;,„)  qp,, 

/    1  1  -  x^  sm-  «/ 


sm-  yj 


Da  das  unendliche  Produkt  (1  -\-  z^)  (l  +  ^2)'  *  '  wegen  (23)  kon- 
vergiert und  da  andererseits  die  linke  Seite  der  Gleichung  (28)  von  n 
unabhängig  ist,  muß 

29)  lim  (f^^  (l> 


i 
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existieren.     Die  Schlußformel  lautet  also: 


>^ 


30) 


fy^-^,  =  =  ^(1  +  ^,)(i  +  ^,)(i  +  ^,y 


ü 

Das  unendliche  Produkt  auf  der  rechten  Seite  konvergiert  sehr 
rasch,  so  daß  man  sich  im  allgemeinen  auf  die  Beibehaltung  weniger 
Faktoren  wird  beschränken  können,  (p  ist  nach  dem  oben  Be- 
merkten >0  und  ^  ^  .     Da  lim;^  '  =  limVl  —  x  '"^  =  1    ist,    wird 

sich  aus  (21)  schließlich  mit  beliebiger  Annäherung  t/;„ .  j  —  (f^^  =  ip  , 
^'^'  '^n+i  =  2'^n?  V'n+i  =  ^n  ergeben;  sobald  dies  geschehen  ist, 
kann  man  für  die  Rechnung  0  =  (p^  setzen. 

Insbesondre   erhält  man   für  ^p  =  ^ ,  entsprechend  ^  =  e^ ,  die 

Periode  K  =  ö^  j/g^  —  e^ : 


31) 


TT 


=  f(l+;.J(l+;.3)(l+;.3) 


Ersetzt  man  e^j  e^,  e^  durch  —  ^g ,  —  e^^  "  h>  so  geht  öj 
über  in  w^/i  (dies  folgt  sowohl  aus  den  Integralformeln  für  die 
Perioden  §  74  (14)  bis  (17)  als  auch  aus  der  Homogenitätseigenschaft 
der   Funktion  pu)\    da   dann  3c  =  k   sich   in   x  =%^  transformiert, 

berechnet    man    die    imaginäre    Periode    ög  =  -^^--^^ — ■    nach    der 

Formel: 


32) 


j  ]/l  —  x'^sin^  tp 


0 

Hat  man  Ä^  schon  berechnet,  so  kann  man  sich  Ä' ^  auch  auf 
andere  Weise  verschaffen,  indem  man  nämlich  folgendermaßen  den 
Perioden  quotienten 

33)  ._^^^X^ 

berechnet. 

So  wie  nämlich  x^  =  k^  der  Wert  eines  zur  Gitterschar  f  =  ^ 
gehörigen  Doppelverhältnisses   ist,    so   ist   x^^  —  k^   der  Wert  eines 
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Doppelverhältnisses,  das  zur  Gitterschar  ^  =  2  f  gehört  (vgl.  §  94  (1)) 

und  allgemein  ist  x^^-  ein  zur  öitterschar  2"f  gehöriges  Doppel- 
verhältnis, und  zwar  (wenigstens  von  einem  gewissen  n  ab)  der 
flauptwert  dieses  Doppelverhältnisses  wegen  lim  x^^  =  0  (§  80).    Er- 

n  — >-  oo 

setzt  man  also  in  der  Reihe  (1)  des  §  82  r  durch  2"f  und  ent- 
sprechend A  durch  x^^  und  vernachlässigt  man  rechts  x^*,  so 
findet  man 

und  hieraus  K^  mit  Benutzung  von  (31)  und  (33). 

Mit  der  G-leichung  (31)  kann  man  noch  eine  merkwürdige  Um- 
formung vornehmen:  Setzt  man  k^  (oder,  was  in  unserer  Bezeichnung 

das  nämliche  ist,  x')  gleich  -^ ,  wo  eine  der  beiden  positiven  Zahlen 

a^y  b^  noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden  darf  (z.B.  «^  =  1. 
bQ  —  k^\  so  wird  Gleichung  (24)  erfüllt,  wenn  man  für  v  —  0,\,2,^^ 
setzt  und  dabei  a^^i,  l\,^^  aus  folgenden  F.ormeln  berechnet: 

35)  a  ^,  =  lAa    -^  b),        b  ^,  =  fab  . 

Da   einerseits   a^^j  <  a^   ist,  andererseits  alle  ,a^  >  0    bleiben, 
muß  ein  endlicher  Grenzwert  lim  «^  existieren ;  die  b^  nehmen  mit  v 

zu;  da  aber  stets  b^<i\  ist,  muß  auch  ein  endlicher  Grenzwert 
limÄ     existieren,    und   da  lim;f'  =  lim—    =  1  ist,  muß 

V  '  ^  a  ' 

lim  a^  =  lim  Z»^, 
sein.     Man   nennt   diesen  Grenzwert  nach  Gauss    das  arithmetisch- 
geometrische Mittel  der  Zahlen  «0,  bf^  und  bezeichnet  ihn  mit  M(aQy  Z»^). 
Nun  folgt  aus  Gleichung  (23) 

_    a^  —  by 
^-+1  ~    ay  +  b,   ' 
also 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (31)  ein,  so  findet  man 
Iv  =  0),  \le,  —  fo  =  -:: •  •  • 

I  1    r      1  .1  9        n  n.        n.- 


36) 


TT  i 

) 


2     M(a^,bo)  2      M{\,k,) 

BüRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  ^0 
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und  aus  (32): 

^  i     ^    ^  ^2      M{\,  k) 

Legendre  hat  auch  folgende  Umkehr ungsaufgabe  gelöst:  ^^'enn 
x"^  und  der  Wert  u  des  Integrals  erster  Gattung 

dip 


-j-yr^ 


0 

gegeben  sind,   die   obere  Grenze  xp  und  damit  zugleich  in  der  Be- 
zeichnung Jacobis  die  obere  Grenze  x  —  sin  iii  =  sin  am  u  des  Integrals 

X 

d.x 


■=i 


]/  (1    -   X^)  (1  -   X2  .T^) 


ZU  finden.  Sein  Verfahren  ist  folgendes:  Man  berechnet  wie  vor- 
hin die  Zahlen  x^y  ^2'  "*  ^n'  ^^^  ^n  ^^  klein  ist,  daß  man  das  un- 
endliche Produkt  (l-{-x^)  [l -}- x.^)  •  ■  -  nach  dem  Faktor  {\  -^  xj 
abbrechen  darf  und  daß  man  bei  dem  Integral 

Vn 

dyj 


h 


"j/l  —  x,/^  sin'  t^ 
u 

einen  im  Verhältnis  zu  dessen  Wert  unerheblichen  Fehler  begeht, 
wenn  man  x^^  =  0  setzt.  Dann  folgt  aus  (27)  mit  hinreichender 
Annäherung 

Aus  Formel  (22)  findet  man  dann  'i/^„_i,  i/^„_2,   ••   und  schließ- 
lich ip. 

§  96.    Die  Transformationen  von  ungerader  Primzahlordnung. 

Wir   kehren  jetzt   zu    der   zu  Anfang  des  §  94   gestellten  und 
in  §  94  für  n  —  2  gelösten  Aufgabe  zurück. 

Es  sei  nunmehr  n  eine  ungerade  Primzahl:  n  =  2m  -\-  1, 
1)  z  =  pu  =  p{u\(Jü^,G)^,     z  =  pu  =  p{u\n  0)^,(0^). 

Dann  findet  man  wieder  nach  §  30: 


(     pu  =  ßu  -{-^p{n  +  2va)^)  -i-  C, 

2) 

\         -=  p  u  +  ^'jj  {u  +  2v  (ü^)  +  C 
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mit 
3) 


1     l  p'  U  —   p  2,  V  (i)^ 


Nach  dem  Additionstheorem  ist  (§  29): 

4)  ß(u  -}-  2va))=^  —  pu  —  p{2vco)  -\-  -^  ^ 

Setzt  man  in   dem   letzten  Summanden  i/  =  ±  1,  +2,  •  •  .  +m  und 
summiert  man,  so  ergibt  sich  wegen  p{2va)^)——p(—2va)^): 


T^ 


(pu  —  p{2  voj^yj'^ 


^  ^      (pu  -  p(2vü),)y 


+ 


2  ^     (pu 


{p'{2poj,)y 


Der  erste  Summand  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  ist  gleich 

^r  p^u~  p^(2v  (Ol)  -  lg.,(pu-  pi2p  G)i)) 


6) 


{p  u  -  p  (2  V  b)i)y 


'V'  P'  ii  +  pup{2v  (Ol)  +  p^  (2  ^  qjQ  -  j  g^ 

^J  pu  —  pi^lv  lOi) 


v=  ~m 

Durch    Einsetzen   in   (2)    findet    man    schließlich    z  =  pu    als 
rationale  Funktion  von  z=pu: 


(-^  +  ^2 


7) 


V=] 


^  ^p'{2vcoi)-\g, 
X  —  p(2  V  w,) 


^=1 


{x-pi2vüji)y 

Man  sieht  aus  dieser  Darstellung  zugleich,  daß  die  rationale 
Punktion  w*®"  Grades,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  vorkommt, 
als  Nenner  die  Funktion  {n  —  1)^«°  Grades 

7')  JJ(z-  p(2vco^)^ 

v—l 

besitzt. 

Als  Koeffizienten  treten  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  außer  p^,  g^ 
noch  die  Werte  p{2vo[)^)  auf,  die,  wie  §  32  bewiesen  wurde, 
(algebraisch    von    g^,  g^    abhängen.      Wir    werden    sofort    beweisen. 

Hl  20* 
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daß  ^2'  9^  ihrerseits  algebraisch  von  g^,  g^  abhängen;   daraus  folgt 
dann,  daß  auch  die  Werte  p{2v  oj^)  von  g^,  g^  algebraisch  abhängen. 
Entwickelt    man    nämlich   die    beiden   Seiten  der  Gleichung  (2) 
nach  Potenzen  von  u,  so  findet  man  mit  Beachtung  von  §  21  (^5): 

w-l 

1  1  1 

8) 


1 

20 

fh  = 

1 
"20 

h  + 

i    x^  ' 

1 

28' 

9s  = 

1 
28 

9s  + 

n-1 

24  ^ 

v  =  l 

Die  hier  auf  den  rechten  Seiten  vorkommenden  Ableitungen 
lassen  sich  nach  §  21  rational  durch  p{2v(x)^)  {v  =  \,  2,  •  •  -  jl—I] 
und  mittels  des  Additionstheorems  rational  durch  jö(2wj)  ausdrücken. 
Die  80  umgeformten  Gleichungen  (8),  (9)  mögen  (8*),  (9*)  heißen. 

Nun  besteht,  woran  vorhin  erinnert  wurde,  zwischen  p{2cü^] 
und  g^,  g^  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Zahlen- 
koeffizienten 

10)  G[^g„g^rp[2co^))=(^- 

Eliminiert  man  aus  (8*),  (10)  und  ebenso   aus  (9*),  (10)  j>(2«j),   so 
findet  man  zwei  algebraische  Gleichungen  zwischen  den  vier  Größen 

^2'    9Z'    .^2'    ffs'  ^ 

11)  G-^{g.^,g^,g^,g^^^, 

12)  G2^9v9v9v9s^^^' 
D.h.: 

I.  Ist  das  Gitter  mit  den  Invarianten  g^,  g^  ^iff'  Ubergitter  des 
Gitters^  zu  icelchem  die  Invarianten  g,^,  g^,  gekoren,  so  bestehen  zwischen 
9v  9z^  9v  93  z^^^  algebraische  Gleichungen  mit  rationalen  Zahlen- 
koeffizienten. 

Und  hieraus  folgt  mittels  Elimination  sofort  der  allgemeinere  Satz: 

n.  Gehören  die  Invariante np aar e  g^,  g^  und  g^,  g^  zu  kommen- 
surabeln  Gittern j  so  bestehen  zwischen  g^,  g^y  g^i  9z  ^^^^  algebraische 
Gleichungen  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten. 

Wir  betrachten  neben  g^,  g^,  g^,  g^   die   absoluten  Invarianten 

13) 


(/'/-^"^g.' 


14)  ./=  l? . 

Eliminiert  man  aus  den  vier  Gleichungen  (11),  (12),  (13),  (14)  die 
Größen  g^,  g^,  g^,  so  könnte  man  zunächst  eine  algebraische  Glei- 
chung F[J,  •/,  ^3)  =  0  erwarten;  es  ist  aber  aus  Gründen  der  Homo- 


§  96.    Die  Transformationen  von  ungerader  Frimzahlordnung.     309 


genital  klar,  daß  diese  Gleichung  g^  nicht  enthalten  kann;  denn  /und 
•/  ändern  sich  nicht,  wenn  man  co^,  «3,  aj^,  (5^  durch  ka^,  kco^,  kcj^, 
kcQ^  ersetzt,  während  dann  ^3  für  lim  ä  =  00  Null  wird.  U'ir  sind 
somit  auf  dem  angegeberien  Wege  imstavde^  die  in  §  90  besprochenen 
Modulargleichungen  aus  schon  bekannten  Gleichungen  mittels  bloßer 
Eliminationen  wirklich  zu  bilden  und  erkennen  zugleich,  daß  die  Modular- 
gleichungen nur  rationale  Zahlenkoeffizieiden  aufweisen;  dies  folgt 
sofort  daraus,  daß  die  Gleichungen  (11),  (12)  diese  Eigenschaft  be- 
sitzen. Die  wirkliche  Ausführung  der  nötigen  Eliminationen  er- 
fordert freilich  schon  in  den  einfachsten  Fällen  übermäßig  lange 
Rechnungen. 

Wir  haben  in  §  93,  VI  vom  Periodengitter  her  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür  gefunden,   daß  die  Diiferential- 

gleichung 

_  d%     ^      dt 

algebraisch  integrierbar  ist.  Jetzt  können  wir  diese  Bedingung  auch 
so  fassen: 

III.  Es  müssen  zwischen  den  Incarianten  g^,  g^  von  f{z)  und 
9v  9z  ^^^^  .^(?)  ^^''^i  algebraische  Gleichungen  von  der  in  Satz  II  er- 
wähnten Art  bestehen^  wenn  die  Differentialgleichung  [15)  algebraisch 
iategrierbar  sein  soll. 

Bringt  man,  wie  es  von  Weierstrass  üblich  war,  die  Differen- 
tiale auf  die  Normalform 

.     Cdx.  -,  Cd: 

und 


y^(i  -^)(i  -1%)         i/c(i  -  0(1  -  xo 

so  erhält  man  statt  (15)  die  Gleichung 

.^,  dTc  C  d'Q 

16 


]/^(i  - ^)(i  -  x%)      c  l/;-(i  -  0(1  -X ;-) 

An  Stelle  der  zwei  Gleichungen  zwischen  g^,  g^,  g^,  g^,  von  denen 
in  Satz  III  die  Rede  war,  treten  jetzt  zwei  andere  Gleichungen, 
nämlich  einmal  die  zwischen  >.  und  1  bestehende  Modularglei chung 

und  sodann  eine  Gleichung  für  den  ^,Multiplikator"  -— •  C  hängt 
nach  §  66  algebraisch  von  g^,  g^  ab,  ebenso  C  von  g^,  g^  oder  auch 
von  g^,  g^   wegen    der    beiden   zwischen  g^,  g^,  g^,  g^    bestehenden 

Gleichungen.    Somit  genügt  auch  der  Multiplikator  -^  im  Falle  der 

algebraischen  Integrierbarkeit  der  Gleichung  (16)  einer  algebraischen 
Gleichung,  deren  Koeffizienten  rational  von  g^,  g^  abhängen. 
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§  97.    Ermittelung  der  Transformationsgleichungen  auf  rein 
algebraischem  Wege. 

In  §  93  fanden  wir  (s.  insbesondere  Satz  V;  daß  dort  die 
WEiEESTEASSsche  Normalform  verwendet  wwrde,  ist  natürlich  un- 
wesentlich): 

fFenn  ein  elliptisches  Differential  erster   Gattung: 

d^ 

Vm 

vorgelegt  ist,  so  ist  es  auf  unendlich  viele  Jf eisen  möglich,  z  so  als 
rationale  Funktion  einer  neuen  Väriabeln  ^  und  der  Quadratwurzel 
aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  g[Q  aus- 
zudrücken, daß 

y  dx      dt, 

VM  ~  VFB" 

wird. 

Man  kann  die  Aufgabe,  diese  rationalen  Funktionen  zu  finden, 
auch  algebraisch  angreifen;  wir  wollen  uns  dabei  auf  den  Fall  be- 
schränken, daß  z  eine  rationale  Funktion  von  f  allein,  ohne  ^g  (^) 
werden  soll  (vgl.  §  93,  I);  auch  wollen  wir  uns,  um  einen  bestimmten 
Fall  vor  Augen  zu  haben,  unter  f[z]  ein  Polynom  vierten  Grades 
vorstellen. 

Wir  setzen  z  =  —  ;  U,  1  seien  teilerfremde  ganze  Funktionen 
y^ten  Grades  von  C     Dann  geht  das  Difi^erential 

dx 


2)  

über  in: 

ox  .^ J;.  de  «(,     / 

VaoiU-a,'V)Xu  -  «1  VyW-'^^  n  {U  -  u,  V) 
und  dieses  Differential  ist  dann,  und  nur  dann  ein  elliptisches, 
wenn  von  den  4?^  linearen  Faktoren,  in  welche  die  ganze  Funktion 
(4  w)*®^  Grades  unter  dem  Wurzelzeichen  zerlegt  werden  kann,  nur 
vier  unter  ihm  stehen  bleiben,  während  die  4  ??  —  4  übrigen  paar- 
weise einander  gleich  sind,  so  daß  eine  Funktion  (2n  —  2)*^"  Grades 
vor  das  Wurzelzeichen  gesetzt  werden  kann.  Nun  können  zwei  der 
Funktionen  U—  «^  F  keinen  Faktor  gemein  haben;  denn  da  die  a;. 
alle  voneinander  verschieden  sind,  wäre  ein  solcher  Faktor  auch 
in  U  und  F  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung^  daß  Uund  F  teiler- 
fremd sein  sollten.  Also  ist  das  transformierte  Integral  dann,  und 
nur  dann  ein  elliptisches,  ivenn  die  vier  Funktionen  U  —  a^.  f  zusammen 
gerade  2n  —  2  Doppelfaktoren  haben. 


§  97.    Algebraisehe  Ermittelung  der  Transformationsgleichungen,     311 


Dann  ist  es  aber  auch  stets  ein  Integral  erster  Gattung.  Denn 
jeder  Doppelfaktor  einer  der  Funktionen  U  —  a^^  J'  ist  zugleich  ein- 
facher Faktor   von   —r. a.-j^,  also  auch  Faktor  der  Funktional- 

determinante : 

ö?  C  de  de  ^  ''     '  d  Q 

und  hebt  sich  folglich  aus  Zähler  und  Nenner  von  (3)  heraus.  Die 
Funktionaldeterminante  scheint  nach  ihrer  Definition  vom  Grade 
2  w,  —  1  zu  sein;  tatsächlich  ist  sie  nur  vom  Grade  2n  —  2,  da  die 
Glieder  (2  ji  —  1)^^''  Ordnung  sich  wegheben.  Daraus  folgt,  daß  die 
Funktionaldeterminante  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  jeden- 
falls dann,  wenn  ihre  2  n  -—  2  Faktoren  alle  verschieden  sind^  gerade 
aus  dem  Produkt  jener  2n  —  2  Faktoren  besteht,  die  in  dem  Produkt 
der  U—cCj.V  doppelt  auftreten,  daß  sie  sich  also  aus  Zähler  und 
Nenner  von  (8)  vollständig  weghebt.  Es  bleibt  also  im  Zähler 
nur  d^,  im  Nenner  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
vierten  Grades  von  4'  stehen;  das  transformierte  Integral  ist  also  ein 
elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  C,  w.  z.  b.  w. 

Man  kann  versuchen,  Funktionen  L',  V  von  den  angegebenen 
Eigenschaften  durch  den  Ansatz  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
zu  finden.  Im  allgemeinen  ist  dieser  algebraische  Weg  mühsamer, 
undurchsichtiger  und  weniger  weitreichend  als  der  im  93.  Para- 
graphen eingeschlagene  transzendente. 

Wenn  aber  die  Funktion  f[z)  vom  dritten  Grade  und  eine  ihrer 
Nullstellen  gleich  Null  ist,  so  erkennt  man  sofort  in 

■-  ^  ^' 
eine  quadratische  Transformation,- welche  das  elliptische  Differential 

dx 


in  das  elliptische  Differential 

2d': 


y^o(c"-«i)(c*-«,) 

überführt.  Wir  haben  von  dieser  Transformation  in  früheren  Ab- 
schnitten schon  mehrfach  Gebrauch  gemacht  (s.  §  45  und  §  69)  und 
bei  diesen  Gelegenheiten  auch  gesehen,  daß  das  Periodengitter  des 
transformierten  Integrals  ein  zweifaches  Übergitter  des  zu  dem  ur- 
sprünglichen Integral  gehörigen  Periodengitters  ist,  wie  es  auch  aus 
den  allgemeinen  Überlegungen  des  §  92  folgt. 
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SECHZEHNTEK  ABSCHNITT 


Ganzzahlige  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen. 

§  98.    Die  Teilungsgleichungen. 

Zu  den  wichtigsten  Gleichungen  der  Algebra  gehören  bekanntlich 
die  „Kreisteilungsgleichungen": 

1)  x^'  -  a  =  (d. 

Setzt  man  a  —  cos  wm  +  zsin  wm,   so  sind  die  Wurzeln  von  (1): 

2)  x^  =  cos  [u  +  ^\  +  /sin  [u  +  1^)     (A  =  0,  1,  2,  •  •  •  n-\\ 


Neben  dieser  transzendenten  Darstellung  der  Nullstellen  gibt 
es  bekanntlich  noöh  eine  algebraische  mittels  Wurzelausziehungen 
aus  reellen  Zahlen. 

Den  Gleichungen  (1)  kommt  nicht  nur  wegen  ihrer  Bedeutung 
für  die  Elementargeometrie,  sondern  vor  allem  auch  deswegen  eine 
besondere  Rolle  zu,  weil  ihre  Durchforschung  der  höheren  Algebra 
neue  Gesichtspunkte  eröffnete  und  zu  weiteren  Zielen  den  Weg  wies. 

Ähnliches  gilt  von  den  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Werte 

3)  ,f,[^^^^^>^^     {/.,^  =  0,  1,2...«-1) 

sind,  welche  eine  gegebene  elliptische  Funktion  (f  [u]  an  den  Stellen 


4)  ux>,  =  u  -\- 


2  /  w,  4-  2  jU  w, 


annimmt,  wobei  der  Funktionswert  (p{nu)  =  a  als  eine  gegebene 
Konstante  angesehen  wird.  Da  man  sich  (p{u)  als  rationale  Funk- 
tion von  pu,  pu  gegeben  denken  kann,  läuft  die  Aufgabe  darauf 
hinaus,  die  Werte  pu^^  ,  J>'w;  zu  finden,  wenn  p{nu),  pi(nu).  ge- 
geben sind. 

Die    Teilung sgleichungen    für   pu,    d.  h.    die    Gleichungen    vom 
Grade  //^  [n  =  2,  3,  4,  •  •  •)  in  z  =  pu,  deren  Wurzeln  die  n^  Werte 

5)  ^xu  =  P  ^A,.  =  P  [''  + ^         )      l>t,  ^  =  0,  1,  2.  •  •  -  /i  -  1) 

sind,  wobei 

6)  pnu  =  a 
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als  eine  gegebene  Konstante  angesehen  wird,  haben  wir  schon  §  32 
aufgestellt: 

7)  Gn-'  {z)  —  «  6^2 _  1  (z)  =  0     (a  =  p(nu),  z  =  pu). 

Die  Teilung  mit  beliebigem  n  läßt  sich  auf  die  Teilung  mit 
den  Primfaktoren  von  //  zurückführen. 

ffir  nehmen  also  im  folgenden  n  als  Primzahl  an. 

Haben  wir  die  Gleichung  (7)  aufgelöst,  so  finden  wir  ohne 
weiteres  auch  die  n'^  Werte 

^)  ^.^  =  ?«.„=/'(«+    V^^j- 

Differenzieren  wir  nämlich  Gleichung  (7),  nachdem  wir  p[rtu\ 
pu  für  a,  z  eingesetzt  haben,  ^ach  r/,  so  finden  wir: 

9)  G'r^z(z)p'u  —  np'{n  u)  Gu^_l  [z)  —  a  G'n-^.y  [z)pu  =  0  , 

also  für  u  —  u.    : 

k  u 


10) 


Die  hier  rechts  vorkommende  Konstante 


p'{nu]  =  ±  y4p{nuf  -  g^pinu)  -  g^ 

denken  wir  uns,  ebenso  wie  a  =  p[nu),  als  gegeben;  d.  h.  wir  nehmen 
an,  daß  willkürlich  eine  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  4:  der 
Quadratwurzel  getroffen  sei. 

ff'ir  können  uns  somit  im  folgenden  auf  die  Teilungsgleichungen  (7) 
der  Funktion  p  u  beschränken. 

Diese  haben  mit  den  Kreisteilungsgleichungen  manche  Eigen- 
schaften gemein;  auch  gestatten  sie  eine  ähnliche  Anwendung, 
nämlich  die  Teilung  der  Lemniskate  (s.  §  108). 

Bei  den  voraufgehenden  Betrachtungen  wurde  vorausgesetzt, 
daß  p  [n  u)  =  a  endlich  sei,  daß  also  nicht 

11)  nu^Q     (mod.  2(ü^,2aj^ 

sei.  Jetzt  wollen  wir  pnu  —  oo  annehmen;  dann  handelt  es  sich 
darum,  die  n^  —  1  Größen 

wo 

13)  a>,^  =  rko,,^^^iu.,      ^^^  =  0,  1,  2,  •  .  .  n-\,   außer   A  =  ^  =  0) 

gesetzt  ist,  zu  bestimmen.  Die  Werte  (12)  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung  ' 

14)  •  6'n^-LW=0, 

die  man  erhält,  wenn  man  den  Nenner  der  rechten  Seite  von  §  32  (3) 
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gleich  Null  setzt.     Für  ungerades  n  ist  Gn-^^i[z)  ein  reines  Quadrat 
(§  32)  und  die  Wurzeln  (18)  sind   somit  paarweise   einander  gleich: 

rk/u  rn—Xn—ii  ' 

Wir  könnten  daher  statt  (14)  die  Gleichung  ]/(jV_i(z~)  =  Ö  be- 
trachten; doch  ist  es  uns  bequemer,  von  der  Gleichung  (14)  selbst 
zu  reden. 

Man  nennt  [14)  die  spezielle  Teilung sgleichung ^  während  (7)  /"///• 
^in  endliches  a  die  allgemeine  Teilung sgleichung  heißt. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  allgemeinen  Teilungs- 
gleichung, jedoch  unter  der  Annahme,  daß  die  spezielle  Teilungs- 
gleichung schon  gelöst  sei;  m.  a.  W.:  wir  zählen  nicht  nur  die 
Invarianten  g^  und  g^,  sondern  auch  die  Werte  p^  ^  (12)  zu  den 
bekannten  Größen,  wir  „adjun gieren'-  sie,  wie  man  zu  sagen  pflegt, 
der  Gleichung.  Außerdem  adjungieren  wir  von  vornherein  die 
yjten  Einheitswurzeln,  sowie 


lö) 

Pol 

p'[n  «)  =  +  y  4  a'*  -  ^3  a  -  y,  . 

16) 

-//    ^'   -±]/^p\o      92P10      93 

17) 

-P     ^/'-±]/^p\i      .92  Pol      .9s 

Über  die  Vorzeichen  auf  den  rechten  Seiten  von  (15),  (16),  (17) 
ist  noch  ein  Wort  zu  sagen:  Sie  können  ganz  willkürlich  gewählt 
werden.     Wir  brauchen,  nämlich  (15),  (16),  (17)  nur,  um 

h,.=P{^+ ~;r--— 


mittels  des  Additionstheorems  rational  durch 


±  ny  4a^  -  g^^a  -  g^   ö,,2_  1(^00) 

(vgl. (10)),  sowie  durch  p^^y  p^^,  Pio>Poi'  auszudrücken;  wenn  wir  bei- 
spielsweise   Zq^=pIu-] ^)     durch    das    Additionstheorem    um- 


formen, so  erhalten  wir: 

Die  Änderung  eines  Vorzeichens  in  (15)  oder  (16)  würde  auf  der 
rechten  Seite  (18)  das  Zeichen  vor  dem  zweiten  Bruch  ändern;  das 
bedeutet  aber  nichts  anderes  als  die  Verwandlung  von  z^^  in 


P 


i  2wi 

\  n 
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d.  h.  eine  Umnumerierung  zweier  Wurzeln  von  (7);  und  wie  für  dieses 
Beispiel  erkennt  man  allgemein:  eine  Änderung  der  Vorzeichen  in 
(15),  (16),  (17)  bewirkt  höchstens  eine  Umnumerierung  der  Wurzeln  z.^  , 
ist  also  für  unsere  weiteren  Überlegungen  bedeutungslos. 

Nachdem  die  angegebenen  Größen  der  Gleichung  (7)  adjungiert 
sind,  gilt  folgender  Satz: 

I.  Die  allgemein^  Teilungsgleichung  (7)  ist  algebraisch  lösbar^ 
d.  h.  durch    Wurzelausziehungen  aus  bekannten   Großen. 

Ferner  gilt: 

II.  Lie  Auflösung  der  speziellen  Teilungsgleichung  (14)  läßt  sich 
(für  n  >  2)  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade  n  -\-  1  und 
nach  Adjunktion   der    Wurzeln    derselben    auf  die  weiterere  Auflösung 

von  (n  +  /)  Gleichungen  je  vom  Grade  — - —  zurückführen.  Biese 
(n  -j-  /)  Gleichungen  sind  algebraisch  auflösbar. 

Diese  Sätze  rühren  von  Abel  her;  Abel  vermutete  weiter, 
daß  die  Gleichung  vom  Grade  (w  -f  1),  von  der  in  Satz  II  die 
Rede  ist,  für  w  >  3  im  allgemeinen  nicht  algebraisch  lösbar  ist; 
diese  Vermutung  wurde  von  Galois  ^  bewiesen.  Andererseits  bewies 
Abel,  daß  jene  Gleichung  in  speziellen  Fällen  für  unendlich  viele 
Werte    n   lösbar   ist;    nämlich    dann,    wenn    das    Periodenverhältnis 

T  :=  *^'^-  Wurzel  einer  Gleichung   zweiten   Grades    mit   ganzzahligen 

Koeffizienten  ist.  Mit  diesen  „singulären"  t- Werten  werden  wir  uns 
im  nächsten  Abschnitt  näher  beschäftigen. 

Für  n  =  2  sind  die  Sätze  I,  II  bedeutungslos,  da  es  sich  dann 
von  vornherein  nur  um  Gleichungen  dritten  oder  vierten  Grades 
handelt;  wir  setzen  also  im  folgenden  w  >  2  voraus. 

99.    Auflösung  der  allgemeinen  Teilungsgleichung. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  Teilungsgleichung 
1)  Gn'^(z)  —  aGn-^^i(z)  =  0, 

wo 

2;  a  =  p{nu  oj^,  cü^) 

eine  gegebene  Konstante  und 
3)  z  =p(u\co^,  co.^) 

die  Unbekannte  ist,  kann  in  zwei  Schritten  geschehen;  wir  setzen 


'  ;&VARISTE  Galois  (1811 — 1832),  Oeuvres  Paris  1897,  auch  Journ.  de  math. 
11   (1846):  deutsche  Ausgabe  Berlin  1889. 
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4)  z=  p[nu\n(o^,(o^), 

5)  %  —  p[nu\n  co^ j  n  (o^) . 

Dann  ist  wegen  der  Homogenitätseigenschaft  von  p  u : 

a\  *         1 

n- 
Nach  §  92  ist 

7)  a  =  \  [z) 

und  aus  dem  gleichen  Grunde 

Äj  und  U^  sind  rationale  Funktionen  /a*^^  Ordnung  (§  92,  IX);  die 
Teilungsgleichung  (1)  kann  man  somit  auch  herstellen,  indem  man 
die  beiden  rationalen  Funktionen  i^j,  R^  ineinander  schachtelt: 

und  man  erhält  somit  die  n^  Wurzeln  z^^^  der  Gleichung  (l),  wenn 
man  zuerst  Gleichung  (7)  nach  %  auflöst,  sodann  mit  den  gefundenen 
w- Wurzeln  x  n  Gleichungen  (8)  bildet  und  jede  derselben  nach 
z  auflöst. 

Die  Koeffizienten  der  rechten  Seite  von  (8)  hängen  (wie  sich 
aus  §  96  mit  durchsichtiger  Abänderung  der  Bezeichnungs weise  und 
Anwendung  des  Additionstheorems  ergibt)  rational  ab  von 

/>  (2  a>3  I  n  Wj ,  n  W3)  =  -^  p  \^~;^ 
sowie  von 

h  =  9^  l'*  »1 '  ''  ^^3)  =  :^  fli  («1 '  ^^3)  =  ^  ^2 
und 

9z  =  9z [ncß^.n  Wg)  =  -^ g^  [m^  ?  «'s)  =  -;^^3  ' 

Dies  sind  aber  lauter  Größen,  die  wir  nach  Voraussetzung  als  be- 
kannt ansehen.  Man  kann  somit  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (8) 
in  dem  zugelassenen  Ration alitätsber eich  wirklich  bilden.  Dasselbe 
gilt  von  Gleichung  (7);  deren  Koeffizienten  hängen  nach  §  96  und 
auf  Grund  des  Additionstheorems  rational  ab  von  p  (2  co^  n  Wj ,  ojg), 
sowie  von  .^2  ~^2(^^i»  ^3)  ^^^  9z  —  9z^^\i  ^3)-  -^^^  ^^^ 
10)  i»  (2  «1 1  ^/  «j ,  Wg)  =  7?2  (/?  (2  «1 1  /i  «1 ,  n  Wg) ) 
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somit  als  bekannte  Größe  anzusehen;  und  nach  §  96  (8),  (9)  sind 
^2,  .^3  rationale  Funktionen  der  beiden  von  vornherein  bekannten 
Größen 

sowie  der  adjun gierten  Größe 

p (2 G)^\no)^,n  Wg)  =  -^,  p  (^    m^ ,  «, 

Für  eine  spätere  Anwendung  sei  gleich  hier  vermerkt,  daß  auch 
/>'(2  CQ^  nco^j  «3)  zu  den  bekannten  Größen  zu  rechnen  ist;  differenziert 
man  nämlich  Gleichung  (8)  nach  u,  so  findet  man 

np{nu\nco^,  (^h)  =  ^  ^2  [^  P  i'^  ^1 '  ^'hljPi^l^h^  ^3)  • 
also 

11)      p'{2co^\ncü^,  «3)  =  -ir^2M  ^^/'(^r*  1^1'  ^'■^))p{^"n^ 

die  rechte  Seite  von  (11)  gehört  aber  zu  den  bekannten  Größen. 

Wegen  der  völligen  Gleichartigkeit  der  beiden  Gleichungen 
(7),  (8). genügt  es,  die  algebraische  Auflösbarkeit  einer  davon,  z.B. 
der  Gleichung  (7),  zu  beweisen.  In  transzendenter  Form  sind  ihre 
Wurzeln 

Iq  =  p  [n  u)  =  p{nu\n(o^,  Wg) ,       z^  =  p{nu  -\-  2  co^),  •  •  > 


12)  , 

Zn-l  =  ^  (?-!  M  +  2  (W  —  1)  «jj  , 

wobei  die  unbekannte  Konstante  u  mit  der  gegebenen  Konstante  a 
durch  die  Gleichung  a  =  p[nu)  zusammenhängt.  Doch  hindert  nichts, 
daß  man  sich  in  (1)  a  oder  u  als  unabhängige,  z  als  abhängige 
Teränderliche  vorstellt;  diese  Auffassung  ist  sogar  von  Vorteil  für 
das  Folgende. 

Ersetzt  man  in  (12)  m  durch  u  -\ ^-^ ^— ,  so  permutieren 

sich  die  Wurzeln  %,  \,  -  -  *  In-i'-,  doch  erhält  man  so  nicht  alle 
möglichen  n\  Anordnungen,  sondern  nur  die  n  folgenden: 


^0 

h 

'h     H  • 

•  •  ^«-2 

%-i 

*1 

^2 

•  ^3  •  •  •, 

%-i 

H 

h 

h 

H'" 

^0 

H 

13) 

[        ^n-1      %       Xj    •  •  •  ^m-3       ^n-2 

Eine  Veränderung   von   u   um     "^   ^  "^     hat    nämlich    auf    die 
Wurzeln  %^  (12)  überhaupt  keinen  Einfluß,  während  die  Vermehrung 
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2  f) 

von  u  um   — ^  jede  Zeile  (11)  in  die  folgende,    die  letzte  aber  in 
die  erste  überführt. 

Wir  bilden  nun  mit  der  von  uns  adjungierten  Einheitswurzel 

2  71  i 

e  =  e  " 
die  „LAGRANGESche  Resolüentenfunktion'' : 

F^^  (u)  =  ^3  [n  u)  -\-  €-"  ß{nu  -\-  2  co^)  +  «-."  ß  {n  ^  +  2  •  2  «J  +   •  •  • 
14)  J  £('*-l)."  j3(7?.M  +  2(w  —  1)m) 

=  Z,  +  «^  ^1  +  €'^'*  :?2   +  •  •  •  6(«-l)  ^  l„_i  (//  =  0,  1,  2,  .  .  .  71  -  1) 

dann  ist 

Mittels  des  Additionstheorems  kann  man  Z^  [u)  rational  durch 
folgende  .Größen  ausdrücken  p[nu)  —  ZQ,  p{nu),  p[2(x)^),  j5'(2wj,  g; 
nun  ist  nach  (7): 

p[nu)  =  li^  [fj^iiu)), 

also  nach  Differentiation 

np'nu  =  7v*j '  {%^  *  npnu 
oder 

^  (tz  z<)  =  —7^ ; 

^  ^  p  {n  u)  ' 


da  p'{n  u)  =  ]/  4  «^  —  ^2  «  —  i/3  zu  den  adjungierten  Größen  gehört, 
kann  p[nu)  rational  durch  %q  und  bekannte  Größen  ausgedrückt 
werden.  Zu  den  adjungierten  Größen  gehören  ferner  nach  (10) 
und  (11): 

p  [2  cü^)  ^  p  (2  üj^\n  m^,  co^) 
und 

/(2«j)  =  p[2M^\nG)^,  tog). 

Somit  ist  F^^  [u)  eine  rationale  Funktion  von  5^  mit  bekannten 
Koeffizienten: 

16)  ^^„  («)  =  '•,.  (%)• 

Das  gleiche  gilt  von  (i'\(M)j": 

Der  Übergang  von  F ^{u)  zu  F^iu  -\ —\  kann  so  vollzogen 

werden,  daß  man  in  r^^  x^  =  pnu  durch  %^=z  p{nu-\-  "    ^'''  1  ersetzt. 
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Es  ist  also 

18)  K.[<^+^)-r^[h) 

und 

19)  k.  («+-—■))"=  ^,.Ä)- 

Nun  folgt  aus  (15): 

20)  {f^\u+^^-]^^=[F^Su))\ 
d.h.  nach  (17),  (19): 

oder 

21)  S^  (>,)  =    i  (.9,^  [\)  +  ^V  (%)  +    •   •   •  .V,  i^n  -1)  . 

]Jie  Funktionen  s  (z^)  (^w  =  0,  1,  2,  •  •  •  w  —  1)  sind  also  rationale 
symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  und  können 
somit  rational  durch  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung^  d.  i.  durch 
bekannte   Größen  ausgedrückt  loerden. 

Diese  Darstellungen  der  Funktionen  s  bezeichnen  wir  mit  S^^, 
Aus  (15)  und  (18)  folgt  noch 

7-1  (^J  =  «-^r,  (^J, 

also 

(^1  fe))  "■"  ^'n  (^a)  =    (^  (^W)  ~"  '•«  i^o)        (/t   =    1,   2,   -    .    .    71  -    1)  , 

d.h. 

I  i)-!  (^0))  -'  ^  (^0)  =    i  [  ('-1  i^o))  -^  %  (^0)  +    (^  (^1))  -'  ^  (^1^  +   •    •  • 

I  (ri(^„-i))-^r^(^n-i) 

2.9^  ^me  rationale  symmetrische  Funktion  T    der  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
und  somit  rational  durch  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  ausdrückbar. 
Nach  (17)  ist 

und  nach  (22): 

(   rjz,)=(r^{%,)y'T^^ 

Die  Gleichungen  (14)  für  |«  =  0,  1,  2  •  •  •  t?  —  1  haben  somit 
schließlich  folgende  Form: 
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i  %  +    ^1    +     z,     +  .  •  •  +     Z-'     =  ?; 

£,  +     sz,      +       e^^       +•••    +    fi"-^^n-i    =  F  A 

25) 

^,   +.     eH,      +       62--io       +•••      +€("-^)-2^n-l=:(']/"Sj)2n 

Das  sind  n  lineare  Grleichungen  für  die  n  Unbekannten  ^,j,  %^^'"%n-\' 

n 

Auf  den  rechten  Seiten  stehen  bekannte  Größen.  Für  y  S^  kann 
man  einen  beliebigen  der  tz- Werte  dieser  Wurzel-  einsetzen;  würde 
man  einen  anderen  wählen,  so  würden  sich  nur  die  Wurzeln  ^^, 
z^  '  •  •  ^n-i  untereinander  vertauschen.  Insbesondere  findet  man 
durch  Addition  der  Gleichungen  (25)  die  gesuchte  algebraische  Dar- 
stellung der  Wurzel  £q  : 

26){  i^  =  1  (T„  +Vs^  +  ("M  )^2;  +  ifi\f  7-3  +  •  •  •  +i\'^r'T,_,)  . 

Läßt  man  hier  auf  der  rechten  Seite  der  n^^^  Wurzel  ihre  /i-Deutig- 
keit,  so  hat  man  in  (26)  gleichzeitig  eine  Darstellung  für  sämtliche 
n  Wurzeln. 

§  100.     Die  Wurzeln  der  speziellen  Teilungsgleichung. 

Wir  beschäftigen  uns  nunmehr  mit  der  Frage  nach  der  algebrai- 
schen Auflösbarkeit  der  speziellen  Teilungsgleichung 

1)  (?„._i(z)  =  0; 

ihi:e  Koeffizienten  hängen  rational  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten 
von  ^2>  9s  ^^  "^^  ^^^®  Wurzeln  sind  in  transzendenter  Form: 

2)  p^.^^-pl---^'^^^^-]     lfi  =  0,l,2--n-l   außer  A  =  ^  =  0. 


Ähnlich  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  ?/  als  Veränderliche 
einführten,  wollen  wir  jetzt  w^,  co^  als  veränderlich  und  die  Wurzeln 
(2)  als  Funktionen  von  w, ,  co^'  ansehen.  Überhaupt  laufen  die  Über- 
legungen dieses  und  des  folgenden  Paragraphen  denen  des  vorigen 
vielfach  parallel.  Es  bedeutet  eine  kleine  Vereinfachung  für  die  Dar- 
stellung, wenn  wir  an  Stelle  von  (1)  die  völlig  äquivalente  Gleichung 

3)  '^•"-(f^)  =  0 

betrachten,  deren  Wurzeln 
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sind.  Nur  wenn  g^  ="  ^  oder  ^/'g  =  0  ist,  ist  der  Ansatz  (3),  (4)  un- 
möglich; wir  kommen  hierauf  am  Ende  des  nächsten  Paragraphen 
zurück.  Die  Größen  (4)  sind  (nach  §  20  und  §  21)  homogen  vom 
Grade  0  in  (o^,  (o^,  sie  hängen  also,  und  darin  besteht  die  erzielte 
Vereinlachung,  nur  vom  Verhältnis  m^joj^^  r  ab  und  sind,  da  sie 
sich  ja  bloß  untereinander  permutieren,  wenn  man  die  Perioden 
linear  transformiert,  untereinander  gleichberechtigte  Modulfunktionen. 
Die   Größen  g^y  g^  kommen  daher  in  Gleichung  (3)  nur  in  der  Ver- 

bindung  J  —  —j-^^ — ^   vor  und  zwar  sind  die  Koeffizienten  dieser 

Gleichung  rationale  Funktionen  von  /  mit  rationalen  Zahlenfaktoren ; 
vgl.  §  87. 

Wir  können  nun  nach  dem  Vorbild  des  vorigen  Paragraphen 
(vgl.  (13))  folgende  Frage  stellen: 

.  Erhält  man,  wenn  man  jene  [n^  —  1)  Modulfunktionen  (4)  allen 
möglichen  Modulsubstitutionen  unterwirft,  alle  möglichen  {n^  —  1)! 
Permutationen  der  Größen  (4)  oder  weniger?  Man  erkennt  sofort: 
Jene  {n^  —  1)  Modulfunktionen  werden  durch  zwei  Modulsubstitutionen 

("''!]   und    (    /  w  )  dann  und  nur  dann  in  einer  und  derselben  Weise 

permutiert,  wenn  entweder  die  Kongruenzen 

5)  a  ^  «',     ß  ^  ß\     /  :=  /,     ö  ^  d'       (mod.  n) , 
oder  die  im  Falle  ?«  >  2  davon  verschiedenen  Kongruenzen 

6)  cc^—a,     ß^—ß',     y^—y\     d^—Ö'     (mod.  n) 
gelten.     Im  Falle  (5)   sagt  man:    Die    beiden  Substitutionen    [      A 
und  I  '^  y  I  sind  modulo  n  einander  kongruent.    Wegen  (5),  (6)  lautet 

somit  die  Antwort  auf  unsere  Frage : 

Die  gesuchte  Anzahl  Fermutatioiien  ist  far  /*  >  2  halb  so  groß 
[für  n  =  2  ebenso  groß)  wie  die  Anzahl  der  Klassen  modulo  n  in- 
kongruenter linearer  Periodentransformationen.  (Von  diesen  Klassen 
bildet  die  eine,  welche  die  modulo  7i  zur  identischen  kongruenten 
Substitutionen  enthält  {a^d^^l,  ^  ^=  /  ^  0),  eine  Gruppe  \  bei 
ihren  Substitutionen  bleiben  alle  jene  (w^—l)  Modulfunktionen  einzeln 
ungeändert.  Jeder  anderen  Klasse  entspricht  eine  bestimmte  wirk- 
liche Vertauschung  der  Modulfunktionen.) 

Die  Anzahl  jener  Klassen  läßt  sich. leicht  bestimmen: 

Wegen 

ad-ßy^l 

ist  d  modulo  n  völlig  bestimmt,  sobald  wir  a  $  0  (mod.  n)  und  ß,  y 
ganz  beliebig  (mod.  n)  gewählt  haben,  das  gibt  im  ganzen  w^iw  — 1) 

BüRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  '^1 


322     XVI.     Oanzzahlige  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen. 


Möglichkeiten ;    ist  aber  « ^  0  (mod.  n)  gewählt,    so  ist  §  ganz  be- 
liebig  (mod.  7i),   ß  darf  ebenfalls  modulo  n    beliebig,  jedoch   nicht 
^  0  gewählt  werden,    worauf  wieder  /  (mod.  n)  völlig  bestimmt  ist, 
das  gibt  weitere  n{n  —  1)  Möglichkeiten. 
Im  ganzen  hat  man  also 

n^n  -  1)  +  n{n  -  l)  =  n{tfi  -  1) 

verschiedene  Klassen  und  daher  \n{n^  —  \)  verschiedene  Permutationen, 
falls  /2  >  2  (für  ?z  =  2  ist  die  Anzahl  n{n'^  —  1)  =  6,  weil  dann  die 
Bedingungen  (5),  (6)  in  eine  zusammenfallen). 

Die  zwei  linearen  Periodentransformationen  1  "  ?  )  und  i  ~"  ~^A 

geben  nur  eine  und  dieselbe  Modulsubstitution  (s.  §  71^  III).  Man 
kann   also    auch    sagen:    Die   fragliche    Anzahl   Permutationen    der 

Wurzeln  ^p^^  ist  genau  so  groß  wie  die  der  modulo  n  inkongruenten 

Klassen  von  Modulsubstitutionen.  Für  die  „Zusammensetzung''  dieser 
Klassen  gilt  dann  folgender  Satz,  der  eine  selbstverständliche  Folge 
der  Formel  (2)  des  §  72  ist: 

Sind  V.j  Fj.  irgend  zwei  Modulsubstitutionen  aus  der  i*^"-  und  aus 
der  k*^^  Klasse,  so  gehört  das  Produkt  Fj^  F.  einer  bestimmten  nur  von 
i  und  k  abhängigen  Klasse  an. 

Wir  zeigen  nun,  daß  man  die  Menge  der  (w^  —  1)  Funktions- 
werte ~Pj^  in  ?z  +  1  Teilmengen  von  je  (^—1)  Funktionswerten 
so  einteilen  kann,  daB  folgender  Satz  besteht: 

Durch  die  gefundenen  \n[n'^  —  1)  Permutationen  wird  niemals 
eine  Teilmenge  auseinander  gerissen^  d.  h.  bei  irgendeiner  jener  Per- 
mutationen vertauschen  sich  die  Funktionswerte  -^p^     *'^>  daß  [n  —  1) 

derselben^    die    vor    der  Permutation    eine    der    Teilmengen   bildeten,   in 
n  —  \  Uferte  übergehen,  die  ebenfalls  eine  der  Teilmengen  bilden. 
Geht  man  nämlich  von  dem  Gitter 

7)  G^:     2Ä,«,  H-2Ä3«3 

zu  einem  seiner  [n  +  1)  n^^^  üntergitter  über,  so  finden  sich  die 
dadurch  zu  (7)  neu  hinzukommenden  Gitterpunkte  jedenfalls  unter 
den  Punkten 

8)  2  ö?;^^^  =  2Aoj.  +2^0)^  ^  ^^  ^  beliebig,  nur  nicht  A  ^  ^  =  0  (mod.  n\ 

und  zwar  erhält  jedes  Parallelogramm  von  G^  (^  —  1)  solcher  neu 
hinzukommender  Punkte. 
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Umgekehrt  ist  irgendeiner  der  Punkte  (8)  Gitterpunkt  eines 
w^öi  Untergitters  von  6\;  denn  ist  v  der  größte  gemeinschaftliche 
Teiler  der  Zahlen  A  und  ij,  in  (8)  und 

so  kann  man  zwei  ganze  Zahlen  x,  q  so  bestimmen,  daß 

?J  o  —  fx'  X  =  1 
wird;  es  ist  dann 

eine    lineare    Periodentransformation    und     2  L  — — \~  2  ä„  ö?,     ein 

71*6^  Untergitter  von  G^]   diesem  Untergitter  aber  gehört  der  Punkt 

"^ — — ^^  als  Gitter punkt  an  {hj^  =  v,  h^  =  0),  w.  z.  b.  w. 

In  einem  Parallelogramm  von  G^  liegen  von  den  Punkten  (8) 
n^  —  1,  jeder  gehört  als  Gitterpunkt  einem  bestimmten  der  [n  -\-  1) 
Untergitter  zu  und  jedes  der  üntergitter  liefert  n  —  \  jener  Punkte; 
es  kann  somit  kein  Punkt  (8)  zwei  verschiedenen  der  n*®^  Untergitter 
angehören.  Die  Punkte  (8)  sind  daher  durch  ihre  Zugehörigkeit  zu 
den  (n  +  1)  w*®^  Untergittern  in  {n  +  1)  Mengen  von  je  {n  —  1)  Punkten 
eingeteilt;    mit   ihnen   sind   auch   die   {n^  —  1)    Funktions werte   (4): 

—  p{cox  )  iii  (^  +  1)  Teilmengen  geteilt,  zu  jeder  solchen  Teilmenge 

gehören   (ti  —  1)  Funktions  werte,   von   denen   allerdings,    wie    schon 
S.  314  hervorgehoben  wurde,  für  ungerades  n  je  zwei  einander  gleich 

sind,  z.  B.  p — —  =  p    ^^  ~   ^  ^ ,    Zu  einer  Teilmenge  gehören  bei- 
spielsweise die  Werte  —p^Q   («/  =  1,  2,  •  •  •  w  —  1),   ferner   zu   einer 

anderen  die  Werte  —p^    usw. 

Jede  Teilmenge  ist  somit  eindeutig  umkehrbar  einem  bestimmten 
der  {n  -f-  1)  n^^^  üntergitter  des  Gitters  2h^co^  +  2h^co^  zugeordnet 
und  somit  auch  einer  bestimmten  der  (w  +  1)  Invarianten 

Durch  irgendeine  Modulsubstitution  werden  aber  diese  [n  +  1) 
Invarianten  samt  den  zugehörigen  Untergittern  nur  untereinander 
permutiert  (§  90),  und  das  gleiche  gilt  al>o  auch  von  den  durch  sie 

jdefinierten  Teilmengen  der  Funktions  werte  —  /7^  ^,  w.  z.  b.  w. 

121* 
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§  101.    Die  Resoivente  für  die  spezielle  Teiiungsgleichung. 

Es  liegt  nun  nahe  (insbesondere  vom  Standpunkte  der  Galois- 
schen  Theorie  aus,  s.  darüber  §  103),  jede  der  (w  +  1)  Gleichungen 
{n  —  If^^  Grades   gesondert   aufzustellen,    deren  Wurzeln  aus   einer 

der    definierten   Teilmengen    der   Funktionswerte   —p^      bestehen. 

Die  nächste  Frage  ist  dann:  Wie  findet  man  die  Koeffizienten  dieser 
Gleichungen? 

Wir  nennen  die  hiernach  aufzustellenden  Gleichungen: 

k^  [z)^0,     h^  (z)  =  0 ,  •  .  •     K+i{z)  =  0  . 

Die  Wurzeln  von  h^  [z)  =  0  seien  etwa 

^    _  -^2    ,,  ^^L         -r  —    ^'^    ^  2-2(0,  __    fj,     ;   2(w-l)2(..M 


^".7-'    ^  =  ^i^ — ;r-'  •••^«-1  ---w-P 


Der  Koeffizient  von  z'  in  h^  [z)  sei  gleich  1 ;  irgendein  anderer 
Koeffizient  der  Gleichung  h^  [z]  —  0  ist  dann  eine  rationale  sym- 
metrische Funktion  S^  von  z^,  z^  -  •  -  Zn~i,  daher  auch  auf  Grund 
der  Formeln,  die  p{kti)  durch  pn  ausdrücken,  eine  rationale  Funktion 
von  z^,  g^,  g^i 

S,^r(z^), 
und   da  S^   als    symmetrische    Funktion   sich    nicht    ändert,    wenn 
man  z^  mit  z^,{v  =  2,  3,  •  •  •  /i  —  1)  vertauscht: 

I    S^  ==r[z^)  =  r{z^)=  ...  =rh_0 

^^  1         -=  j^{r{z,)-\-  r [z.^ -}-•..  r{z,,^,)), 

allgemeiner 

2)  «;"  =  I  [('-K))"  +  {r{z,)r  +■■■   +  (r{z.,^^'_ 

Ist  Sft  die  nämliche  symmetrische  Funktion  wie  S^,  jedoch  aus  den 
Wurzeln  zi^,  •  •  •  z„_i^  der  Gleichung  h^{z)  =  0  gebildet,  so  findet 
man  genau  so 


3)      V 


n 


{V  =  1,  2 


Danach  sind  die  symmetrischen  Funktionen  der  in  -f  1)  Großen  S^, 
S^j  '  '  •  Sn+i  symmetrische  Funktionen  der  n^—1  ffurzeln  der  Gleichung (3) 
des  vorigen  Paragraphen;  diese  symmetrischen  Funktionen  lassen 
sich  somit  rational  durch  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen,  d.  h.  rational  durch  g^,  g^  ausdrücken.  Multi- 
pliziert man  daher  die  linke  Seite  der  Gleichung 
4J  (^_^^)(^_^^)...(^_^,^,)  =  0 
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aus,  so  erhält  man  ein  Polynom  H{t),  das  man  wirklich  bilden  kann 
und  dessen  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  g^,  g^  mit  ratio- 
nalen Zahlenfaktoren  sind. 

Danach  sieht  es  zunächst  so  aus,  als  wäre  zur  Ermittelung 
jedes  der  gesuchten  (n  —  \)  Koeffizienten  der  Gleichung  h^(z)  —  i) 
die  Auflösung  einer  Gleichung  [n  +  1)^«^"  Grades  von  der  Art 


5) 


Jl{t)r=0 


nötig.  Tatsächlich  genügt  es,  eine  einzige  Gleichung  aufzulösen, 
von  der  jede  Wurzel  /S.(z  =  1,  2,  •  •  •  ?/  -f  1)  gleich  einer  beliebig  vor- 
gelegten rationalen  symmetrischen  Funktion  der  Wurzeln  der  Gleichung 
h.{z)  =i  0  istj  vorausgesetzt  nur,  daß  die  {n -\-  1)  Wurzeln  S^  von- 
einander verschieden  ausfallen. 

Ist  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen  s.  irgendeine  andere 
rationale  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln  der  Gleichung  h.{z)  =  0 
iV  —  1,  2,  '  ■  '  n  -{-  l),  so  können  die  rechten  Seiten  der  folgenden 
Gleichungen  als  bekannte  rationale  Funktionen  von  ^g»  ^3  angesehen 
werden  (da  ja  die  linken  Seiten  auf  Grund  des  nach  Gleichung  (3) 
ausgesprochenen  Satzes  symmetrische  Funktionen  sämtlicher  (w^— 1) 
Wurzeln  der  Gleichung  (3)  des  §  100  sind): 


6) 


•^1      +       «'2       +       -^3        + 

•'1^1      +'^2^2     +^'3^3      + 


+  -Si  +  l  ^«  +  1  =    ^9 


?^/Sj"  +  .S'2  62"  +  .^3  /Sg"   -f    •   •  .  Snj^x  SnJf-l  =    /'„. 


Aus  diesen  {n  -\-  \)  linearen  Gleichungen  lassen  sich  die  Unbekannten 
5j,  .?2,  •  •  •  •^n+i  eindeutig  berechnen,  da  die  Determinante 

1    1     1    •••     1 


S^   ^2  ^3 

W^3' 


^n  + 


5n  +  l 


\     Q  n  n  n  Q  n  qii 

^    ^1     ^2     ^^3      •   *  •  ^n  +  1 

nur  dann  verschwinden  könnte,  wenn  zwei  der  Werte  S^  einander 
gleich  wären,  was  wir  ausgeschlossen  haben.  Zur  Ermittelung  der 
Koeffizienten  der  Gleichungen  h^  (2^)  =  0 ,  h^[z)  =  0 ,  •  •  K+i {z)  =  0 
genügt  somit  die  Auflösung  einer  einzigen  Gleichung  [n  +  1)*«"  Grades 
mit  in  g^^  9z  rationalen  Koeffizienten.  Die  Wahl  dieser  „Resolvente" 
ist  noch  in  hohem  Grade  willkürlich. 
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Im  allgemeinen  kann  man  beispielsweise  die  Gleichung  mit 
der  Unbekannten  J: 

die  zwischen  der  Invariante    /=— — -■^^- — ^  und  leder  der  zu  einem 

g^^  -  27  g^^  ^ 

n^^^  Untergitter  des  Gitters  G^  gehörigen  Invarianten  /  besteht  (§  90), 
als  Resolvente  benutzen.  Denn  nach  §  96  sind  die  zu  einem  Unter- 
gitter 2  //j  -^  +  2  /«3  ft>3  von  Gj^  gehörigen  Invarianten  g^  I  — ,  «3 )  ? 
//gj— ,  (oA  mithin  auch  die  zugehörige  Invariante  /  rationale  sym- 
metrische Funktionen  der  Wurzeln  ^  p  ( — *^-^\  {v  =  1,  2,  •  •  -  n  —1) 

g^     V    ^*    / 
von  Ä^  =  0.     (Bezüglich  der  Bezeichnungsweise  ist  nur  zu  beachten, 

daß  die  in  §  96  mit  ^g»  ^3  bezeichneten  Invarianten  nunmehr  die 
Rolle  der  Untergitter -Invarianten  übernehmen,  während  die  im 
jetzigen  Paragraphen  mit  ^2(^1 '^3)'  ^3(^1»  ^3)  bezeichneten  Größen 
dort  ^2  7  9 2  heißen,  sowie  daß  die  dort  mit  2nco^  bezeichnete  Periode 
hier  2  co^.  heißt). 

Man  kann  somit  die  Modulargleichung  (7)  als  Resolvente  be- 
nutzen, sofern  nur  ihre  [n  -f  1)  Wurzeln  J  voneinander  verschieden 
sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sind  unter  den  [n  +  1)  w*^^  Unter- 
gittern von  G^  zwei  einander  ähnliche,  und  die  zugehörigen  Perioden- 
quotienten müssen  dann  einander  äquivalent  sein  (§  76,  I).  Schreibt 
man  diese  Bedingung  an,  so  ergibt  sich,  daß  r^w^jco^  einer 
algebraischen  Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
genügen  muß.  Nur  in  diesem  Falle  kann  also  die  Modulargleichung 
wegen  Zusammenfallens  von  Wurzeln  als  Resolvente  unbrauchbar 
werden.  Mit  Anwendung  von  Stetigkeitsbetrachtungen  könnte  man 
übrigens  auch  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  J  der  Glei- 
chung (7)  zulassen. 

Es  wurde  schon  erwähnt  (S.  315),  daß  die  Resolvente  im  all- 
gemeinen nicht  durch  Wurzelausziehungen  aus  bekannten  Größen 
lösbar  ist  (vgl.  S.  333).  Dagegen  wollen  wir  im  nächsten  Paragraphen 
zeigen,  daß  die  [n -\-  1)  Gleichungen  ä^(z)  =  0,  deren  Koeffizienten 
außer  von  den  schon  früher  adjungierten  Größen,  noch  von  den 
nunmehr  als  numerisch  gegeben  anzusehenden  Wurzeln  der  Re- 
solvente abhängen,  algebraisch  lösbar  sind.  Wegen  der  völligen 
Gleichartigkeit  dieser  Gleichungen  können  wir  uns  auf  h^(z)  =  0 
beschränken.  Das  Polynom  h^  [z)  ist  für  ungerades  ti  >  2  (wir  setzen 
ja  n  als  Primzahl  >  2  voraus),  wie  schon  bemerkt,  ein  reines 
Quadrat,    so    daß    es    sich   im  Grunde   nicht  um  die  Lösung  einer 
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Gleichung  vom  Grade  tz  —  1 ,  sondern  — - —  handelt.  Doch  be- 
halten  wir  die  Gleichung  h^[z)^0  bei;  nur  wollen  wir  die  Er- 
setzung von  z  durch  ~z  (vgl.  §  100  (1)  und  (3))  wieder  rückgängig 
gemacht  denken. 

Danach    handelt    es    sich    im   nächsten    Paragraphen   um    die 
algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichung 

8)  M;.)  =  0, 

deren  Koeffizienten  als  bekannt  angesehen  werden  und  deren  Wurzeln 

in  transzendenter  Form  die  Größen 

2vcöy 


(i.  =  1,  2,  .  •  .  n  -  1) 

\  HZ  -  '     I 

sind. 

Vorher  haben  wir  noch  kurz  auf  die  Fälle  g^  =  ^  ^^^  ffs  —  ^ 
einzugehen,  die  wir  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  ausgeschlossen 

haben,   als  wir  dort  in  (1)  z  durch  —z  ersetzten.    Um  die  vorauf- 

gehenden  Überlegungen  vollständig  auch  auf  diese  ausgeschlossenen 
Fälle  zu  übertragen,  betrachten  wir  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  des 
§  100  im  harmonischen  Falle  (^g  =  0)  die  Gleichung,  deren  n^  —  1 

Wurzeln  — ^  sind,  dagegen  im  gleichseitigen  Falle  {g^  =  0)  die 
Gleichung,  welche  die  Wurzeln  — ^    besitzt.      Die    Wurzeln    jeder 

9^ 

solchen  Gleichung  sind,  als  Funktionen  von  oo^ ,  Wg  betrachtet,  wieder 
untereinander  gleichberechtigte  Modulfunktionen,  so  daß  sich  die 
angestellten  gruppentheoretischen  Überlegungen* des  §  100  vom  all- 
gemeinen Fall  ohne  weiteres  auf  die  beiden  Ausnahmefälle  übertragen. 

vi 

Um  dann  schließlich,  wenn  die  Gleichung  für   — -     im    einen 

p1 
und  für  — ^  im  anderen  Falle  gelöst  ist,  pi,^  selbst  zu  finden,  ist 

9» 
im  ersten  Falle  noch  eine  Quadratwurzel,    im    zweiten    eine    dritte 
Wurzel  auszuziehen: 

9)  Px^-^  +  g,  \/^f--~'    felis  ^3  =  0, 

10)  Px,  =  e-!,,  ^P^  ■  -^,  falls  ff,  =  0,  (mit  £'=!),. 

und  es  erhebt  sich  dann  nur  noch  die  Frage:  Welches  Vorzeichen 
muß  man  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  und  welche  dritte  Einheits- 
wurzel muß  man  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  wählen,    um   links 
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eine  Wurzel  der  Grieichung  (1)  zu  erhalten?  Die  Antwort  lautet: 
Diese  Wahl  ist  ganz  beliebig;  denn  im  Falle  ^3  =  0  ist  neben  px,, 
stets  auch   —pxfi  Wurzel  der  Gleichung  (1)  des  §  100  und  im  Falle 

^2=0    genügen   ihr   neben    px,,,    auch   die    Werte  'o~^~P^f^' 

Um  dies  einzusehen,  genügt  ein  Blick  auf  Gleichung  (7)  des  §  23 
für  n  =  cjx^  und  auf  Gleichung  (7)  des  §  24  ebenfalls  für  u  =  mx/i- 
Im  harmonischen  Falle  enthält  somit  Gn^^i  [z)  für  ungerades  w  >  1 
nur  gerade  Potenzen  von  z,  so  daß  die  Gleichung  mit  den  Wurzeln 

— ^—  einfach  dadurch  zu  bilden  ist,  daß  man  in  §  100  (1)  z"^  durch 

g^  z  ersetzt.  Dagegen  schließt  man  im  Falle  ^3  =  0,  daß  Gn^-\  {z) 
entweder  das  Quadrat  eines  Polynoms  in  z^  ist,  oder  möglicherweise 
auch,  nämlich  dann,  wenn  einer,  also  auch  noch  ein  zweiter  der 
Werte  px^,  =  0  ist,  gleich  z'^mdX  einem  solchen  Polynom.  Der  letztere 
Fall  tritt  ein,  wenn  n  —  %  ist;  dann  ist  die  Gleichung  (j,je_i  [z)  —  0 
vom  Grade  8  und  kann,  da  ja  Gn-'-x  [z)  ^^^  reines  Quadrat  ist,  nur 
vier  voneinander  verschiedene  Wurzeln  besitzen,  wovon  nach  Glei- 
chung (10)  wegen  g^  =  0  drei  im  Verhältnis  1:^^^ — -^-^:  ~—  ""^  ^ 

zueinander  stehen,  während  aus  dem  gleichen  Grunde  (10)  für  die 
vierte  als  einzig  möglicher  der  Wert  Null  übrig  bleibt;  haben  z.  B. 
ö)j,G?3  die  Bedeutung  wie  in  §  24  (6),  so  ist  wegen  der  Periodizität 
der  /7-Funktion  und  wegen  der  Gleichung  pu  =p[—u): 

2cöi  2-2  0),  2w, +2wo  2-26)i+2-2fi>3  2(üo  2-26>3       ,, 

ferner  nach  §  24  (7): 

2ft),  2«, +2ü>3  2ft>3  -l+*l/"3      -\-iyl>    . 

somit  endlich  nach  dem  vorhin  Gesagten: 

2f,;,+2.2M,  2.2w, +20),  .. 

P—^ =;- r, =  0. 

n^  —  \ 
Für  eine  Primzahl  ti  >  3  ist  n^  —  l  durch  3  teilbar;  die  — - — 

untereinander  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  stehen  dann 
im  Falle  ^3  =  0  zu  je  dreien  in  dem  obigen  Verhältnis 


und  keine  der  Wurzeln  ist  dann  Null.     Die  gewünschte  Gleichung 
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mit    den    Wurzeln    — ^  erhält  man  also,  indem  man  in  G„i   ,  (z)  =  0 
z^  durch  ^3  z  ersetzt. 

§  102.  Auflösung  der  speziellen  Teilungsgleichung. 

Die  Auflösung   der   Gleichung    ä(z)  =  0   (§101  (8))    hat   große 
Ähnlichkeit  mit  derjenigen  der  Gleichung  -^ — -  =  0 . 

Die   ganze   Zahl  g  sei  eine  ,/pj'imitive   fVurzel  von  n'',  d.  h.  die 
//  —  1  Zahlen 

1)  .9^  fi'y  !/%■'■  ff  ^ 

seien   modulo  n-  alle   einander  inkongruent;    es   ist  dann   jede  Zahl 

der  Reihe  (1)  einer  Zahl  der  Reihe 

1,  2,  3    •  •  //  -  1 
kongruent.     Es  sei  etwa 
2]  ff^v  :=.  V  (mod.  n)  (v  =  1,2,3-  ■  -n-  1, 

A^,  ebenfalls,  nur  in  anderer  Reihenfolge, 
=  1,  2,  3    -TZ- 1). 
Insbesondere  ist  nach  Fermat: 
3)         .  ;,^  =  „  _  1. 

Wir  adjungieren  nun  die  Einheitswurzel 

^^  ß  =  ^«-1 

und  bilden  für  //  =  0,  1,  2,  •••//  —  2  die  Summen 

I      0-,,  =  Z^  ß^'^f^  +  Z,^  ß  ^="    +  Tg  /?^-«   +    •   •  •   Z,^l  ß'n     \  ." 

I  =  ß^^ '"  p  -^ '-  +  ß'-^f  p       ^         '    +   •  •  •  +ß^n^\f^p  -^ •  . 

Da  p '--   eine    rationale   Funktion  von    p — ~     ist,  ist  auch 

jede  der  Summen  rr,,   eine  rationale  Funktion   von  p — ^: 

Ersetzt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  co^  durch  g^^'M^,  so 
erhält  man: 

ß^..up±^- l:^i_   _j-  ßh^pll ^^    .  .   .  ß'n-V'^,11 ^ 

9  n^'"^    V  ri  9  n^2 +  *>'/., 


^   ßi^n-l  +  ^'v)^  p     2g'-^-^^^C0, 
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Da  /9"-^  =  1  und  nach  (2),  (3)  g'^-'^  ^  1  (mod.w),  kommt  es  nur  auf 
die  Reste  der  Exponenten  Aj  -f-  A^,  Ag  +  zL^,  •  •  •  K-i-^-K  i^odulo  [n  —  V] 
an;  diese  Reste  sind  aber,  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  die  Zahlen 
0,  1,  2,  •  •  •  w  —  2  oder  auch  A^,  Ag?  *  '  *  ^n-i ;  die  eckige  Klammer  auf 
der  rechten  Seite  von  (8)  ist  somit  nichts  anderes  als  o-^.  Somit 
führt  die  Ersetzung  von  «j  durch  g^v  o)^  g^  über  in  /9i~'^''^(7^, 
andererseits  führt  diese  Ersetzung  aber 

z^  —  V ^   über  m   v  — ~  —  p —  z^. 

also  nach  (6)  a^,  =  r^\z^  in  r,,(zj.  Durch  Vergleichung  dieser 
beiden  Ergebnisse  findet  man 

also 

9)  ('•,.W)"  ■'  =  (»-...(^i))"-' 
und 

10)  (,-,(z..))-''r„(z,)=(r,(2,))-"r„(z,). 

Aus  (9)  folgt  für  /*  =  1 

1 1)  ('-1  (^i)j"  -  ^  =  izi  ( ('•i  (^i))"-'  +  ('-i  (^2))"-'  +  •  •  ■  +  ('-1  (^«-1)))  ' 

(r.  (2:))"-^  ist  somit  eine  rationale  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln 
der  Gleichung  ^(2:)  =  0  und  kann  als  rationale  Funktion  -iS'  der 
Koeffizienten  dieser  Gleichung  dargestellt  worden.  Für  r^  [z^  selbst 
kann   man    dann   einen  beliebigen  der  n  —  \  möglichen  Werte  von 

^ B  wählen,  da  eine  Veränderung  dieser  Wahl  nach  (8)  bloß  auf  eine 
ümnumerierung  der  Wurzeln  z^  hinausläuft: 

12)  ,  .   r^{z^)^^|6, 
Aus  (10)  folgt  weiter,  daß 

(r^(zj)-"r,(^3)  ==  -;;^[K(0)"'"^,«(^i)+  l''ih))""^A^(-2)  +  •  •  •   + 

+  (ri(2'„_i))~'"r^(r„„i) 

ebenfalls  eine   rationale   symmetrische   Funktion    der   Wurzeln   z^, 

z^-  "  z^,  also  eine  rationale  Funktion  T,,  der  Koeffizienten  von 
h{z)  ist: 

13)  r,,(^,)=i;(rj(rjj" 
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14) 


Danach  nehmen  die  Gleichungen  (5)  folgende  Form  an: 

+      2:3      +•••+  Zn-i        =7; 


)(n-2)Ai 


^z,+ß''-'^'''z,+ß'''-'^'-^z,^  .  • .  +/9^"  ^^^^-^z„_i  ==l'„_2(l/^r  -' 

und  auf  den  rechten  Seiten  stehen  jetzt  nur  bekannte  Größen.    Da 
einerseits  wegen  (3),  (4) 

ß''  =  1 , 

andererseits  für  «^  =  2,  3,  •••//  —  1 

bis  auf  die  Reihenfolge  der  Summanden  gleich 

i  +  ß  +  ß'-\- ■■•  +/5"  ^ 

^    ßn  -i. 

also  gleich —   _  ^     =  0  ist  (wegen  (4)),    so  findet  man  durch  Ad- 
dition, der  Gleichungen  (14): 


15)      z^^  -i- 


n—l  n  —  l  n—l  «  — 1 


Das  ist  die  gesuchte  Darstellung  der  Wurzel  2^;    sie  liefert  gleich- 

n-l_ 

zeitig    auch    die  Wurzeln    z^,  z^,  ■  -  •  Zn-i,    wenn    man    für    ]/ S   alle 
möglichen  {n  —  1)  Werte  einsetzt. 

§  t03.    Zusammenhang  mit  der  Galois sehen  Theorie. 

Wir  haben  die  vorausgehenden  algebraischen  Überlegungen  an- 
gestellt, ohne  etwas  von  der  Galois  sehen  Theorie  der  Gleichungen 
vorauszusetzen,  und  sind  damit  dem  geschichtlichen  Gange  gefolgt; 
denn  zweifellos  sind  die  Ergebnisse  Abels,  die  wir  in  den  letzten 
Paragraphen  auseinandergesetzt  haben,  bedeutungsvoll  für  die  später 
entstandenen  Gedankengänge  und  ßegrifisbildungen  Galois'  geworden. 
Nun  wollen  wir  hinterher  für  solche  Leser,  die  mit  der  höheren 
Algebra  nicht  ganz  unvertraut  sind,  ohne  Ausführung  von  Beweisen 
zeigen,  wie  sich  die  angestellten  Überlegungen  in  die  Galois  sehe 
Theorie  einordnen. 

Unter 
1)  i^(:i',i;)  =  0 
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verstehen  wir  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  ü,  die  in 
X  vom  Grade  n  sein  möge;  ihre  Wurzeln  x^,  ^'2  * ' '  ^n  ^^^^  dann  alge- 
braische Funktionen  von  v.  Wir  setzen  voraus,  daß  nicht  etwa  für 
jedes  V  zwei  dieser  Wurzeln  zusammenfallen,  m.  a.  W.  es  soll  nicht 
identisch  die  Diskriminante 

2)  i>(t;)  =  0 

sein.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1)  seien  gegebene  Zahlen 
eines  gegebenen  Rationalitätsbereiches  oder  Zahlkörpers  K  (d.  h.  sie 
lassen  sich  alle  durch  die  Operationen  des  Addierens,  Subtrahierens, 
Multiplizierens,  Dividierens  aus  einer  Anzahl  gegebener  Zahlen 
u,  ßy  •  '  '  gewinnen). 

Wir  setzen  nun  die  algebraischen  Funktionen  x^ (w),  x^ [v]-  -- x^ {v), 
deren  Numerierung  zunächst  willkürlich  ist,  vom  Punkte  v  =  Vq  aus 
auf  einem  beliebigen  Wege  fort;  der  Einfachheit  halber  nehmen 
wir  i^ur  an,  daß  auf  diesem  Wege  keine  Nullstelle  der  Funktion  D(v)  und 
auch  keine  Nullstelle  des  Polynoms  liegt,  das  in  (1)  den  Koeffizienten 
von  x^  bildet.  Die  Ausgangs  werte  x^  (ü^,),  ^2  W'  '  *  *  ^«(^o)  werden  im 
allgemeinen  in  der  Reihenfolge  von  den  sich  durch  Fortsetzung  auf 
einem  geschlossenen  Wege  ergebenden  Endwerten  x^  (v^),  x^  (vq),-  •  •  x^  (v^^) 
verschieden  sein;  die  Anordnung  dieser  Endwerte  wird  aus  der  An- 
fangsanordnung durch  eine  gewisse  Umordnung  (Substitution)  entstehen, 
die  von  der  Wahl  des  Weges  abhängt.  Die  Gesamtheit  der  zu  allen 
möglichen  geschlossenen  Wegen  (jehÖrigen  Substitutionen  bildet  eine  von  v^ 
unabhängige  Gruppe  F.  Man  nennt  sie  die  Monodromiegruppe  der 
Gleichung  (1),  in  der  x  Unbekannte,  v  Parameter  ist. 

Es  gilt  folgender  Satz: 

I.  Jede  ^nit  Zahlenkoeffizienten  aus  K  rational  von  v  und  von 
den  n    IVurzeln  x^  {v),  x^  {v\  •  •  •  ^„  iv)  abhängende  Funktion 

(p{v,x^{v),x^[v),'^'X^{v)), 
die  eine  eindeutige  Funktion  von  v  ist,  d.  h.  also  die  sich  nicht  ändert, 
ivenn    man    x^[v),  x^{v),  -  -  •  x^{v)    den    Substitutionen    der    Monodromie- 
gruppe F  unterwirft^  ist  eine  rationale  Funktion  von  v. 

Die  Koeffizienten  dieser  rationalen  Funktion  (l){v)  müssen  nicht 
dem  Körper  K  angehören,  sondern  können  Zahlen  eines  Körpers  K/ 
sein,  der  entsteht,  wenn  man  iT  noch  eine  oder  mehrere  Irrationali- 
täten adjungiert. 

Die  Koeffizienten  der  speziellen  Teilungsgleichung,  deren     - 

Wurzeln    die   untereinander   verschiedenen   Modulfunktionen    —;?;.„ 

93 
sind,  hängen  rational  von  der  Invariante  J  des  Gitters  2h^  oj^-\-2h^  co^ 
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ab;  der  Körper  K  besteht  in  diesem  Falle  aus  allen  rationalen 
Zahlen.  Die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung, 
bei  der  /  die  Eolle  des  Parameters  v  übernimmt,  besteht  nach 
§100  für  7«  >  2  aus  ^n(n^  —  1)  Substitutionen;  denn  denkt  man 
sich  J  als  Funktion  von  t  =  Wg/wj,  so  erhält  man  alle  möglichen 
geschlossenen  Wege  der  «/-Ebene,  wenn  man  r  von  irgendeiner 
Stelle  in  eine  bezüglich  der  Modulgruppe  äquivalente  überführt. 

um  den  Körper  Ä'  zu  erhalten,  hat  man  noch  die  n^^^  Einheits- 
wurzeln  zu  adjungieren.  Auf  den  Beweis  dieses  Satzes  müssen  wir 
verzichten,  ebenso  auf  eine  genauere  Untersuchung  der  aus  -ln{n^—l) 
Substitutionen  bestehenden  Gruppe  F;  eine  solche  würde  u.  a.  zeigen : 

IL  r  enthält,  falls  ?i  >  3,  keine  ausgezeichnete  Untergruppe,  d.  h. 
es  gibt  in  F  keine  Untergruppe  F'  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  /"  ist  nicht  die  Gruppe  F  selbst,  enthält  aber  außer  der 
identischen  Substitution,  die  alle  Wurzeln  an  ihren  Plätzen 
läßt,  noch  andere  Substitutionen; 

2.  Ist  /'  irgendeine  Substitution  von  F,  J\  eine  solche  von  F\ 
so  ist  auch  V~'^  V^  V  eine  Substitution  von  F'.  (Wegen  der 
Bezeichnungsweise  vgl.  §  72). 

Aus  diesem  Satze  schließt  man  dann  auf  Grund  eines  Haupt- 
satzes der  Galois  sehen  Theorie,  daß  die  Wurzeln  ~pxa  der  speziellen 

Teilungsgleichung  nicht  durch  Formeln  dargestellt  werden  können, 
in  denen  außer  den  Zahlenkoeffizienten  und  der  Invariante  /  keine 
anderen  Zeichen  vorkommen  als  eine  endliche  Anzahl  +,  — ,  •,  : 
und  Wurzel- Zeichen.  Das  hindert  nicht,  daß  für  unendlich  viele 
bestimmte  Zahlenwerte  von  /  jene  Gleichung  mittels  der  rationalen 
Operationen  und  Wurzelausziehungen  lösbar  ist  (vgl.  §  107). 

In   §  101    führten   wir    die   Auflösung    der   Gleichung,    deren 

Wurzeln  die  — - —  verschiedenen  Teil  werte  p^,^  sind,  auf  die  Auf- 

* 
lösung   einer   Resolvente   vom    Grade   [n  +  1)   zurück.     Wir   fragen 

nun:  wie  erklärt  sich  das  aus  der  Galois  sehen  Theorie? 

Wenn  uns  zunächst  wieder  die  allgemeinere  Gleichung  (1)  des 
jetzigen  Paragraphen  vorliegt  und  wenn  F'  irgendeine  von  F  ver- 
schiedene nicht  ausgezeichnete  Untergruppe  der  Monodromiegruppe  F 
ist,  so  kann  man  (und  zwar  noch  auf  unendlich  viele  Weisen)  eine 
rationale  Funktion  ^^[v,x^,x^,  '  ■  *  ^ J  °^i*  Koeffizienten  aus  K  bilden, 
die  als  Funktion  ^^  von  v  aufgefaßt,  dann  und  nur  dann  unverändert 
bleibt,  wenn  man  die  ar, ,  ar. ,  •  •  •  x    den  Substitutionen  von  F'  unter- 
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wirft,  während  sie  durch  Substitutionen,  die  zwar  F,  aber  nicht  F' 
angehören,  in  eine  Anzahl  anderer  Funktionen  ¥^2?  ^3?  •'  ^// 
übergeht. 

Die  Anzahl  v  der  Substitutionen  von  F'  oder  kürzer  der  Grad 
von  F'  ist  stets  ein  Teiler  des  Grades  iV  von  F  und  zwar  ist  v  n  =  iV, 
wo  ^  die  soeben  eingeführte  Bedeutung  (Anzahl  der  verschiedenen 
Funktionen  z.  =  ^^  (v))  hat.  Diese  ^  Werte  z.  sind  Wurzeln  einer 
Gleichung 

3)  G[z,v)=^0, 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  v  mit  Zahlenfaktoren 
aus  K'  sind.  Auf  Gru-nd  Galois  scher  Überlegungen  kann  man 
leicht  folgenden  merkwürdigen  Satz  beweisen: 

III.  Jede  der  n  Wurzeln  x^^  x^,  *  •  >  x^  der  Gleichung  {!)  läßt  sich 
rational  mit  Zahlenkoefßzienten  aus  K'  durch  v  und  die  fji  Wurzeln 
z^j  z^j'  ■  •  Z/i  der  Gleichung  (5)  ausdrücken: 

Da  umgekehrt  nach  Voraussetzung  die  z^,  z^^  z^  -  -  -  0«  rationale 
Funktionen  von  v,  x^,  x^,  •  ■  -  x^  (mit  Koeffizienten  aus  K,  also  auch 
aus  K')  sind,  ist  bei  Zugrundelegung  des  Kationalitätsbereichs  K' 
die  Aufgabe,  eine  dieser  Gleichungen  aufzulösen  (d.  h.  ihre  Wurzeln 
als  Funktionen  von  v  zu  finden)  vollständig  gleichwertig  mit  der 
Aufgabe,  die  andere  Gleichung  aufzulösen,  wiewohl  die  Grade,  dieser 
Gleichungen  in  x  und  z  sehr  verschieden  sein  können;  es  sind  eben 
die  Monodromiegruppen  beider  Gleichungen  völlig  gleichartig  zu- 
sammengesetzt. 

Der  höchst  mögliche  Grad  der  Gleichung  (3)  in  z  ist  ^u  =  iV; 
er  ergibt  sich  für  z/  =  1,  d.  h.  wenn  F'  keine  andere  als  nur  die 
identische  Substitution  enthält;  man  wird  insbesondere  auch  nach 
dem  kleinst  möglichen  Werte  von  fi  fragen,  d.  h.  also  nach  den 
Untergruppen  F'  von  F,  deren  Grad  v  möglichst  groß  (aber  <  N)  ist. 

Im  Falle  der  speziellen  Teilungsgleichung  war  für  eine  Prim- 
zahl n  >  2  der  Grad  N  der  Monodromiegruppe  F  gleich  ^n{n^—iyj 
den  einzelnen  der  N  Substitutionen  dieser  Gruppe  entsprachen  je 
2  aus  den  n[n'^—l)  modulow  inkongruenten  Klassen  linearer  Perioden- 
transformationen (vgl.  hierzu  und  für  das  Folgende  die  Überlegungen 
von  S.  321  ff.).  Man  sieht  nun  folgendermaßen  ein,  daß  die  Monodromie- 
gruppe jT  Untergruppen  F'   \om   Grade   ln(n—l)   enthält:    Unter 

den  obigen  n  [n^  —  1)  Klassen  linearer  Periodentransformationen  r 

befinden  sich  n{n  —  1),  für  die 

4)  ß^O     (mod.  n) 
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ist;  wegen 

5)  aS  -  ßr  =  '^ 

kann  nämlich  nach  Annahme  der  Kongruenz  (4)  /  modulo  n  noch 
jeder  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  (w  —  1),  a  noch  jeder  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •  (7^  —  1)  kongruent  sein,  worauf  dann  S  modulo  n  bestimmt 
ist.  Das  gibt  aber,  wie  behauptet,  n{n  —  l)  Klassen  und  entsprechend 
-l-n{n  —  1)  Substitutionen  von  jT;  daß  diese  eine  Untergruppe  F'  von 
r  bilden,  folgt  sofort  aus  der  Formel  (2)  des  §  72  für  die  Zusammen- 
setzung zweier  Substitutionen. 

Die  Invariante  /(w  r)  bleibt  bei  allen  Modulsubstitutionen,  die 
der  Bedingung  (4)  genügen,  ungeändert  (§  89),  andererseits  ist  /(tzt) 
eine  rationale  Funktion  mit  rationalen  Zahlenfaktoren  der  Invariante  / 

und   der  Wurzeln    --  p^^,  der  speziellen  Teilungsgleichung  (s.  S.  326 

oben).  Unterwirft  man  diese  Wurzeln  den  Substitutionen  der  Mono- 
dromiegruppe  F,  so  erhält  man  neben  J(n  r)  die  daraus  durch  die 
Modulsubstitutionen  entstehenden  gleichberechtigten  Modulfunktionen 

Nach  dem  Satze  II  lassen  sich  alsg   die   Wurzeln  "^A/*  rational 

durch  «/(wt)  und  die  n  damit  gleichberechtigten  Modulfunktionen  aus- 
drücken. Die  hierbei  auftretenden  Koeffizienten  gehören  dem  Körper  K' 
der  .n'^"  Einheitswurzel  an  (vgl.  S.  333). 

Von  der  so  als  möglich  erkannten  Darstellung^  der  Teilwerte  px^, 
mittels  der  Invarianten  /,  die  zu  den  [n  -f  1)  n^^^  üntergittern  des 
Gitters  2  ä^  Wj  +  2  Äg  «3  gehören,  ist  die  auf  S.  33 1  abgeleitete  Dar- 
stellung verschieden;  wir  haben  dort  nämlich,  um  beispielsweise  pj^ 
darzustellen,  nicht  jene  [n  4-  1)  Invarianten  sämtlich  benutzt,  sondern 
nur  eine  davon,  dafür  ist  die  dortige  Darstellung  keine  rationale, 
sondern  es  kommt  eine  [n  —  1)*®  Wurzel  vor. 

Wir  haben  für  die  spezielle  Teilungsgleichung  noch  die  Frage 
zu  beantworten,  die  wir  allgemein  S.  334  aufgeworfen  haben,  nämlich: 

Gibt  es  unter  den  ^n{n^—l)  Substitutionen  der  Mouodromie- 
gruppe  solche,  die  eine  Untergruppe  von  einem  Grade  v  bilden, 
der  >i?z(?z— 1)  und  <-|-w(7i^— 1)  ist?  m.  a.  W.:  Gibt  es  für 
spezielle  Teilungsgleichung  eine  Resolvente  von  einem  Grade  |tA<7z+l? 


^  Wirkliche  Durchführung    bei  Kroneckee,    Monatsbericht    der    Berliner 
Akademie  vom  19.  Juli  1875. 
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(w  immer  als  Primzahl  >  3  vorausgesetzt;  die  Annahme  «  =  2,  3 
führt  von  vornherein  nur  auf  Gleichungen,  deren  Grad  den  vierten 
nicht  übersteigt  und  die  also  algebraisch  lösbar  sind).  Die  Antwort 
von  Galois,  die  wir  hier  nicht  beweisen  können,  lautet: 

Im  allgemeinen  gibt  es  keine  Uesoloente  von  einem  Grade  <  n  +  1 
und  nie  eine  solche  von  einem  Grade  <  n\  Eesoloeriten  vom  Grade  n 
gibt  es  nur  für  yz  =  5,  7,  11.  i 

Die  allgemeine  Teilungsgleichung  der  elliptischen  Funktionen 
haben  wir  in  §  99  auf  zwei  Transformationsgleichungen  zurück- 
geführt. Um  diese  zu  bilden,  haben  wir  von  vornherein  für  die 
Koeffizienten  den  Körper  K  der  Größen  g^,  g^,  p^^,  p^^,  p^^\  p^^  zu- 
grunde gelegt.  Um  dann  beispielsweise  Gleichung  (7)  des  §  99  vom 
Standpunkte  der  Galois  sehen  Theorie  aus  zu  betrachten,  lassen  wir 
die  dort  mit  a  bezeichnete  Größe  p[nu\o[)^, co^  die  Rolle  des  Para- 
meters V  übernehmen;  doch  betrachten  wir  im  Gegensatz  zu  vorhin 
jetzt  nicht  die  Umläufe  von  v  in  der  gewöhnlichen  v- Ebene,  sondern 
auf  der  Riemann  sehen  Fläche  für  ']/4:v^  —  g^v  —  g^.  Ein  solcher 
Umlauf  bedeutet  die  Ersetzung  von  nu  durch  nu  +  2Äj  «^  +  2h^€o^y 

d.  h.  die  von   u  durch  u  4-  "  '  ^^ ^-^.      Die    sämtlichen   Sub- 

n 

stitutionen,  welche  die  Wurzeln  unserer  Transformationsgleichung 
dadurch  erleiden,  haben  wir  schon  in  §  99  (13)  angegeben.  Es  sind 
die  Potenzen  einer  zyklischen  Substitution  w*^^'  Ordnung;  die  Mono- 
dromiegruppe  ist  also  hier  eine  ^,zyklische  Gruppe^'.  Dies  ist  vom 
Standpunkt  der  Galoih sehen  Theorie  aus  der  eigentliche  Grund, 
warum  die  Teilungsgleichung  bei  beliebigem  a  in  dem  näher  an- 
gegebenen Rationalitätsbereich  algebraisch  lösbar  ist;  s.  die  Durch- 
führung der  Rechnung  in  §  99. 
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SIEBZBHNTEE  ABSCHNITT, 


Komplexe  Multiplikation  und  Teilung  der  elliptischen 

Funktionen. 

§  104.    Algebraisch  integrierbare  Differentialgleichungen  der  Form 

Wir   beschäftigen   uns  in  diesem  Paragraphen  nach  dem  Vor- 
gang Abels  mit  Differentialgleichungen  der  Form 

wo  also  unter  den  Wurzelzeichen  beiderseits  das  nämliche  Polynom 
steht,  einmal  in  z,  das  andere  Mal  in  J,  und  mit  der  Frage,  unter 
welchen  Bedingungen  diese  Differentialgleichungen  durch  algebraische 
Funktionen  z  von  J  integriert  werden  können.  Da  wir  durch  lineare 
Substitution  ein  elliptisches  Differential  erster  Gattung  stets  auf  die 
WEiEESTEAsssche  Normalform  bringen  können,  bedeutet  es  keine 
Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  im  folgenden  statt  (1) 
die  Differentialgleichung 

2^  ^ f^d'i  ' 

V  4*^  -  (Ji^-  9s  y  4  ;^  -  ^Ta  C  -  5^3 

zugrunde  legen. 

Mit  2  ft>j ,  2  ft?3  bezeichnen  wir  ein  Paar  primitiver  Perioden  des 

/d  X 
-. —  .     Geben   wir   dann   der 

V  ^^  -  9i^  -  9b 
Differentialgleichung  (2)  noch  ein  drittes  Glied  du,    so   findet   man 

sofort  ihr  allgemeines  Integral  mit  der  willkürlichen  Konstanten  u^^ 

in  Parameter  dar  Stellung: 

3)  z  =  piu\a)^,G)^),     S^/^l-'-^-^^l^j,  «g 

r 

Nach  §  92  ist  z  dann  und  nur  dann  eine  algebraische  Funk- 
tion von  J,  wenn  die  Gitter 

(?1        :  2     Äj      ft>3^      +       2     Äg     Wg 

und 

(?2  :       2  Äj  |u  «j  +  2  Äg  ^  «3 

BuRKHARDT,  Funktionen.   II.    Dritte  Aufl.  22 
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kommensurabel  ist.  Insbesondere  ist  z  dann  und  nur  dann  eine 
rationale  Funktion  von  ^  und  ]/  4  J^  —  ^3  J  —  ^3  (§  93),  wenn  G^  ein 
Übergitter  von  G^  ist. 

Die  eingangs  des  Paragraphen  gestellte  Frage  läuft  also  auf 
folgende  hinaus: 

Wann  sind  die  Gitter  G^,  G^  kommensurabel ,  und  wann  ist  ins- 
besondere  G^  ein   Übergitter  von  G^? 

Wir  wollen  annehmen,  daß 

G,:     2k^Q^  +  2h,n, 

ein  gemeinsames  Übergitter  von  G^   und  G^   sei.      Somit  ist,   wenn 

wir  noch  voraussetzen,  daß  das  primitive  Periodenpaar  2 fico^,  2^(o^ 

von  G^  passend  gewählt  wurde, 

4)  Q^  =  a  fj,  €0^ ,     Q^  =  d  pL  «3 , 

wo  d.  d'  ganze  Zahlen  sind.     Außerdem  gelten,    da  das  Gitter  G^ 

auch  Übergitter  von  G^  ist,  zwei  Gleichungen: 

mit  ganzen  Zahlen  «,  b,  c,  d  und  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante 

5')  |:  \ 

Nach  (4)  und  (5)  ist  G^  ein  a'c^'faches  übergitter  von  G^  und 
ein  Tzfaches  von  G^.  Setzt  man  noch  x  =  jo(w|  .^1?  ^3),  so  bestehen 
sowohl    zwischen  x  und  z  —  p{u\  co^,  «g)    als    auch   zwischen  x  und 

^  =  -^p.(u  —  Mq  I  |ii  ft>j ,  /Xg  Q})  algebraische  Gleichungen,  und  -wenn  man 

zwischen  diesen  x  eliminiert,  erhält  man  das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung (2)  in  der  gesuchten  algebraischen  Form. 
Aus  (4),  (5)  folgt  weiter 

6)  a'  fjL  CQ^  =  a  co^  -{-  b  cJq  f     d'  fji  co^  =  c  co^  -\-  d  co^. 

Der  besondere  Fall,  daß  G^  Übergitter  von  G^  ist,  ist  durch  die 
Gleichungen 

7)  d  =  d'  ^1 
gekennzeichnet. 

Die  Gleichungen  (6)  können  nur  erfüllt  sein,  wenn  entweder 

8)  b^c  =  0,     ^  =  -^  =  -^ 

ist,  oder  wenn  die  Gleichungen  (8)  nicht  gelten,  dafür  aber 

9)  !«-«>      b       i       Q 
^  I         e       d  —  d  fx\ 

ist. 
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Die  Annahme  (8)  führt  uns  auf  nichts  Neues;  denn  daß  im 
Falle  eines  rationalen  fi  die  Gitter  G^  und  Gc^  kommensurabel  sind, 
ist  selbstverständlich;  und  wie  man  in  diesem  Fall  die  algebraische 
Gleichung  zwischen  z  und  ^  wirklich  aufstellen  kann,  folgt  ohne 
weiteres  aus  den  im  XV.  Abschnitt  gemachten  Ausführungen. 

(Besteht  neben  (8)  noch  Gleichung  (7),  die  besagt,  daß  O^  mit 
dem  Übergitter  6^3  von  G^^  identisch  ist,  so  folgt  a  =  dy  also  w  =  a^; 
in  diesem  Falle  ist  daher  n  ein  reines  Quadrat.) 

Wir  nehmen  also  an,   daß  nicht  (8),  wohl  aber  (9)  gilt.     Dann 
genügt   fji    der    quadratischen   Gleichung   mit    ganzzahligen    Koeffi- 
zienten 
10)  a  d'  11^  —  [a  d'  -\-  d a) pb  -{-  n  =  0  , 

deren  Wurzeln  nicht  reell  sein  können,  weil  sich  sonst  aus  (6)  ein 
reeller  Wert  des  Quotienten  t  =  —  ergäbe.  Aus  (6)  folgt  dann 
weiter 


11) 

also 

a     ,     b                  c       ,     d 
^         a      .     a                d  X          d 

12) 

dbr^  -^{ad'  -  da)T  -  a  c  == 

0. 

ßomit  sind  im  vorliegenden  Falle  die  Perioden  2  w^,  2  co^  nicht 
willkürlich^  sondern  ihr  Quotierd  r  muß  einer  quadratischen  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  genügen.  Wir  nennen  dann  r  einen 
singulären  Wert  des  Periodenquotienten,  auch  die  zugehörige  In- 
variante J  und  das  Gitter  2  ä^  Wj  +  2  A3  «3  wie  auch  seine  Perioden 
bezeichnen  wir  als  singulär. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  r  genüge  einer  solchen  Gleichung 

13)  ÄT^  -{-  Bt  -\-  C=0, 

deren  ganzzahlige  Koeffizienten,  da  r  nicht  reell  ist,  die  Bedingung 

14)  £^^-4:AC<0 
erfüllen  müssen. 

Dann  kann  man  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  6  Zahlen 
a,  d',  «,  bj  c,  d  so  bestimmen,  daß 

15)  Ä',BiCr:^d'b'.[ad'-da'):-a'c 

wird.     Ist    dies   geschehen,    so   genügt  r  auch  der  Gleichung  (12); 

demnach  sind  die  beiden  Summen  —r-\ — r  ^   und   —, \-  -jr    ein- 

a  a  dt         d 

ander  gleich;  bezeichnet  man  ihren  gemeinsamen  Wert  mit  fi,  so 
gelangt  man  zu  den  Gleichungen  (11)  und  zur  Gleichung  (10)  für  ^ 
zurück.    Man  kann  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  insbesondere  auch 

22* 

/ 
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a  =  d'  —  l  setzen  (Grleichung  (7)j  und  erhält  dann  immer  noch  un- 
endlich viele  Lösungen  a,  b,  c,  d  (s.  die  nähere  Ausführung  im 
nächsten  Paragraphen).  Die  letzte  Bemerkung  läßt  sich  auch  so 
fassen: 

Zu  jedem  singulären  Gitter  G^:  2  h^  w^  -\-  2  h^  co^  gibt  es  unend- 
lich viele  komplexe  Zahlen  /jl  der  Art,  daß  das  Gitter  G^'  2  h,  fx  o). 
4-  2  h^fiOQ^  ein   Übergitter  von  G^   wird. 

Statt  von  der  Gleichung  (13)  für  r  hätte  man  von  einer  eben- 
solchen Gleichung  für  fx  ausgehen  und  deren  Koeffizienten  den- 
jenigen von  (10)  proportional  setzen  können;  auch  so  wäre  man 
schließlich  wieder  zu  den  Gleichungen  (11),  (12)  zurückgelangt. 

Unser  Ergebnis  ist  zusammengefaßt  folgendes: 

Soll  die  Differentialgleichung  (2)  mit  reellem  (jl  durch  eine  alge- 
braische Funktion  z  von  ^  integriert  werden,  so  ist  dazu  hinreichend 
und  erforderlich,  daß  fi  eine  rationale  Zahl  ist;  soll  z  insbesondere  eine 
rationale  Funktion  von  C  nnd  ]/4  ^^  —  ^/g  ^  —  ^3  sein,  so  ist  weiter 
hinreichend    und    erforderlich,    daß    fi    eine    ganze    Zahl    ist.      ifenn 

T  =  — ^  nicht  einer  quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen,  Koeffi- 
zienten genügt^  so  gibt  es  außer  den  angegebenen  keine  fi,  für  welche 
die  Differentialgleichung  (2)  algebraisch  integrierbar  wäre.  Genügt 
aber  r  einer  quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten, 
so  gibt  es  unendlich  viele  dazu  gehörige  komplexe  'Zahlen  (x,  für  welche 
die  Differentialgleichung  (2)  algebraisch  integrierbar  ist;  alle  diese 
fi- Werte  genügen  ebenfalls  quadratischen  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  und  unter  ihnen  sind  unendlich  viele ,  für  welche 
die  Differentialgleichung  durch  eine  rationale  Funktion  von  l,  und 
]/ 4  f  ^  —  g^^  —  g^  integriert  wird  {ganz  unabhängig  von  der  Neben - 
bedingung,  bei  geeigneter  Wahl  derselben  sogar  durch  eine  rationale 
Funktion  von  ^  allein).  Umgekehrt  gehören  zu  jeder  komplexen  Zahl  fi, 
die  einer  quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ge- 
nügt, unendlich  viele  algebraisch  integrierbare  Differentialgleichungen 
d.er  Form  (2). 

Von  einer  zu  einem  singulären  Gitter  gehörigen  elliptischen 
Funktion  cp(u)  sagt  man  auch,  sie  lasse  komplexe  Multiplikation  zu: 
es  besteht  dann  eine  algebraische  Gleichung  E[(f  [u),  cp [p, u))  —  0, 
die  man  durch  Elimination  von  p  u  zwischen  den  algebraischen 
Gleichungen 

H^  {cp{u],  pu)  =  0,  H^  {(fif^u),  p(pu))  =  0,  H^  (pif^u),  pu)  =  0 
erhält. 
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Man  bemerke  noch,  daß  die  singulären  r- Werte  in  der  r-Ebene 
überall  dicht  liegen,  da  u.  a.  jede  Zahl  r^  +  ir^j  wo  r^  und  r^  reelle 
rationale  Zahlen  sind  (zusammen  mit  r^  —  i  r^),  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  genügt, 

§  105.    Zusammenhang  mit  der  Zahlentheorie. 

Zu  jedem  singulären  Werte  r  gehört  ein  singulärer  Wert  der 
Invariante  /(r);  diese  singulären  /-Werte  sind  ebenfalls  algebraische 
Zahlen,  d.  h.  sie  genügen  algebraischen  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten.  Ist  nämlich  das  Gitter  G^  ein  n  faches  Übergitter 
von  G^  und  ist  w  >  1,  so  besteht  zwischen  den  zugehörigen  In- 
varianten J^  und  Jj  eine  algebraische  Gleichung  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  (§  90): 

1)  i^„K,^2)  =  0. 

Wenn  n  eine  reine  Quadratzahl  ist:  n  =  a^  und  nur  in  diesem  Falle, 
ist  F^^{J^,J^)  durch  J^  —  J^  teilbar;  denn  dann  ist  eines  der  w fachen 
Übergitter  des  Gitters  G^  das  Gitter:  2Äj  ««^  +  2  Ag  a  Wg  und  die 
Gleichung  (1)  hat,  wenn  man  für  J^  irgendeinen  Wert  einsetzt,  eine 
Wurzel  e/g,  die  gleich  J^  ist.  Wir  bezeichnen  mit  ^„(/p  J^)  die 
Funktion   F^[Ji,J^,    wenn  n   keine    Quadratzahl   ist,,   dagegen    die 

Jp   (  T      T  \ 

Funktion  "  ^'  /  ,  wenn  n  eine  Quadratzahl  ist  und  bilden  sodann 
die  Gleichung 

2)  (pjx,x)  =  0, 

die  rationale  Zahlenkoeffizienten  besitzt  und  deren  linke  Seite  nicht 
identisch  verschwindet.  Da  die  Invariante  /jedes  singulären  Gitters  G^ 
zugleich  Invariante  für  unzählig  viele  Übergitter  von  G^  ist,  muß  / 
einer,  sogar  unendlich  vielen  Gleichungen  wie  (2)  genügen,  /  ist  also, 
wie  behauptet,  eine  algebraische  Zahl.  Zugleich  erkennt  man,  daß 
von  den  unendlich  vielen  Gleichungen  (2),  denen  eine  singulare  In- 
variante /  genügt,  höchstens  diejenige,  die  vom  niedrigsten  Grade 
ist,  irreduzibel  sein  kann;  wir  werden  gleich  sehen,  daß  die  Glei- 
chungen (2)  für  alle  möglichen  n  reduzibel  sind. 

Im  vorausgehenden  war  w  >  1  vorausgesetzt  worden;  ist  n  =  1, 
so  sind  die  beiden  Gitter  G^,  G^  miteinander  identisch.  Dieser 
Fall  wurde  schon  in  §  24  erledigt.  Das  Gitter  läßt  sich  dann 
entweder  aus  Quadraten  aufbauen  (r  =  2,  /=  1)  oder  aus  Rhomben 

mit  Winkeln  -|  und  ^  (^  =  -  1  +  y'^^'  '^  =  ^) ' 

Umgekehrt  gehört  jede  Invariante  /,  die  einer  Gleichung  (2) 
genügt,  zu  einem  singulären  Gitter,  denn  sie  ist  zugleich  Invariante 
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eines  Übergitters  und  ein  gemeinsamer  Periodenquotient  r  der  beiden 
Gritter  genügt  einer  Grleichung  wie  (12)  von  §  104^  da  der  andere 
durch  die  Gleichungen  (7),  (8)  des  §  104  gekennzeichnete  Fall  durch 
die  Bildung    der  Gleichung  (2)   ausdrücklich    ausgeschlossen  wurde. 

Die  irreduzibelen  Gleichungen,  in  welche  sich  die  Gleichungen  (2) 
zerfallen  lassen,  sind  für  die  Algebra  wichtig  geworden,  sie  gehören, 
wie  wir  ohne  Beweis  erwähnen,  zu  den  Gleichungen,  die  sich  durch 
Wurzelausziehen  auflösen  lassen.  Dies  hat  schon  Abel  erkannt, 
auf  den  die  ganze  Theorie  der  komplexen  Multiplikation,  soweit  sie 
hier  auseinandergesetzt  wurde,  zurückgeht;  der  Beweis  wurde  erst 
lange  nach  dem  Tode  Abels  von  Kroneckeb  erbracht. 

Diesem  Mathematiker  verdankt  man  auch  die  Verwertung  der 
komplexen  Multiplikation  für  die  Zahlentheorie;  wir  wollen,  um  den 
Zusammenhang  herzustellen,  nur  die  allerersten  Schritte  auf  dem 
von  Kronecker  gehahnten  Wege  tun  und  verweisen  im  übrigen 
auf  den  Enzyklopädieartikel  von  Heinrich  Weber.  ^ 

Es  sei 
3)  Äx^  +  Bxy  -\-  Cy^  =0 

eine  quadratische  Gleichung,  der  die  singulären  Perioden  x  =  2cß^, 
y  =  2  (öj  genügen  (vgl.  §  104  (13)) ;  J,  B,  C  seien  drei  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Teiler. 

Wir  dürfen  und  wollen  noch  den  ersten  Koeffizienten  A  stets 
als  positiv  voraussetzen ;  es  ist  dann  wegen  B^  —  A  C  ^  0  auch 
C>0. 

Setzt  man 

(    «1  =  fy- (^i   -h  ß  0)^' , 

mit  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  S  und  der  Bedingung 

5)  ad-ßy^l, 

so  sind 

f    co'  —  Ö(o,—ß  M^  , 

6)  J        1  1         /       3 

mit  Wj,  ft>3  äquivalente  Halbperioden,  x  =  co^',  y  =  fo^  genügen  der 
quadratischen  Gleichung 

7)  Ä  x'-  ^  B  xy  ^  C'y'  ^^, 


k  1  Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften  Bd.  12,  S.  718.  Ausführlichere 
Darstellung  im  dritten  Band  des  Lehrbuches  der  Algebra  von  Heinrich  Weber 
(Braunschweig  1908). 
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wo  A',  B\  C  folgende  Bedeutung  haben: 

{  Ä'  =  AS'  +  Bßd  +  Cß\ 

8)  ^.    B' ==2Är8-\- B{a§^ßr)-\-2Caß, 
\    C'  =  Ay^  +  Bay  +  CaK 

Man  sagt:  die  quadratische  Form  Ä  x^  +  B' xi/ +  C  f-  geht  aus 
der  quadratischen  Form  Äx^  -^  B xy  -\-  Cy^  durch  die  Substitu- 
tion (4)  hervor.  Umgekehrt  geht  die  Form  Ax'^  -\-  B xy  -{-  Cy^  aus 
Ä x^ -\- B' xy  ^Cy^  durch  die  Substitution  (6)  hervor.  Ks  ist  also 
r   A  =:A'cc^-B'ccß-{-C'ß\ 

9)  B  =  -2A'ar-}-B'{aS  +  ßy)-2C'ßc), 
I    c=  A'y^-  B'yÖ-\-  C ÖK 

Aus  (9)  folgt,  daß  ebenso  wie  A,  B,  C  auch  A',  B',  C  keinen  gemein- 
samen Teiler  besitzen. 

I.  Man  nennt  zwei  quadratische  Formen  wie  die  beiden  hier  be- 
trachteten äquivalent. 

Durch  Ausrechnen  überzeugt  man  sich  leicht: 

II.  Zwei  äquivalente   quadratische  Formen   stimmen  im   Wert  der 

Bis  krim  in  ante 

j   JJ  =  B'--  iAC 

^^^  ]        =B'^-4:A'C' 

überein.     Man  sagt:   Sie  yehören  zur  gleichen  DisJiriminante. 
Auch  folgt  Ä  >.  0  aus  ^  >  0,  es  ist  nämlich 

AA'  =  U  S  +  ?Pl~-  ^-ß'>0  wegen  B<0. 

Wir  setzen  hier  stets  voraus,  daß  B  negativ  ist,  da  sonst  das 
Periodenverhältnis  r  reell  ausfiele  und  unterscheiden  die  beiden 
Fälle: 

11)  B  gerade,       also     i>  =  0    (mod.  4), 

12)  Bungerade,   also     i>  =  1     (mod.  4). 

Man  beachte,  daß  zwei  zur  gleichen  Diskriminante  gehörige  Formen 
nicht  äquivalent  zu  sein  brauchen;  z.  B.  gehören  die  Formen 

:r2+5?/2,     2x^  +  2xy+3^/ 

beide  zur  Diskriminante  —20,  sie  sind  aber  nicht  äquivalent,  denn 
sonst  müßte  es  nach  der  ersten '  der  Gleichungen  (8)  zwei  reelle 
ganze  Zahlen  Ö,  ß  geben,  für  die  2  =  S^  -{- b  ß^  wäre,  was  offenbar 
nicht  der  Fall  ist.  Man  sagt:  Alle  äquivalenten  Formen  bilden  eine 
Klasse. 
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Genügen  die  Werte  x  =  r,  1/  =  1  der  Gleichung,  die  man  durch 
Nullsetzen  einer  Form  (3)  erhält,  so  genügt  jeder  mit  r  bezüglich 
der  Modulgruppe  äquivalente  Wert  x  zusammen  mit  y  =  1  einer 
Gleichung,  die  durch  Nullsetzen  einer  äquivalenten  Form  entsteht 
und  umgekehrt.  Insbesondere  gibt  es  in  der  Klasse  eine  ganz  be- 
stimmte Form,  die  verschwindet,  wenn  für  x  der  mit  t  äquivalente 
Hauptwert  f  und  für  ?/  die  Zahl  1  eingesetzt  wird.  Man  nennt  sie 
die  reduzierte  Form  der  Klasse. 

III.  -Jeder  Foj'menklas.se  entspricht  somit  eindeutig  umkehrbar  eine 
Schar  untereinander  ähnlicher  singulärer  Gitter  (t)  und  somit  ein  be- 
stimmter Singular  er  Wert  J,  die  sogenannte  Klasseninvariante.  Jedes 
singulare  Gitter  ist  einer  ganz  bestimmten  negativen  Diskriminante 
zugeordnet,  während  einer  negativen  Diskriminante  so  viele  singulare 
Gitterscharen  entsprechen  als  sie  Formenklassen  besitzt. 

Nun  lautet  ein  wichtiger  Satz  der  Zahlentheorie: 

IV.  Zu  einer  gegebenen  Diskriminante  gehören  nur  eine  endliche 
Anzahl  verschiedener  Formenklassen. 

Auf  Grund  unserer  Überlegungen  über  komplexe  Multiplikation 
können  wir  nicht  nur  diesen  Satz  für  negative  Diskriminanten  sehr 
einfach  beweisen,  sondern  zugleich  erkennen,  wie  man  Beziehungen 
zwischen  den  Klassenanzahlen  verschiedener  Diskriminanten  findet. 

Wir  haben  schon  im  vorigen  Paragraphen  gesehen:  es  gibt 
unendlich  viele  Werte  n  (n  =  n^,  Wg,  n^,..)  der  Art,  daß  das  singulare 
Gitter  2ÄjCöj4- 2  h^co^,    dessen  Perioden quotient  r  der  Gleichung 

13)  ÄT^-\-  Bt  -f  C=  0     (vgl.  (3)) 

genügen  möge,  einem  «fachen  Übergitter  ähnlich  ist.     Wir  fanden 
für  n  die  Gleichung: 

14)  n^ad-hc     (§104(5')), 
falls  r  der  Gleichung 

15)  Ät2  +  (fl  -  rf)T   -  c  =  0 

genügt  (§  104  (12));  die  dort  noch  vorkommenden  Konstanten  «',  d' 
sind  jetzt  gleich  1  gesetzt,  weil  wir  das  Gitter  G^  als  Übergitter 
von  G^y  nicht  nur  als  mit  G^  kommensurabel  voraussetzen  (s.  §  104(7)). 
Die  Vergleichung  von  (13)  und  (15)  ergibt,  wenn  unter  x  eine 
beliebige  ganze  Zahl  verstanden  wird: 

16)  b  =  Ax,     a  —  d—Bx,     c——Cx. 
Setzt  man  noch 

17)  a  '\-  d  ^  y , 
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sc  findet  man 


18) 


Ax 


y  —  Bx 


a  und  r/  ergaben  sich  hieraus  dann  und  nur  dann  als  ganze  Zahlen, 
wenn 

ij==Bx     (mod.  2) 

gewählt  wurde,  d.  h.  es  ist 

19)  y  ^  0    (mod.  2)     oder     y  =  x    (mod.  2) 

zu  wählen,  je  nachdem  der  Fall  (11)  oder  der  Fall  (12)  vorliegt. 

Aus  (14\  (18)  folgt  weiter 


V' 


xU) 


if  -vx''\D\ 

4 


20)  •       n  = 

D.  h.: 

V.  Die  Zahlen  n  =  n^,  n^,  n^  . . .  hängen  nur  von  D  ab^  sie  sind 
für  alle  zur  Diskriminante  D  gehörigen  Fornfienklassen  (Gitter)  die 
nämlichen.     Im  Falle  (11)  erhält  man 


21: 


.\D\_ 
4 

4 


1   + 


D\ 


4 

9|/)i 
4 


1   + 


4  +  i^; 

4 


9  + 


\D\ 


4  + 


0  +  |i>,, 
9  +  lli^ 


im  Falle  (12)  dagegen 

n-i/>l 


22i        , 


4  +  4  |Z>| 
4 

1  4-  9|/>>| 


9  +  |/>| 

IB  +  4|Z)i 

4 

9  +  9  |Z>! 

4 


25  4-|/)i  49  +  lZ)| 

^^           '  4 

36  4-  4  j/)i  64  +  4l/;| 

—  4            '  .            ^'- 

25  +  9  |i>j  49  +  9  \D\ 


Der  Wert  w  =  1  gehört  beispielsweise  sowohl  zur  Diskriminante 
D  =  —  4  als  auch  zur  Diskriminante  i>  =  —  3.  Es  gibt  aber,  wie 
wir  S.  75  festgestellt  haben,  nur  zwei  Scharen  einander  ähnlicher 
Gitter  2h^(o^  -\-  2  h^  Wg,  die  bei  passender  Wahl  eines  komplexen  11 
in  sich  selbst  übergehen,  wenn  man  co^  durch  jUcöj,  co^  durch  ixw^ 
ersetzt,  nämlich  die  mit  den  Invarianten  J  —  \  und  J  —  0.  Wegen 
der  eindeutigen  gegenseitigen  Zuordnung  der  Klassen  und  der  singu- 
lären  Invarianten  (Satz  III)  besitzen  somit  die  Diskriminanten 
i>  =  —  4  und  i)  =  —  3  zusammen  nur  2  Formenklassen;  d.  h.  zu 
jeder    dieser    beiden    Diskriminanten    gehört    je    eine    Formenklasse 
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und  zwar  gehört  zur  Diskriminante  —  4  die  Klasseninvariante  /=  1 
(harmonisoher  Fall,  Gleichung  a:^  +  1  =  0  für  r),  während  zur  Dis- 
kriminante _ö  =  —  3  die  Klasseninvariante  -/  =  0  gehört  (gleich- 
seitiger Fall,  Gleichung  x^  -{-  x  -\-  l  =  0  für  f). 

Ist  D  weder  =—4  noch  =—3,  also  |j9|  >  4,  so  ist  nach 
(21),  (22)  n  nicht  gleich  1.  Bildet  man  dann  mit  einem  der  als 
möglich  erkannten  Werte  n,  etwa,   um  eine  Festsetzung  zu  treffen, 

mit   dem   kleinst  möglichen   Werte    n  —  -  —i-  oder  n  —  ' — -   die 

Gleichung 

2)  (p^^{x,x)  =  0, 

so  genügen  dieser  nach  Satz  V  sämtliche  zur  Diskriminante  I)  ge- 
hörigen Klasseninvarianten;  es  giht  somit,  wie  Satz  IV  behauptet, 
nur  eine  endliche  Anzahl  Formenklassen,  die  zu  einer  gegebenen 
negativen  Diskriminante  gehören. 

.  Der  Gleichung  (2)  genügen  außer  den  zur  Diskriminante  D 
gehörigen  Klasseninvarianten  auch  die  Klasseninvarianten,  die  zu 
anderen  negativen  Diskriminanten  D',  D' ■  "  gehören.  Wir  haben 
nämlich,  je  nachdem  |i>|  =  0  oder  =3  (mod.  4)  war, 

23)  n  =  -^—^     oder     n  =  —^ 

angenommen.  Nun  war  allgemein  die  Beziehung  zwischen  einer 
Diskriminante  L'  und  einem  zugehörigen  Wert  n  (20): 

24)  4.nr=  x^  +  \D'\y^. 

Durch  Vergleichung  von  (23)  und  (24)  findet  man,  daß  der  durch  (23) 
angenommene  Wert  n  auch  zur  Diskriminante  B'  gehört,  wenn  mit 
zwei  ganzen  Zahlen  or,  y 

25)  im  Falle  (11)  die  Gleichung:     \B\  =  x^  ^\D'\y^, 

26)  „         „      (12),,  „  \D\  +  l=^x^-VD'y-' 
gilt. 

Für  y  =  l,  X  =  2  ergibt  sich  z.  B.  je  nach  den  beiden  Fällen: 

27)  |j9'|  =  |i>j-4     oder      D'=^D\-S. 

Zu  einem  solchen  Werte  \JD'\  <  \D\  gehört  aber  nach  (21),  (27)  ein 
kleinerer  Minimalwert  n  als  zu  \D\. 

Der  Gleichung  (2)  genügen  somit  nicht  nur  die  Klasseninvarianten 
der  Diskriminante  D,  sondern  auch  die  von  einer  oder  mehreren 
Diskriminanten  i>',  wo  \D'\  <C\D\  und  da  die  Klasseninvarianten 
der  letzteren  Diskriminanten  auch  einer  anderen  Gleichung  genau 
wie  (2)  nur  mit  kleinerem  n  genügen,  muß  Gleichung  (2)  redu- 
zibel  sein. 
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Es  wäre  nun  nicht  schwierig,  einerseits  den  Grad  der  Gleichung  (2) 
zu  ermitteln,  andererseits  die  Anzahl  ihrer  irreduzibeln  Faktoren; 
man  würde  so  eine  Beziehung  erhalten  zwischen  den  Klassen- 
anzahlen   derjenigen    negativen  Diskriminanten  i>,    die   sich  mittels 

ganzer  Zahlen  x,  y  in  der  Form  B  =  ^— ^^ —  (^ö)  darstellen  lassen. 

Doch  ist  es  nicht  Aufgabe  dieses  Buches,  hierauf  näher  einzugehen. 

Hätten  wir  bloß  Satz  IV  ohne  Ausblick  auf  die  Keonecker- 
schen  Klassenzahlrelationen  beweisen  wollen,  so  hätten  wir  kürzer 
so  verfahren  können: 

Zu  jeder  Formenklasse  der  Diskriminante  T)  gehört  eine  redu- 
zierte Form 

Der  Gleichung 

Äx^  -{■  Bx  +  0^0 

genügt  dann  ein  im  Kreisbogendreieck  d  (Fig.  38,  S.  240)  gelegener 

Hauptwert  __B  +  i\yD\ 


Danach  ist 
oder 


12.4 

:^>y3  und  :4|<i 

A.  \  a\ 


7)2  7)2 


Es  kommen    also   bei   gegebenem  I)  für  A  und  B  und  wegen 

B^  —  D 
Q  = _—  auch  für  G  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  Zahlen  in 

4  Ä 

Frage;  d.  h.  es  gibt  zu  einer  gegebenen  negativen  Diskriminante 
nur  eine  endliche  Anzahl  reduzierter  Formen  und  damit  auch  eine 
endliche  Anzahl  von  Formenklassen. 
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Es  sei  irgendein  singuläres  Gitter  gegeben: 

1)  G^ :      2  Äj  «j  +  2  Äg  «3  ; 

T  =  —    genüge    der  Gleichung  ät^-\-Bt-{-C=0    mit   der  nega- 

tiven  Diskriminante  D  =  B^  —  4:ÄC.  r  ist  also  eine  Zahl  des 
Körpers  k,  der  durch  ]/l)  erzeugt  wird;  mit  //  bezeichnen  wir  den 
Körper,  der  aus  k  durch  Adjunktion  der  Invariante  /  entsteht; 
wenn  J  eine  rationale  Zahl  ist,  ist  natürlich  k  mit  ä^'  identisch. 
Wir  fanden  im  vorigen  Paragraphen: 
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Für  alle  ganzen  Zahlen  n,  die  sich  in  der  Form 

2)  n  =  ^--^^^- 

'  4 

darstellen  lassen,  gibt  es  zu  dem  Gitter  (1)  ein  n  faches  ihm  ähnhches 
Übergitter: 

3)  Gr^:     2  Äj  itt  a>^  +  2  Äg  jw  «3 .  . 

Der  komplexe  Faktor  fx  bestimmt  sich  zweiwertig  aus  der  Glei- 
chung (10)  des  §  104  mit  a'  =  d'  =  \: 

setzt  man  hier  für  a,  d,  n  die  Ausdrücke  aus  §  105  (17),  (20)  ein, 
so  findet  man 

A\  y  ±  xV D       ,     ,9 

4)  fi^^-^^^     ,      ^\^  =  n. 

fuL  ist  also  eine  beliebige  ganze  Zahl  des  Körpers  k. 

Wenn  in  der  Reihe  (4)  ein  Wert  p.^  vorkommt  (für  x  =^  x^, 
y  —  z/j)  und  wenn  /  irgendeine  reelle  ganze  Zahl  ist,  so  kommt  in  (4) 
auch  der  Wert  /jtij  vor  {x  =  Ix^,  y  =  ly^  und  entsprechend  in  (2) 
neben  n  =  n^  auch  n  =  Pny  Sehen  wir  von  den  Werten  ul  ab, 
die  auf  diese  Weise  aus  einem  von  kleinerem  Betrage  durch  Multi- 
plikation mit  einer  reellen  ganzen  Zahl  /  entstehen  und  zugleich 
von  den  zugehörigen  Werten  n,  so  gilt  für  die  beibehaltenen  Werte  n 
(immer  unter  Voraussetzung  des  singulären  Gitters  (1))  folgen- 
der Satz: 

I.    Die  Modulfunktionen  (vgl.  §  100) 

I  ^^P),,,     im  allgemeinen  Falle, 

—  vi ,,     im  harmonischen  Falle, 
I  -     pl„     im  gleichseitigen  Falle 

lassen  sich  durch  komplexe  Ausdrücke  darstellen,  in  deren  JReal-  und 
Imaginärteil  keine  andere  Zeichen  vorkommen  als  Zahlen  aus  k',  eine 
endliche  Anzahl  Wurzelzeichen  mit  ganzzahligen  Exponenten  und  eine 
endliche  Anzahl  Zeichen  -\-,  —,  -,  :.  (Die  doppelte  Bedeutung  des 
Buchstabens  n  in  (4)  und  (5)  kann  zu  Mißverständnissen  keinen 
Anlaß  geben.) 

Für  die  geometrischen  Anwendungen  der  nächsten  Paragraphen 
bedürfen  wir  dieses  Satzes  nur  im  harmonischen  Fall  (f  =  i, 
i>  =  —  4,  ^3  =  0,  <•/=  1);   um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,   be- 
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weisen  wir  ihn  auch  nur  für  diesen  Fall  und  begnügen  uns  im 
übrigen  damit,  nebenbei  darauf  hinzuweisen,  wie  die  Leitgedanken 
des  Beweises  sich  auf  den  allgemeinen  Fall  übertragen. 

Wir  dürfen,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  von 
vornherein  mit  einem  bestimmten  Zahlenwert  für  ^^  rechnen  und 
wählen  ^2  =  4;  denn  geht  man  von  ^^  zu  m  q^  über,  wo  m  irgend- 
eine von  Null  verschiedene  komplexe  Zahl  ist,  so  bedeutet  das  die 
Ersetzung  von  w^,  (o^  durch  m-"*cQ^,  m-'^oj^   mit  beliebiger  Wahl 

der  vierten  Wurzel,    und   dabei    ändern    sich   die  Teil  werte   — pL, 

überhaupt  nicht.  Im  übrigen  ist  es  uns  für  das  Folgende  wieder 
bequemer,  die  ursprünglich  betrachteten  Teil  werte  p^a  als  Un- 
bekannte zu  betrachten  statt  ihrer  durch  g^  dividierten  Quadrate. 
(In  der  Aussage  des  Satzes  I  ändert  sich  dadurch  in  unserem  Falle 
nichts,  da  in  diesem  /  eine  rationale  Zahl  ist  und  wir  dafür  nur 
die  andere  rationale  Größe  ^2=4  eingeführt  haben.) 

Die  getrofi'ene  Wahl  von  g^  hat  weiter  zur  Folge,  daß  wir 
unter  co^  und  — « «g  =  co^  positive  Zahlen  verstehen  dürfen. 

Aus  (2)  folgt  für  1^  =  x^,   7]-  =-^,  daß  die  Zahlen  n  in  unserm 

Falle  diejenigen  sind,  die  sich  als  Summe  von  zwei  Quadraten  dar- 
stellen lassen: 
6)  .  ,,  =  |2^r/2; 

die  komplexen  Faktoren  u  stimmen  mit  den  ganzen  komplexen 
Zahlen  ^±,ii]  überein: 

Genau  wie  im  vorigen  Abschnitt  genügt  es,  wenn  wir  uns  auf  die 
Primzahlen  n  der  Reihe  (6)  beschränken;  w  =  2  (|  =  ?/  =  1)  bietet 
nichts  Neues,  die  spezielle  Teilungsgleichung,  die  für  /z  =  2  bei  be- 
liebigem Gitter  4  z-^  —  ^2  2:  —  ^3  =  0  ist,  liefert  in  unserem  Fall 
(^2  =  4,^3  =  0)  einfach  die  Wurzeln  e^  =  1,  6-2  =  0,  e^=—  1,  und 
die  allgemeine  wird  nach  §  99  auf  zwei  Transformationsgleichungen 
zweiten  Grades  zurückgeführt,  ist  daher  durch  Quadratwurzeln  lösbar. 
Wir  denken  uns  also  im  folgenden  unter  ?i  =  |2  _j_  ^2  q^^^ 
Primzahl  >  2;  dann  ist  n  nach  einem  bekannten  Satze  der  Zahlen- 
theorie von  der  Form  4  (>  +  1 : 

8)  n  =  4  o  +  1  . 

Im  komplexen  Gebiet  ist  n  nicht  mehr  Primzahl,  sondern  zerfällt 
in  das  Produkt  der  beiden  komplexen  Primzahlen  |±27/,  z.B. 
5  =  (2  +  0(2-if). 
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Der  Beweis   des  Satzes  I   stützt  sich  auf  folgenden  Hilfssatz: 
II.    Sind  fx  und  n  zwei  vermöge  [4)  zusammengehörige  Zahlen,  so  ist 

9)  %      =    P    (/i    U     I     «j     ,         (Ög)     ' 

eine  rationale   Funktion  w'^  Ordnung  von 

10)  Z      —     P[U\C0^,       ftJg), 

11)  S=#I 

und  zwar  ist  der  Zähler  Z  ein  Polynom  vom   Grade  //,  der  Nenner  N 
eines    vom    Grade    n  —  1.      Die  Koeffizienten    dieser  Polynome    hängen 
rational  ah  von  g^  und  g^  mit  Zahlenfaktoren  aus  k. 
Es  ist  nämlich 

p{^u\fJ,Cü^,  fLM^):=—^p(u\(x}^,(0^) 
_      1      ^ 

und  da  das  Gitter  (3)  ein  ?zfaches  Übergitter  von  (1)  ist,  ist  nach 
§  96  ^  ==  /?  (|U  ?/ 1  C9p  Wg)  eine  rationale  Funktion  von 

p(nu\nw^,^cD^  =  -^z.^ 

r 

Was  hier  für  das  singulare  Gitter  (1)  mehr  behauptet  wird,  als  in 
§  92  und  §  96  schon  allgemein  bewiesen  wurde,  ist  nur,  daß  die 
Zahlenkoeffizienten  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  dem  Körper  k 
angehören.  Wir  deuten  zuerst  kurz  an,  wie  man  diese  Behauptung 
allgemein  beweisen  kann,  um  dann  im  harmonischen  Fall,  der  uns 
vorzugsweise  beschäftigt,  einen  noch  einfacheren,  aber  nicht  ver- 
allgemeinerungsfähigen Beweis  zu  geben.  Bildet  man  nach  Vor- 
schrift der  Paragraphen  92  und  96  den  Bruch  auf  der  rechten  Seite 
von  (11),  so  kommen  in  Zähler  und  Nenner  zunächst  die  S.  307/8 
adjungierten  algebraisch  von  g^,  g^  abhängenden  Irrationalitäten  vor. 
Man  kann  aber  diesen  Bruch,  indem  man  ihm  mit  den  bezüglich 
jener  Irrationalitäten  zum  Nenner  konjugierten  Polynomen  erweitert, 
in  einen  Bruch  J  \  ,  verwandeln,  dessen  Nenner  rationale  Zahlen- 
koeffizienten  hat.  Dann  entwickele  man  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  ■  ^N,{z)  =  Z,(z, 

%  =p{fj, u)  und  z  =  pu  nach  Potenzen  von  u.  Links  sind  die  Koeffi- 
zienten der  verschiedenen  Potenzen  von  u  als  bekannt  anzusehende 
rationale  Funktionen  von  g^,  g^  mit  Zahlenfaktoren  aus  k.  Durch 
Koeffizientenvergleichung  findet  man  aus  linearen  Gleichungen  eben- 

^  Man  beachte,  daß  in  §  96  ^  und  %  eine  andere  Bedeutung  haben  als  jetzt. 
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solche  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  von  Z^  (z).  Hinterher  kann 
man  Z^  und  N^  durch  rationale  Operationen  von  den  gemeinsamen 
Faktoren  wieder  befreien. 

Im  harmonischen  Fall  kommt  man  viel  einfacher  folgender- 
maßen zum  Ziel:  fi  ist  dann  die  komplexe  ganze  Zahl  §  -h  ir]  und 
man  findet  mittels  des  Additionstheorems: 

(p((^  +  zr])u) 
12)  J  2(p(^u)  i-  p  (i  Tj  u))  (p  (^  u)  p{ir]u)  —  \)  —  p'  (^  u)p'  {i  rj  u) 


12  a) 


2(p(^^U)-p{iriu)y 
—  2  (p  i^u)  -  p  {rj  U))  (p  (^  U)  p  {q  U) -\-  \)  -  ip'-{^  U)  p'  (t]  u) 


2{p{^U)  +  p{rju)y 

(§  23  (7)). 

piiu),  p{7ju),  sowie  das  Produkt  p{^u)  p  (ryw)  sind  nach  §  32  (3) 
rationale  Funktionen  von  pu.  Setzt  man  diese  ein,  so  hat  man 
auf  der  rechten  Seite  von  (12a)  den  Quotienten  zweier  rationalen 
Funktionen  von  p  u  mit  gemeinsamem  Nenner,  der  das  Produkt  der 
Nenner  G'l2_i{pu)  und  6^^2_i (;??/)  ist,  die  in  der  Darstellung 
Gh(pu)  OKipu) 

auftreten.      Erweitert   man   mit   diesem  Nennerprodukt   den  Bruch 
auf   der   rechten  Seite   von  (12  a),    so    erhält   man    den    Quotienten 
zweier  Polynome  in  pu 
13^  ^2  (p  ^) 

^  N,{pu) 

und  man  hat  hier  nur  im  Zähler  und  Nenner  mittels  rationaler 
Operationen  die  vorkommenden  gemeinsamen  Faktoren  zu  entfernen, 
um  schließlich  zu  der  behaupteten  Darstellung  (11)  zu  gelangen. 
Daß  solche  gemeinsame  Faktoren  des  Zählers  und  Nenners  von  (13) 
vorhanden  sind,  ergibt  sich  daraus,  daß  N^{z)  vom  Grade 
2(r  +  7y2_l)  =  2(^^-l)2 

ist,  während  N{z)  bloß  vom  Grade  n  —  l  ist. 

Ersetzt  man  in  (12)  i  durch  —i,  so  geht  (11)  über  in 

14)  ;,((|_,-^)„)=ÄL 

N{pu) 

14a)  =  Zipu)mpu)  ^ 

N{pu)i\{pu) 

JVN  ist   also    der  Nenner,    der  sich    ergibt,    w^enn  man   die  Nenner 
auf  den  rechten  Seiten  von  (14)  wie  auch  von  (11)  durch  Erweitern 
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der  Brüche  mit  dem  konjugierten  Nenner  reell  macht.  Der  Ver- 
gleich mit  (13)  zeigt,  daß 

15)  N,{z)  =  N(z)N{z) 

ist;  auch  diese  Gleichung  könnte  man  benutzen,  um  mittels  rationaler 
Operationen  N{z)  aus  JV^  [z)  zu  gewinnen.  Daß  ])^{z),  Nlz)  reine 
Quadrate  sind,  haben  wir  schon  in  §  32  gesehen;  wir  setzen 

16)  iy{z)^{M{z))\     iY{z)={M(z))\     N,[z)  ^  {M,{z))K 

Die  Funktionen  M[z\  M[z)  sind  vom  Grade    ^~  ^  =  2 q.     Ersetzt 

man  im  Nenner  von  (12)  u  durch  iu,  d.  h.  z  durch  —  2  (§  23),  so 
bleibt  dieser  Nenner  ungeändert;  N^[z)  enthält  also  nur  gerade 
Potenzen  von  2,  und  aus  (15)  schließt  man  das  gleiche  für  N[z\ 
S^iz),  (Vgl.  auch  die  Schlußweise  von  S.  328,  die  man  auch  hier 
sofort  in  Verbindung  mit  den  Überlegungen  zu  Anfang  des  nächsten 
Paragraphen  auf  iV,  N  hätte  anwenden  können,  ohne  den  Umweg 
über  N^  zu  nehmen.)     Setzt  man  also  z^  =  J,  so  ergibt  sich 

17)  M{z)  =  7n{:Q),     M{z)^m[C), 
wo  m,  m  Polynome  vom  Grade  q  —  — - —  sind. 

§  107.    Auflösung  der  komplexen  Teilungsgleichung. 

Das  Polynom  N{z)  verschwindet,  wenn  z  =  p  {{^^  ■\-  i7])u)  =  oc 
wird,  ohne  daß  auch  z=pu  unendlich  würde;  das  geschieht  für 
die  Punkte 

1)  w  =  yq^,^  (2  Äj  «1  +  2  A3  0^3» , 

die  nicht  zugleich  Gitterpunkte  des  Gitters  G^  (§  106  (1))  sind.  Die 
Punkte  (1)  sind  die  Punkte  eines  ti  fachen  ebenfalls  quadratischen 
Untergitters 

2)  G^:     2A,--^  +  2A3-^ 

des  Gitters  Gy  (Fig.  51  veranschaulicht  die  gegenseitige  Lage  der 
Gitter  G^,  G^  für  |  =  1,  ^  =  2).  In  jedem  Quadrat  von  (?j  liegen 
[n  —  1)  Gitterpunkte  von  6^3,  die  nicht  zugleich  Gitterpunkte  von  G^ 
sind;  die  Werte  der  Funktion  p{u\a}y  (Ö3)  an  diesen  Punkten  sind 
die  Nullstellen  von  I^^{z).  In  transzendenter  Form  sind  sie  gegeben 
durch 

für  \,  Äg  sind  hier  solche  (w  —  1)  Wertepaare  einzusetzen,  die 
uQtereinander    und    zu    0    (mod.  2 «, ,  2  Ö3)    inkongruente    Punkte 
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— ~f  +  •"   ^^^     liefern.       Man    kann     beispielsweise     h^  =  0 


und 


//,  =  1,  2,  •  •  •  w  —  1  setzen.     Daß  die  so  erhaltenen  Punkte  -t   ^  ^^ 

untereinander  und  zu  Null  inkongruent  sind,   sieht  man  folgender- 
maßen ein:  Wäre  etwa  O^ä  <  Äj  <  w  und 

2  k  Ol    2  Äi  «1 


(mod.  2o>p  2«3), 


^.^^ \ 


Fig.  51. 

so  fände  man  durch  Erweiterung  dieser  Brüche  mit  ^  —  irj  und 
mit  Beachtung  der  Beziehung  ioj^  =  co^ 

T, + ;^ —  Ö     (mod.  2  «^,  2  o^g) . 

Das  ist  aber  nicht  möglich,  weil  die  Primzahl  n  in  den  Produkten 
(Ä  — Äj)|,  [h^  —  h)7],  deren  Faktoren  sämtlich  >  0,  aber  <  ?i  sind, 
nicht  aufgehen  kann. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 

4V  ^-^-P-ItJ^    (.=  1,2,.. .„-!); 

die  z,^  sind  dann  also  die  Wurzeln  der  Gleichung  N{z)  =  0:  sie 
sind,  wie  schon  bemerkt  wurde,  paarweise  einander  gleich;  ist  aber 
beispielsweise 

5) 


2  >f  Wi  21  CO,  ,  .  ,      , 

P  t:  ,    .     =  p   e  ,    .       und    }c^?.     (mod.  n) 


BüRKHÄRDT  ,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl. 
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so  ist 

n\                                                                         ,2X0),                              ,       2  k  CO, 
6)  P    -r r--    =   —    P    -Z i-  • 

Um  die  Wurzeln  (4)  in  algebraischer  Form  zu  erhalten,  brauchen 
wir  nur   die  Entwicklung  des   §  102  wörtlich   zu  wiederholen  mit 

dem  einzigen  Unterschied,  daß  dort  die  Wurzeln  p — ^^-^  hießen, 
während  sie  jetzt  p  ^  "^^Z     heißen   und   daß    die  Koeffizienten  der 

dortigen  Gleichung  h{z)  =  0  erst  nach  Auflösung  einer  Gleichung 
vom  Grade  (n  +  1)  als  bekannt  angesehen  werden  durften,  während 
die  Koeffizienten  von  ]V(z)  von  vornherein  rationale  komplexe  Zahlen 
sind.     Wir  können  somit  folgenden  Satz  aussprechen: 

Zur  Darstellung  der  Wurzeln  {4)  muß  dem,  Körper  k  von  ]/—  1 
nur  noch  eine  [n  —  1)'^  Wurzel  aber  eine  Zahl  von  k  adjangiert  werden. 
Gibt  man  dieser  [n  —  ly^^  Wurzel  in  dem  Ausdruck  für  z^  ihre  [n—  1) 
verschiedenen  Bedeutungen,  so  erhält  man  gleichzeitig  mit  z^  die  übrigen 
n  —  2    Wurzeln  [4). 

Vertauscht  man  in  den  erhaltenen  algebraischen  Ausdrücken 
für  die  Wurzeln  (4)  i  mit  —i,  so  erhält  man  die  Wurzeln  der 
Gleichung  N[^z)  =  0: 

7)  ^«=^f^     (;.=  1,2,  ...^-^1). 

Mittels  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  findet  man  weiter  die  zu- 
einander konjugiert  imaginären  Werte 

8)  z'=^p'4^-     und     z'=^p'-p-^     (;^=  1,2,  ...71-1). 

Bezüglich  des  Vorzeichens  dieser  Quadratwurzeln  sind  die 
Gleichungen  (5),  (6)  zu  beachten;  eine  genauere  Festsetzung  ist  un- 
nötig, solange  es  auf  die  Numerierung  der  Wurzeln  nicht  weiter 
ankommt. 

Die  Summe 

9) A-  +  -TT- — ~     ist  gleich     — ^— ^• 

Mittels  des  Additionstheorems  lassen  sich  also  die  Funktionswerte 

9')  ;>i^^A     (;.=  1,2,  ...«-1) 

rational  ausdrücken  durch  z^,  z^,  z^,  z^  und  somit  algebraisch  be- 
rechnen.   Durch  weitere  Ausziehung  von  Quadratwurzeln,  über  deren 
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Vorzeichen  Entsprechendes  wie  bei  (8)  zu  bemerken  wäre,  erhält  man 
die  Werte 

10)  P'^^     (x  =  1,2,  .  ■•«-!). 

Die  Funktionswerte  (9')  sind  sowohl  von  den  Funktionswerten 

11)  p^     {,c=l.2,---n-V, 
als  auch  von  den  Funktionswerten 

12)  p^      (;.=  1,2,  ...Ti-l). 

nur  in  der  Reihenfolge  verschieden. 

Um  schließlich  sämtliche  zweimal  {n^  —  1)  speziellen  Teilwerte 

f  2  hl  a>i  +  2  A3  Wg  ,2  h^  w^  +  2  h^  «3 

13)  )  ^>  n  '      ^  n 

[    (Aj,  7/3  =  0,  1,  2,  •  •  .  w  -  1,     außer     h^  =  h^  =  0) 
der  Funktionen  pu,  p'u  zu  erhalten,  hat  man  nur  außer  dem  Addi- 
tionstheorem   noch    die   in    unserem    Falle    geltenden   Gleichungen 
cög  ==  (o^i,  p{ui)  =  —  pu,  p'[iu)  =  ipu  zu  beachten. 

Nachdem  die  Wurzeln  (13)  der  speziellen  w-Teilungsgleichungen 
auf  Grund  der  vorausgehenden  Überlegungen  mittels  Wurzelzeichen 
dargestellt  sind,  gelingt  das  gleiche  nach  §  99  auch  für  die  Wurzeln 
der  allgemeinen  w-Teilungsgleichung.  n  war  hierbei  als  Primzahl 
der  Form  Aq-\-\  vorausgesetzt.  Nach  dem  S.  315  Bemerkten  ist 
auch  im  Falle  w  =  2  die  algebraische  Lösung  der  Teilungsgleichungen 
möglich;  endlich,  wie  man  leicht  einsieht,  auch  im  Falle  w  =  3; 
nach  §  99  brauchen  wir  den  Nachweis  nur  für  die  spezielle  Drei- 
teilungsgleichung zu  führen;  diese  ist  vom  Grade  3^—1,  hat  aber 
nur  4  verschiedene  Wurzeln,  die  paarweise  einander  entgegengesetzt 
gleich  sind  (S.  328).  Man  bedarf  also  nur  (ineinander  geschachtelter) 
Quadratwurzeln,  um  diese  Gleichung  zu  lösen,  für  die  Lösung  der 
allgemeinen  Dreilungsgleichung  sind  dann  noch  dritte  Wurzeln  er- 
forderlich, während  man  bei  der  Zweiteilung  im  Falle  ^3  =  0  mit 
Quadratwurzeln  auskommt. 

Die  Teilung  mit  einer  zusammengesetzten  Zahl  N  geschieht, 
indem  man  nacheinander  durch  die  einzelnen  Primfaktoren  von  N 
teilt,  daher  können  wir  schließlich  folgenden  Satz  aussprechen: 

Im  harmonischen  Fall  lassen  sich  die  Teilungsgleichungen  für  die 
reelle  ganze  Zahl  N  (die  speziellen  sowohl  wie  die  allgemeinen)  alge- 
braisch lösen,  icenn  N  keine  anderen  Primfaktoren  hat  als  2,  3  und  solche 
der  Form  4  (>  +  1. 

Wir  haben  zum  Schluß  noch  zu  fragen:  Inwieweit  können 
unsere  Überlegungen,  die  sich  zuletzt  durchweg  auf  den  Fall  eines 

23* 
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quadratischen  Gitters  bezogen,  als  vorbildlich  gelten  für  den  all- 
gemeinen Fall,  in  welchem  G^  irgendein  singuläres  Gitter  ist  und 
der  Zahlkörper  k  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  zugehörigen  nega- 
tiven Diskriminante  bestimmt  ist.  Der  Hauptunterschied  zwischen 
dem  von  uns  näher  betrachteten  besonderen  Fall  und  dem  allgemeinen 
besteht  darin,  daß  in  diesem  die  Zerlegung  einer  ganzen  Zahl  des 
Körpers  k  in  Primfaktoren  (die  ebenfalls  ganze  Zahlen  von  h  sind) 
nicht  mehr  eindeutig  möglich  zu  sein  braucht;  z,  B.  gibt  es  für  die 
Zahl  6  im  Körper  der  ]/—  5  die  zwei  Zerlegungen  2-3  und  (1  +  ]/—  5) 

(i-V=^). 

Es  kann  dann  vorkommen,  daß  die  linke  Seite  der  Gleichung 
m(^  ==  0  (§  106  (17))  noch  weiter  in  Faktoren  zerfällt,  die  den  ein- 
zelnen „Primidealen"  entsprechen,  welche  in  dem  komplexen  Multi- 
plikator fjL  aufgehen.  Das  Auflösungsverfahren  für  die  Gleichungen, 
die  durch  Nullsetzen  dieser  Faktoren  entstehen,  ist  dann  dem  in 
§  102  auseinandergesetzten  wieder  ganz  ähnlich.  Auf  eingehendere 
Ausführungen  verzichten  wir,  da  wir  uns  nicht  allzusehr  auf  zahlen- 
theoretische Fragen  einlassen  können. 

§  108.    Die  Teilung  der  Lemnisicate. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  hat  Abel  angewandt 
auf  die  Lösung  der  Aufgabe,  den  Umfang  einer  Lemniskate  in  eine 
gegebene  Anzahl  gleicher  Teile  zu  teilen. 

I 


Fig.  52. 


Bei   passender  Verfügung   über   die  Einheitsstrecke   lautet  die 
Gleichung  einer  Lemniskate  in  Polarkoordinaten  r,  ^  (vgl.  Fig.  52): 

1)  r^  =  cos  2  ^  . 

Geht   man    zu   rechtwinkligen  Koordinaten   ,r  =  r  cos  (f^  y  —  "f  sin  (f 
über,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  x''  -  if 
Diese  Gleichung,  in  der  Form 


(^2  +  ,/ 


2\2 


yl     __     y.4 
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geschrieben,  liefert  zusammen  mit 

3)  ar2  +  7/2  _  ^2 

folgende  Parameterdarstellung  der  Lemniskate  mit  r  als  Parameter 

ar2  =  |(r2-j-r*), 


4] 

Aus  (4j  folgt  sofort: 

I.  Ist  a  <  1,  so  schneidet  der  Kreis  r  =  a  die  Lemniskate  in  vier 
reellen  Funkten ^  die  man  mittels  Zirkel  und  Lineal  konstruieren  kann. 
(Als  gegeben  hat  man  sich  außer  der  Strecke  a  nur  die  auf  der 
X-Achse  gelegene  Halbachse  0  -  •    \  der  Lemniskate  zu  denken.) 

Für  die  Bogenlänge  u,  gezählt  vom  Nullpunkt  aus,  findet  man 
aus  (1)  oder  (4)  folgende  Darstellung: 


5)      • 

oder,  wenn  man 

setzt:. 


r       dr 

J  vn:"7i 


z 

/dz 


oo 


Durch  Umkehrung  von  (7)  gelangt  man  dann  zu  folgenden  Formeln, 
wenn  man  noch  beachtet,  daß  im  vorliegenden  Falle,  genau  wie  im 
vorigen  Paragraphen  g^  =  0,  //g  =  4,  e^  —  Ij  e^  =  0,  e^  —  —  l   gilt: 


1  liJ.U\i 


u  u 

— 1==ÜW  —  1=        -L 

r^  ^  \  (T  u 

—  +  1  =pu-\-l  =  ' 


(JU 


Aus  (4)  findet  man  endlich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadrat- 
wurzel zieht,  folgende  Parameterdarstellung  der  Lemniskate  mit  der 
Bogenlänge  u  als  Parameter: 

1  a  It  (TaU 

I      X  =  — 7_  -  -» 

9)  '  J^  - 

1  (TU        ff,  U 


|]/2   I     «^a'«*     0-2" 

über  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  wurde   dabei  so  ver- 
fügt, daß  folgende  Ungleichungen  gelten 
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10) 


ar>0,  y>0,  wenn      0  <  m  <  «^        (I.Quadrant), 

o:  >  0 ,  y  <  0 ,  wenn    «^  <  m^  <  2  w^  (IV.  Quadrant), 

^  <  0 ,  y  >  0  ,  wenn  2«^  <  u  <Soj^    (IL  Quadrant), 

ar  <  0 ,  y  <  0 ,  wenn  3  w^  <  m  <  4w^  (III.  Quadrant). 

Einzelnen  Punkten  der  Fig.  52  sind  die  zugehörigen  Werte  des 
Parameters  u  beigeschrieben. 

Die  auf  den  rechten  Seiten  von  (9)  stehenden  ö-- Quotienten  sind 
elliptische  Funktionen  mit  der  reellen  Periode  4«^  und  der  rein 
imaginären  Periode  2  co^  =  2co^  i. 

Ehe  wir  die  Aufgabe^  den  Umfang  der  Lemniskate  mit  Zirkel 
und  Lineal  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen  (für  geeignete  Werte  von  n) 
in  Angriff  nehmen,  beweisen  wir  folgende  Sätze: 

IL  Sind  Pj,  P^,  Pg  drei  gegebene  Funkte  der  Lemniskate  {die 
selbst  durch  ihre  Halbachse  gegeben  sein  möge,  also  nicht  gezeichnet 
vorzuliegen  braucht)^  so  kann  man  mittels  Zirkel  und  Lineal  einen  vierten 
Punkt  P^  der  Lemniskate  bestimmen,  so  daß  der  Bogen  P^P^  nach 
Größe  und  Richtung  gleich  dem  Bogen  2\  P^  ist  [Abtragung  von 
Bögen). 

III.  Zu  zwei  gegebenen  Punkten  P^,  Pg  der  Lemniskate  kann  man 
mittels  Zirkel  und  Lineal  einen  dritten  Punkt  Pg  so  finden,  daß  die 
Bögen  P^  P^,  Pg  P^  gleich  lang  werden  und  beide  der  Richtung  nach 
mit  Pj  Pg   übereinstimmen  [Halbierung  von  Bögen). 

Beweis  ,des  Satzes  III:  Sind  u.  (2  =  1,  2,  3)  die  zu  den  drei 
gegebenen  Punkten  P.  gehörigen  Werte  des  Parameters  u,  so  sind 

-^  —  pu^  die  Maßzahlen  dreier  Strecken,  die  mit  Zirkel  und  Lineal 
konstruiert  werden  können,  da  ja  die  Strecken  n  und  die  Einheits- 
strecke gegeben  sind.  Ebenso  kann  man  die  Strecken  von  den  Maß- 
zahlen p'u^,  kurz  die  Strecken  p'u^  vermöge  der  Gleichungen 
fu^  =  ]/4(jOM.)^  —  4ipn^  konstruieren;  dabei  ist  zu  beachten,  daß  p'u 
im  ersten  und  dritten  Quadranten  negativ,  im  zweiten  und  vierten 
positiv  ist.  Zu  dem  gesuchten  Punkte  P^  gehört  der  Parameter- 
wert «4  =  W3  +  Mg  —  M^ ;  pu^  ist  nach  dem  Additionstheorem  eine 
rationale  Funktion  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten  von  pu^,  pu^, 

pu^,  p  u^,  p'u^,  p'u^,   danach   kann   die  Strecke   r^  =  ,/    -t    ^ait 

Zirkel  und  Lineal  konstruiert  werden.  Das  gleiche  gilt  nach  Satz  I 
von  den  vier  Punkten,  in  denen  der  mit  Eadius  r^  um  0  be- 
schriebene Kreis  die  Lemniskate  schneidet.  Einer  dieser  vier  Punkte 
ist  P4.     Wir   überlassen    dem  Leser   hier  (wie    auch   nachher  beim 
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Beweise  des  Satzes  III)  die  Aufgabe,  zu  überlegen,  wie  man  den 
gesuchten  Punkt  hinterher  noch  eindeutig  durch  einfache  geometrische 
Überlegungen  bestimmen  kann,  ohne  vom  Augenmaß  Gebrauch  zu 
machen,  das  ja  kein  erlaubtes  Hilfsmittel  der  Euklidischen  Geometrie 
ist.  Wir  hätten  übrigens  die  zuletzt  aufgetretene  Mehrdeutigkeit 
überhaupt  vermeiden  können,  wenn  wir  das  Additionstheorem  der 
auf  den  rechten  Seiten  von  (9)  stehenden  elliptischen  Funktionen 
statt  des  der  Funktion  p  u  benutzt  hätten. 

Zum  Punkte  P^  des  Satzes  III  gehört  der  Parameter  u^  =  "^     ^- . 

Mittels  des  Additionstheorems  findet  man  wieder  p  (u^  -\-  u^)  als 
rational  von  pu^,  pu^,  p'u^,  p  u^  abhängenden  Ausdruck.  Die  all- 
gemeine Zweiteilungsgleichung,  deren  Wurzeln 

"'         1  p("i±"^  +  -x  +  -3) 

sind,  lassen  sich,  wie  im  vorigen  Paragraphen  S.  355  bemerkt  wurde, 
mittels  (ineinander  geschachtelter)  Quadratwurzeln  über  bekannte 
Größen    darstellen.      Unter   den    vier  Wurzeln  (11)  sind  zwei   reell 

und  ^1,  nämlich  p"^^'-  und  p[^\^^-^(ß^,  (wie  ja  über- 
haupt die  vorliegende  jo-Funktion  für  die  Punkte  der  reellen  Achse 
und  nur  für  diese  und  die  ihnen  bezüglich  der  Perioden  kongruenten 
reelle  Werte  ^^^  =  1  annimmt,  vgl.  §  23).  Man  kann  somit  die 
Kreise  um  0  mit  den  Radien 

und 


konstruieren,  wie  auch  ihre  acht  Schnittpunkte  mit  der  Lemniskate. 
Einer  dieser  acht  Punkte  ist  dann  F^. 

Die  Halbierung  des  Lemniskatenumfangs  geschieht  durch  den 
Doppelpunkt,  die  Vierteilung  durch  diesen  und  die  beiden  Scheitel; 
nach  Satz  III  kann  dann  der  Umfang  mittels  Zirkels  und  Lineals 
weiter  in  8,  16,  32  •  •  •  Teile  geteilt  werden.  Auch  kann  nach 
diesem  Satze,  falls  schon  eine  Teilung  in  n  gleiche  Teile,  kurz  ge- 
sagt eine  w-Teilung  vorliegt,  aus  dieser  eine  n  •  2»' -Teilung  gemacht 
werden.- 

Wenn  der  Doppelpunkt  0  (m  =  0)  ein  Teilpunkt  einer  /i-Teilung 
ist,  so  haben  die  übrigen  n  —\  Teilpunkte .  von  0  die  Entfernungen 
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12)  r^=         ^=^      (;.=  1,2,  ...«-1). 

W  n       I 

Wir  wollen  n  zunächst  als  ungerade  Primzahl  voraussetzen;  die 
[n  —  1)  Werte  r^   sind    dann   paarweise    einander   gleich;    es  liegen 

dann,  aber  auch  offenbar  auf  jedem  der  — ^ —   untereinander   ver- 

schiedenen  Kreise  r  =  r^  zwei  zu  0  symmetrische  Teilpunkte  der 
Tz-Teilung.  Man  braucht  nun  nicht  aus  den  vier  Punkten,  in  denen 
jeder  solcher  Kreis  die  Lemniskate  schneidet,  die  zwei  in  Frage 
stehenden  Teilpunkte  auszusuchen,  sondern  man  kann  zunächst  auf 
jedem  Kreise  die  auf  ihm  liegenden  vier  Schnittpunkte,  im  ganzen 
also  (2  w  — 2)  Punkte  beibehalten;  diese  bilden  nämlich,  wie  ohne 
weiteres  klar  ist,  zusammen  mit  dem  zweimal  zu  zählenden  Doppel- 
punkt die  Teilpunkte  einer  2w-Teilung,  und  man  hat,  wenn  man 
nur  eine  w-Teilung  haben  will,  schließlich  jeden  zweiten  Teilpunkt 
auszulassen. 

Nun  haben  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen:  Wenn  n  —  b 
oder  gleich  einer  Primzahl  der  Form  4  (>  -j-  1  ist,  lassen  sich  die 
Radien  r^  durch  Radikale  darstellen;  bei  n  =  S  kamen  nur  Quadrat- 
wurzeln vor,  bei  n  =  4  q  -]-  1  dagegen  eine  (n  —  1)  wertige  Wurzel 
mit  dem  Exponenten  n  —  1;  eine  solche  kann  man  aber  ebenfalls 
auf  Quadratwurzeln,  mithin  auf  Größen,  die  sich  durch  Zirkel  und 
Lineal  konstruieren  lassen,  zurückführen,  .wenn  n  die  Form  2»"  +  1 
hat.  Von  der  ursprünglich  gemachten  Voraussetzung,  daß  der 
Doppelpunkt  einer  der  Teilpunkte  sei,  kann  man  sich  hinterher 
mit  dem  Hinweis  auf  Satz  II  befreien. 

Beachten  wir  noch,  daß  die  n^^  •  n^-Teilung  sich  genau  wie  beim 
Kreise  aus  der  Wj-Teilung  und  der  »g -Teilung  von  selbst  ergibt, 
wenn  n^  und  n^  teilerfremd  sind,  so  können  wir  folgenden  Satz  aus- 
sprechen: 

IV.  Die  Teilung  des  TJmfoMgs  einer  durch  ihre  Halbachse  ge- 
gebenen Lemniskate  in  N  gleiche  Teile,  wobei  einer  der  Teilpunkte  noch 
willkürlich  vorgeschrieben  werden  darf,  ist  mittels  Zirkel  und  Lineal 
immer  möglich,  wenn  N  die  Zerlegung 

gestattet,  wo  p-^j  p^i  •  •  ■  Pt  ^^^^  beliebige  Anzahl  verschiedener  Prim- 
zahlen der  Form  2''  +  1   sind. 

Man  kann  auch  zeigen,  daß,  genau  wie  beim  Kreise,  kein 
anderer  Wert  N  die  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 
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§  109.    Durchführung  der  Zehnteilung  der  Lemniskate. 

um  die  Ausführungeo  der  letzten  Paragraphen  durch  ein  Bei- 
spiel zu  veranschaulichen,  wollen  wir  die  Aufgabe,  den  Umfang  einer 
gegebenen  Lemniskate  in  zehn  gleiche  Teile  zu  teilen,  wirklich  durch- 
führen. Die  Lemniskate  sei  die  nämliche,  die  durch  die  Glei- 
chungen (1),  (2)  des  vorigen  Paragraphen  dargestellt  wurde,  und  sie 
sei  uns  geometrisch  durch  ihre  mit  der  Einheitsstrecke  0  •  •  •  1  der 
X-Achse  zusammenfallende  Halbachse  gegeben.  Als  willkürlichen 
ersten  und  damit  zugleich  als  sechsten  Teilpunkt  wählen  wir  den 
Doppelpunkt. 

Nach  dem  S.  360  Bemerkten  haben  wir  die  spezielle  Fünf- 
teilungsaufgabe der  jo-Funktion,  für  die  g^  =  0,  g^  —  ^  ^^*>  aufzulösen; 
und  da  tz  =  5  =  (1  +  2  2)(1  —  2?)  ist,  haben  wir  in  den  Entwick- 
lungen des  §  107  1  =  1,  ^?  =±  2  zu  setzen.  Der  Nenner  des  Bruchs 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (12  a)  des  §  106  gleich  Null 
gesetzt,  liefert  dann  die  Gleichung  ^ 

pu  -}- p2u  =  0 , 
oder  wenn  pu^  z  gesetzt  wird,  nach  §  32  (1): 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  das  in  §  106  mit  ^^{z)  bezeichnete 
Polynom: 

[  M^  (z)  =  5  z^  -  2  ^2  +  1  =  5  f^2  _  A^r__2ij  L2  _  l.+  2j 

Es  zerfällt,  v/enn  man  z^  =-  ^  setzt,  in  die  beiden  Faktoren  m  {^),  m  (^), 
die  konjugiert  imaginäre  Koeffizienten  besitzen  und  im  allgemeinen 

vom  Grade  — - — ,   im   vorliegenden  Falle  also  vom  ersten  Grade 

sind.     Die  Nullstellen  dieser  linearen  Funktionen  sind  nach  (1;: 

"—  -  .      und --^  • 

1  4-  2 *  i  -  2t 

Von    den    beiden  Polynomen  M{z),  M[z)  in   die  M^[z)   nach  §106 
zerfällt,  hat  also  das  eine  die  Nullstellen 

2)  z^=^  -^j^ — -^      und      ^2  =  — 


1/1  +  2«  ^        yi-l-2«- 

das  andere  die  dazu  konjugierten  Nullstellen 

3)  z   =      ^      und      z^  =  —-^=-=r^ 

^     yi-2i  ^     y  1  -  2  «• 
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Unter  den  Quadratwurzeln  wollen  wir  jedesmal  den  Hauptwert  ver- 
stehen, dessen  Realteil  positiv  ist. 

Die  Werte  z^^  z^,  z^,  z^  mögen  von  der  Funktion  pu  em  den 
Stellen  u^,  u^,  ü^,  u^  angenommen  werden.  Dann  haben  wir  nach 
§  107  (9),  (9')  die  Funktionswerte 

4)  p  (u^  -f  ü^) ,     p{u2+  ü^) 

zu  bilden.     Bezeichnen  wir  sie  mit  — ^  und  — x-,  so  sind  i\  und  r^ 

die  Radien  der  beiden  um  0  zu  schlagenden  Kreise,  welche  aus 
der  Lemniskate  die  acht  außer  dem  Doppelpunkte  noch  zu  be- 
stimmenden Teilpunkte  ausschneiden  (vgl.  §  107  (9')  und  §  108  (12)). 
Die  zu  r^  und  r^  gehörigen  Polarwinkel  (p^  und  op^  findet  man 
dann  aus  §  108  (1). 

Das  Additionstheorem  liefert 

5)  I  ""^ 

Die  Vorzeichen  der  beiden  Quadratwurzeln  im  Zähler  sind  so  zu 
wählen,  daß  ihr  Produkt  als  Produkt  zweier  konjugiert  komplexen 
Zahlen  positiv  wird;  der  Wert  dieses  Produktes  ist  also 

2i       \  8 


]/5 


1  +2 


4,— 


1/5.  y  5 


wobei  unter  ]/5,  ]/5  die  positiven  Werte  der  Wurzeln  verstanden 
werden.  Mit  ip  wollen  wir  noch  den  spitzen  durch  die  Gleichung 
tg  i^'  =  2  bestimmten  Winkel  bezeichnen,  dann  ist 

also 
H  +  -^^-  ^^  cosf ,     (.,  -  ,,?  =  -  A.  si,.|  =  _  I  (ys  _  1) . 

Setzt  man  diese  Werte  in  (5)  ein,  so  erhält  man 

^  ^  4(1/5-1)  cos  I    +8 

^~~  yöpb        4(]/5-i) 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  4  =  (]/5  +  1)  (l/ö  —  1): 
6)  _L=V5(cos|-  +  i-(y5+l)). 
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G  enau  so  findet  man 

1    =V5(-cos.|-  +  |(yö+l 


7) 


» 


Die  wirkliche  Konstruktion  der  gesuchten  acht  Teilpunkte  ist  nun- 
mehr eine  sehr  elementare  Aufgabe;  ihre  Lösung  ist  in  den  fol- 
genden Figuren  53  a,  b  durchgeführt. 

Kurze  Erklärung  der  Fig.  53  a,  b:   aA£C  (Fig.  53a)  ist  recht- 
winkelig mit  den  Katheten  AB=1,  AC=2\  es  ist  also  J5C=]/5, 


Fig.  53  a. 


Fig.  53  b. 


^  C  JB  yl --- i^K  Auf  die  Halbierungslinie  dieses  Winkels  ist  das 
Lot  AB  gefällt;  mithin  ist  ^i>  =  cos^.  Ferner  wurde  JBC  über^ 
hinaus  um  B  E  =  \  verlängert  und  ein  Halbkreis  über  C  E,  dessen 
Mittelpunkt  F  sei,  mit  der  in  B  auf  CE  errichteten  Senkrechten 
in  G  zum  Schnitt  gebracht;  man  erhält  so  B  G  =  j/ö.  Endlich 
wurden  von  C  aus  auf  C  B  und  auf  der  Verlängerung  dieser  Strecke 
die  Strecken  CH=  CK=  BD  abgetragen;  es  wird  daher 

FK=  cos-f-  +  I  (]/5  +  1) ,      i^^=:  -  cos-f-  +  1  (1/5  +  1)  . 

Um  Fig.  53  a  nicht  zu  überlasten,  werde  die  Konstruktion  in 
einer  neuen  Fig.  53b  fortgesetzt:  Auf  einem  beliebigem  Strahl,  den 
wir  zugleich  als  positive  X-Achse  wählen,  werden  von  seinem  An- 
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fangspunkt  0  aus  die  Strecken  OX  =  1,  OM=FK,  ON=^FE 
abgetragen,  sodann  auf  irgendeinem  anderen  von  0  ausgehenden 
Strahle  g  die  Strecken  0F=  1,  0Q  =  ]/5(=  ^(?).  '  Die  Parallelen 
zu  ZQ  durch  M  und  iV  mögen  g  in  F  und  S  schneiden;  dann  ist 
OB  =— ^,  0/S  =  — ;r-     Sodann  ziehe  man   durch  P  die  Parallelen 

ZU  F L  und  SZ;  sie  mögen  die  X-Achse  in  T  und  U  schneiden; 
so  erhält  man  OT=r^^,  0  U  =  r/.  Die  in  T  und  U  auf  der 
X-Achse  nach  einer  Seite  hin  errichteten  Senkrechten  bringe  man 
in  F^  und  F^  zum  Schnitt  mit  einem  über  OZ  als  Durchmesser 
errichteten  Halbkreis  und  in  W^  und  W^  mit  dem  um  0  mit 
Eadius  OZ  geschlagenen  Kreise.  Dann  ist  0  T^  =  rj,  0  V^  =  r^. 
Bezeichnet  man  noch  -^W^OZ  mit  2\p^  und  -^W^OZ  mit  2^^, 
so  gilt  cos2^j  =  r^^,  cos  2^/2  =  rg^;  t^^,  i/^^  sind  also  die  vermöge 
der  Lemniskatengleichung  §  108  (1)  zu  r^,  r^  gehörigen  Polarwinkel. 
Schneidet  man  daher  die  Halbierungslinie  des  Winkels  2\p^  mit 
dem  um  0  mit  Radius  0  F^  geschlagenen  Kreise  in  Z^  und  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  2  ip^  mit  dem  um  0  mit  Radius  0  V^ 
geschlagenen  Kreise  in  Z^,  so  sind  Z^  und  Z^  zwei  Punkte  der  Zehn- 
teilung der  Lemniskate,  deren  Doppelpunkt  0  und  deren  einer 
Scheitel  Z  ist.  Die  übrigen  ^echs  von  0  verschiedenen  Teilungs- 
punkte liegen  zu  Z^  und  Z^  symmetrisch  bezüglich  der  X-Achse, 
der  Z-Achse  und  des  Nullpunktes. 


ACHTZEHNTER  ABSCHNITT. 


Numerische  Berechnung  elliptischer  Integrale 
und  Funktionen.   Ausartungen  elliptischer  Funktionen. 

§  110.    Berechnung  der  Perioden  2öj^,  2g5^. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist:  die  Hauptwerte  der  Perioden  26j^, 

2  «3  eines  vorgelegten  Integrals  erster  Gattung   f  zu  berechnen. 

J  yf{%) 

Wir  beginnen  damit,  die  Invarianten  g^  =  «^  «^  —  4aj  ög  +  3ö2^ 
9z  "^  %  ^2  ^4  ■"  %  ^s^  ~  ^\  «4  +  2«j^  «2  ^H  ~~  <^2^  ^^  berechnen  und  die 
Gleichung 
1)  4x3-^2^-^3=0 

nach   bekannten   Methoden   aufzulösen.      Die  Wurzeln    von  (1)  be- 
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zeichnen  wir  mit  e^,  e^i  e^,  wobei  wir  die  Numerierung  so  vornehmen, 
wie  es  §  77  für  die  Hauptwerte  vorgeschrieben  wurde. 
Sodann  berechnen  wir  die  Hauptwerte   ' 

2)  l  =  ^^=^ ,       \-l  =''}  -  5 

^'i    "    ^l  ^l    ~    ^3 

und 

3)  1=1-^^-' 


1  +V~i 


/ 


unter    yl—l    den   Wert   verstanden,    dessen    Arcus  ^  —  -^  und 

<  -^  ist  (s.  §  88). 

Darauf  könnten  wir  die  Größe  h  =  <?'-'''  mittels  der  Potenzreihe 
(§  54  (4)): 

^'  =  i  +  8(y'  +  84(^)V992(-^)V... 

berechnen;    praktischer  ist  jedoch  die  Verwendung  der  noch  besser 
konvergenten  Reihe  (§  54  (6)): 

4)  Ä  =  |  +  ^(^)^  +  ^-(/f  +  -|!^(') 


13 


Wir  werden  nämlich  am  Ende  dieses  Paragraphen  zeigen,  da& 

5)  W^tS^<l 

ist;  und  daraus  folgt,  daß  man  sich  mit  den  zwei  ersten  Gliedern 
auf  der  rechten  Seite  von  (4)  begnügen  kann,  wenn  keine  größere 
Genauigkeit  als  von  9  Dezimalstellen  verlangt  ist;  denn  da  sämt- 
liche Reihenkoeffienten  positiv  sind  und  ihre  Summe  -=  1  ist  (§  54 
und  §  82),  so  ist  der  Rest  der  nach  dem  zweiten  Gliede  abgebrochenen 
Reihe  (4) 


^    512   l^i     ^12           16 

15    \  1  ,|13 

512JI^I     ' 

^    512  1    '      '     512  i    i    \15/ 

(wegen  (5)) , 

^    32  1^1     ^   159  ' 

^    2      10» 

Hat  man  h  berechnet,  so  findet  man  durch  Logarithmieren 


6)  f  =  -i^  In  Ä , 

^  TT«  ' 
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und  zwar  ist  der  Hauptwert  des  Logarithmus  zu  nehmen,  dessen 
Imaginärteil  zwischen  —  Tii  und  -\-  ni  liegt;  da  r  im  Dreieck  d 
liegt  (Fig.  38  S.  240),  ergibt  sich  dieser  Imaginärteil  tatsächlich  sogar 

zwischen    ~- — ■  (einschließlich)  —— -  (ausschließlich). 

Weiter  findet  man  2«j   aus  einer  der  Gleichungen  §  53  (9): 

7)  2a>,=^^M=:=^.^=^  (l-2Ä-f2Ä*-2P  +  2Äi«-  +  ...) 
oder 

7')  2c77    =  i^^ (2;^  +  2^9  +  2^^  -\ ) 

oder 

T)        2ß)i  = ^-^. (1  +  2h'  +  2Ä^6  _|_  . .  ,y 

y  e,-e,{\+y\~'}:f 

Das  Vorzeichen  von  ]/  e^  —  ^g  ist  hier  so  zu  wählen,  daß  der 
Arcus  von  m^  den  in  §  76  angegebenen  Bediogungen  genügt.  Hat 
man  2ä?j  aus  einer  dieser  Formeln  und  f  aus  (6)  berechnet,  so 
findet  man 

8)  2«3  =  2ä?j  f . 

Über  die  Konvergenz  der  auf  den  rechten  Seiten  von  (7),  (7'), 
(7")  auftretenden  Reihen,  gibt  man  sich  leicht  Kechenschaft:  be- 
zeichnet man,  wie  üblich  mit  ^(z)  den  Realteil  von- 2:,  so  ist 

also 

10)  m<i--^'  i^kIt^.  i^^kIt^'  m<^' 

und  wenn  e^,  e^,  e^  reell  sind,  ist  sogar 

11)  '^l<^~"<^' 
also 

12)  .  ß'\<T^,       I^'Kt^,     \-n<j^- 

Braucht  man  endlich  noch  die  Periodizitätsmoduln  des  Integrals 
zweiter  Gattung  ^u,  so  berechnet  man  T}^  =  f  ^i  bequem  aus  der 
Formel  (§  53  (13)): 

13)  .;,  =  -  .3  0.,  -  ^-  - 1  _  2^  +  2Ä^  ir^pirr^":" 
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und  fjo  aus  der  Legendre sehen  Relation: 

14)  ^^3=--^i^--^- 

Wir  haben  noch  den  Beweis  der  Ungleichung  (5)  nachzutragen, 
d.  h.  wir  haben  zu  zeigen:  falls  1  —  A  beliebig  im  Innern  und  auf 
der  Grenze  des  in  Fig.  44  b,  S.  259,  mit  III,  III'  bezeichneten  Gebiets 
sich  bewegt,  bleibt 


15) 


1+1^1 

Da  der  absolute  Betrag  einer  analytischen  E'unktion  seinen 
Maximalwert  für  ein  Gebiet  stets  auf  dessen  Begrenzung  annimmt, 
brauchen  wir  zum  Beweise  von  (11)  nur  solche  Werte  1  — A  zu 
berücksichtigen,  die  auf  der  Grenze  des  Gebietes  III,  III^  liegen.  Wir 
betrachten  zuerst  die  Kreisbogenbegrenzung  und  dann  die  geradlinige. 
Auf  jener  ist 


7        1-e*       /        ^^^      .--^\ 


1  +  e4 


(f 
1  —  cos  — - 


also 


^l  +  cos^) 


-^  1  +  *  sin  — 


/!  = 


^ 


2  —  2  cos  -^ 
4 

w 

2  +  2  cos  -7- 
4 


t^l 


^tg 


Der  Wert  |/|  =tg-^  wird  in  den  Ecken  des  Kreisbogenzwei- 
ecks angenommen. 

.  Auf  der  geradlinigen  Begrenzung  dagegen  ist 

i_x=i-+4tg^ 

= -e'y'i-  -ir^^^-^]- 

2  cos  \p  \         ^  ^  I 

Da  für  zwei  Werte  1//,  die  sich  nur  im  Vorzeichen  unter- 
scheiden, zwei  konjugiert  komplexe  Werte  für  1  —  A,  wie  auch  für 
/  sich  ergeben,  genügt  es,  die  Werte  ip  zwischen  0  und  -|-  -f-  zu 
betrachten    und    zu    zeigen,    daß    dann    \l\    seinen    größten   Wert 
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f  tg  -^ j    für    «/^  =^  Y  annimmt.     Dies  sieht  man  am  einfachsten  ein, 
indem  man  bemerkt,  daß  |Z|  =  ^aiinZ)  ^^{^  ^^  wächst,  d.  h.  daß 


ist.     Nun  ist 

,  1 
d\nj 

difj 


(l-I) 


1  -  V  1  -  / 


i-VT 


dmilnl)    _ 
dip 

^j"-'  >  0 
dip 

1  +|/l  -  Ij 

dl 

drp' 

I    _    1    (1  -  I)~'^'  +  (l  -  I 

w          2 

dw 


\'  {\  —  l)     *  +  (!-;.)     * i cos  ip  -^  sin  t^    v 
2  I  2  cos^ «/ 


=  _±    (1-/)    '^^  +  (1-^)     ' 


(l_A)e(l_agt/;), 


—  2 


I     ^ 


also 


,,    -  sin  — 


2cos  VI 
.     3w 


«*  + 


|/  2co 


13   Zn, 


COS  -?// 


rflf 


1  ]/2  cosT^  I        1 1/2  cos  ^ 
>0    für  0<./.<-^, 


13  J 


w.  z.  b.  w. 

Da   somit    |/|  <  tg-^-  <  0,132  gilt,  ist 

|/*l< 0,0003005,   |^|<lo-^   \f^\<o,%-\{)-^\ 

Sind  die  drei  Größen  e^ ,  ^g ,  ^3  sämtlich  reell,  so  ist  auch  1  —  X 
reell  und  ^i-,  ^1,  also 

/'^|^—<  0,087, 

y2  +  1 

/^    <0,6.10-S     1Z8|<  0,4.10«,      /i2|  <  0,2. 10-12^ 

§  iil.    Berechnung  eines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  von 

spezieller  Form. 

Z-i  Zj  Zo 

Da  j  =:  j  —  j    ist,   können  wir  immer  voraussetzen,    daß   die 

Zr,  Ol  tti 

untere  Grenze  des  zu  berechnenden  Integrals  erster  Gattung 
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•=/■ 


d  % 


«1 
ein  beliebiger  der  vier  Verzweigungspunkte  ist.  Zur  völligen  Bestimmung 
der  mit  z  bezeichneten  oberen  Grenze  ist  der  zugehörige  Wert 
'^1  f[z)  als  eindeutig  festgesetzt  anzusehen.  Um  Umständlichkeiten 
zu  vermeiden,  wollen  wir  nicht  einen  bestimmten  Integrationsweg  vor- 
schreiben, sondern  die  Aufgabe  so  stellen:  es  sollen  alle  Werte  u, 
die  den  unendlich  vielen  möglichen  Integrationswegen  entsprechen, 
gefunden  werden.  Ist  u^  einer  davon,  so  sind  alle  in  der  Form 
u^  -\-2\(o^  +2^30)3  enthalten,  und  da  wir  die  Perioden  schon  im 
vorigen  Paragraphen  berechnet  haben,  genügt  es  also,  irgendeinen 
jener  unendlich  vielen  m- Werte  zu  berechnen. 

Wir  beginnen  mit  der  Berechnung  des  besonderen  Integrals 


2).  .=/ 


dt 


y  \x-i'){\-  lu') 


unter  der  Voraussetzung,  daß 
B)  i^:^i^"M     und      /;<! 

ist.  Danach  werden  wir  zeigen,  daß  die  Berechnung  jedes  Integrals 
erster  Gattung  auf  diesen  besonderen  Fall  zurückgeführt  werden  kann. 
Als  Integrationsweg  denken  wir  uns  die  geradlinige  Strecke 
zwischen  der  unteren  Grenze  t,  "[/(l  -  t'^){\  —  l^t^)  und  der  Ver- 
zweigungsstelle 1;  ist  auch  die  untere  Grenze  t  eine  Verzweigungs- 
stelle, der  Wert  des  Integrals  also  eine  Halbperiode,  so  hat  man 
noch  die  Wahl,  die  Strecke  in  dem  einen  oder  dem  anderen  Blatte 
der  RiEMANN  sehen  Fläche  zu  ziehen. 

Wir  entwickeln  nun     -~~rs    in  die  für  alle    '  f   <  1 /"^ !  kon- 
vergente,  also  für  alle  |(|^|Z-i|  gleichmäßig  konvergente  Reihe: 

4x     j  |/l-  lU'^  2  ^2.4  ^   2.4.6  ^      ^ 

'  ^    2.4-6..8  '  ' 

Setzt  man  diese  Reihe  in  (2)  ein,    so   erhält  man    durch   gUedweise 
Integration : 

5)         V  =  f-JJ=  +  i-  Z^  r_üi^  H_  lll  IS  rjldj_ 
J|/i_^.  ^2     J  i/lTT^^  2.4' ji/Ti:^ 

i  t  t 

LB. 5     12  /-     i^dt 

^2.4.6^    jyT^^  +  '    '' 

I         t 
BüRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.         .  24 
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wo  nun  für  die  untere  Grenze  ]/  1  —  ^^  ^Is    eindeutig   gegeben   an- 
zusehen ist,  nämlich   =  ]/(l  -t'^)[l  -  lU^):  ]/ 1  -  IH^   (s.  (4)). 

Nun  ist  nach  bekannten  Integralformeln  (die  man  durch  Diffe- 
renzieren bestätigen  möge): 

1  1 


r j^dt^_  _  2_  r  dt 
J  y=r-t^  -  2 j  yr^ 


t^ 


+ 


1  i 

r  fdt  __  1^  r  dt n/TzZ fy2  ,  a1 

j  yT37^       2-4Jy-nr7.+         4      l^  +  2  j  * 


allgemein 


f   1 


6) 


fjl^AL  —    1  •  3  •  5  •  .  ♦  (2 /^  -  1)    f  _dt__ 

J  yY^2~     2. 4. 6...  2..    j  yf^ 

\    

n/l-^M/2.-2   ,    2^-l,2v-4    ,     (2^-l)(2i^-3),,,, 


+-^^r''~^'+^^^^^'^~*+ 


2*'-2 


(2>'-2)(2j'-4) 


+  ••  + 


2  »"(2 1^-2) 


-2)..T.2"  j 


endlich  ist 

7) 


f-4=  =  -ln(t  +  i]/T^^) 


Setzt   man    diese  Werte  in  (5)  ein  und   benutzt   man   zugleich 
folgende  Abkürzungen: 


8) 


io  =  l+(i)''^+''''' 


^1  = 


K, 


^3  = 


1   \ 


2-4 


^lif^r^^^H- 


so  findet  man 

Nun  hätten  wir  eigentlich  zu  überlegen,  welcher  Wert  des 
Logarithmus  in  (9)  dem  gewählten  Integrationsweg  entspricht;  da 
es  uns  aber  nur  darauf  ankam,  irgendeinen  der  unendlich  vielen 
Werte  des  Integrals  (2)  zu  finden  und  da  die  verschiedenen  Werte 
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des  Logarithmus  in  (9)  durch  lauter  von  vornherein  gleichberechtigte 
Integrationswege  geliefert  werden,  dürfen  und  wollen  wir  dem  Loga- 
rithmus in  (9)  seine  Unendlichvieldeutigkeit  lassen. 

Die  Koeffizienten  Z^^,  Z^^,  ^03  *  *  *  (^)  ^®^  ^^^  ^^^  rechten  Seite 
von  (9)  vorkommenden  Reihe  lassen  sich  sehr  rasch  mit  einer  vor- 
geschriebenen Genauigkeit  berechnen,  wenn  |  / 1  klein  ist.    Wir  werden 

zeigen,  daß  wir  stets  U  |  ^  tg  — -  <  ---  voraussetzen  dürfen.  Dann 
folgt  aus  (8) 

[Z^ij  <  0,50005  |/4|  und  für  v>l:\Z^J  <0,5|Z*^|. 
Somit  ist  das  allgemeine  Glied  der  Eeihe 

10)  z^^t  +  ^L,,fi  +  f^l„,t^+.-- 

vom  zweiten  ab  dem  Betrage  nach 

<  0,5  I Z*»'  I  I  Jf  P"-!  <  0,5  I  /2^+i  I     (wegen  (3)) , 

Daraus  geht  hervor,  daß  man  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
beispielsweise  höchstens  3  Glieder  der  Reihe  (10)  beizubehalten 
braucht,  wenn  man  v  auf  6  Dezimalstellen  genau  berechnen  will. 

§  112.    Berechnung  eines  beliebigen  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung. 

Wir  kehren  wieder  zu  dem  ursprünglich  gegebenen  Integral 
§  111  (1)  zurück;  ce^  ist  eine  beliebige  der  vier  Verzweigungsstellen 
von  Yf{z).  Die  Numerierung  von  a^,  «3,  a^  sei  nach  Vorschrift  von 
§  38  so  vorgenommen,  daß  das  Doppelverhältnis  (cc^  a^  a^  a^  gleich 
dem  Haupt  wert  Ä  =  !^~!^  wird.  Die  für  das  Folgende  ohnehin 
nötigen  Größen  gj,  e^^  b^  denken  wir  uns  zuvor  berechnet,  ebenso  die 
(nach  §  88)  auch  von  der  Fläche  her  eindeutig  definierten  Hauptwerte 

]/l  =  ]/i'~i'      und     Vi  -  Ä  =  ]/-^J-^^  • 
V    63  -  ei  K    ^1  -  ^8 

Nur   um    die    folgenden  Formeln   gedrängter   schreiben  zu  können, 

werden  wir  auch  die  Größen  ]/e^  —  e^  und  Y^—  e^  benutzen.  Vom 
Periodenparallelogramm  her  sind  dieselben  eindeutig  definiert  durch 
die  Formeln  (19)  des  §  42  (für  h  =  h).  Eine  von  der  Riemann sehen 
Fläche  ausgehende  damit  übereinstimmende  Rechenvorschrift  an- 
zugeben, wäre  sehr  umständlich  und  ist  zugleich  ganz  unnötig:  Wir 
können   und    wollen    im    folgenden    unter    \e^  —  e^  einen  beliebigen 

24* 
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der    vier    möglichen    Werte    verstehen    (etwa    den    dessen    Arcus 
>  —  ~  nnd   ^  ~  ist) ;  unter  ye^  —  e^  verstehen  wir  dann  eindeutig 


soviel  wie  Ve^  —  gg  Kl  —  Ä,  unter  ]/r^j  —  p^  und  ]/gj  —  e^  soviel  wie 
[Ysy  —  ej    und     {^5^—5^),    endlich    unter     V^'g  —  ^i     soviel    wie 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  transformieren  wir  das  gegebene 
Integral  (1)  durch  die  Substitution  (§  66  (16)): 

1)  {a^  a,  ^3  ^)  =  (Ö  1   00  C). 

oder  ausgeschrieben 

(ai  -  «3)  «0  -  («1  -  «0)  «3  'C  V        -'  -  «0  .  «1  -  «0 

(«1  -  «a)  -  («i  -  "^o)  ^  "         ^  -  «8     «1  -  «3 

auf  die  Normalform 

c 

1  /-^  c^  ü' 


3)  z^=       /-i-_.    / 


Vt(i  -  t)(i  -d  -^)0 


Das  Vorzeichen  von  Vjll  —  l:)(1  —  (1  —  'A)Q  für  die  obere  Grenze 
ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


f/,,  —  f/. 


2ye^~-e,    ^'  ^  '  {^'  ~  «3)(^  -  «0)     ' 

Das  Integral  (3)  transformieren  wir  weiter  durch  die  Substitution 

5)  ^^x\  x  =  yf. 

Da  zu  jedem  Werte  ^  zwei  Werte  x  gehören,  können  wir  noch 
folgende  Zusatzbedingung,  deren  Grund  sofort  einleuchten  wird,  für 
die  obere  Grenze  x  des  transformierten  Integrals  aufstellen: 

6)  ßealteil  von  xYl  —  l    soll  ^0  sein. 
Wir  erhalten  so 

X 

7)  ^.  =  --i=^,_„„_^..__   __■ 

y^s  -  Gl  j  1/(1  -  x")  (1  -  (1  -  i)xA 

'  1  ^  ^ 

Endlich  führen  wir  nach  Vorschrift  des  §  68  folgende  Trans- 
formation aus: 


«)  X  —  — — r—  ,  ^  =  -: 
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hier  hat  Z,  wie  stets  bisher,  die  folgende  Bedeutung 

1  +  Vi  _  ;.         ^ 

und    den  durch  (6)   bestimmten  x  Werten    entsprechen    vermöge  (6) 
t  Werte,  für  die 

10)  ^  l^l^i^-'i 

gilt  (§  68).     Das  Integral  (7)  aber  nimmt  folgende  Form  an: 

t 

2i  1  r  dt 

u  = 


t^){\  -  /*o 

1  ~ 

oder 

1 

11  2  r  dt 

(l/^"l   --  ^^2,+  Vh   -   ^3)       '       1^(1   -   ^')(1    -  ^*^*) 

Das  zuletzt  erhaltene  Integral  erfüllt  alle  Bedingungen  des 
Integrals  (2)  von  §  111  und  kann  daher  wie  dieses  ausgewertet 
werden.    Das  Vorzeichen  der  zur  unteren  Grenze  t  in  (11)  gehörigen 

Quadratwurzel  1^(1  —  t^)  (1  —  l^t^)  bestimmt  sich  aus 

d  t      dx      du 
dx       dt       dz 


12) 


=  2  <  j/^  -  ^,  -^  i/^  -  ^ ' "  '•  }y>»  •  -^-  (1  +  ^^)^ 


^    .  ^2 («g  -  '/b) 


Ix  {X  -  Uq)  {z  -  «3) 

=  -    -    iV^  —  C'2  +  ye.  —  f'„ )     - — 5^ — - — ^ — -  yf(z) .  . 
Da  bei   der  Ausrechnung  von  (11)  für       -  eindeutig  die  bino- 

Vi  -  /*  t^ 

mische  Reihe   benutzt  wird,    besagt  (11),    daß   man  in  der  Schluß- 
formel (§  111  (9))  für  yi  —  t^  folgenden  Wert  zu  setzen  hat: 

Die   letzte    Veränderliche  t,    also    insbesondere    die   untere    Grenze 
in  (11),  drückt  sich,  wenn  man  alle  Substitutionen  in  eine  zusammen- 
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faßt,  folgendermaßen  durch  die  erste  z  (die  obere  Grenze  in  (1)  von 
§  110)  aus: 

14)  t  =    ^    yet  -  es  y(2  -  «3)  {<\  -  «0)  -  K  g|  -  ^2  "|/(z  -  «0)  Uh  -~<H) 

f    y  ei  -  ^3  y(2;  -  «3)  («1  -  «o)  +  ]/e^  -  e^  ]/(z  -  «o)  («i  -  «g) 

Hier  kann  das  Vorzeichen  einer  der  beiden  Quadratwurzeln 


beliebig    angenommen    werden,    das    der^  anderen    ist    dann    so    zu 
wählen,  daß  der  Bedingung  (6),  nämlich 


15)  Eealteil  yoq    |JlJiA  .  Vu  -  «0)  (»1  - -^g    ^  0 

\/e^  -  ^3       y^s;  -  «3)  («,  -  « j 

genügt  wird. 

Den  Grenzen  z  =  c^g?  <^3>  ^0  in  §  110  (1)  entsprechen  die  Grenzen 
^  =  —  1,  --,   — r-;  für  M  erhält  man  dann  Halbperioden;  so  ist  z.B. 

(nach  der  stets  festgehaltenen  Numerierung  von  §  37  (5),  (6)),  der 
sich  aus  (12)  für  t  =  —l  ergebende  Wert 

16)  7,-^:z^-4f=-\t^^i     (aiod.2».,  203). 

\v^i  -  ©2  +  y^i  -  ej 

Man  erkennt  leicht,  daß  in  dieser  Formel  nicht  nur  das  Zeichen  ^, 
sondern  sogar  =  gilt.  Mit  den  Zeichen  =  stimmt  sie  nämlich 
mit  §  110(7")  überein;  nur  ist  jetzt  die  dort  vorkommende,  nach 
Potenzen  von  h  fortschreitende  Reihe  durch  die  nach  Potenzen  von 
l=2h[l  -2h^  -^¥ )  (§54  (5))  fortschreitende  Reihe  L^  er- 
setzt. Hat  f{z)  die  besondere  Gestalt  Az^  —  g^z  —  g^  und  ersetzt 
man  «p  «3,  c^g,  a^  der  Reihe  nach  durch  00,  e^,  c^,  e^,  so  gehen 
die  Formeln  (14),  (13)  über  in 


Die  vorstehenden  Rechen  Vorschriften  lassen  sich  noch  mannig- 
fach abändern.  So  kann  man  z.  B.  statt  des  Integrals  (7)  das  ent- 
sprechende benutzen,  das  die  Quadratwurzel  y^(l  —  J)(l  —  A  ^) 
enthält;  man  erhält  dann  an  Stelle  der  nach  Potenzen  von  /  fort- 
schreitenden Reihen    solche,  die  nach  Potenzen  von —-   fort- 

schreiten    und    die    in    vielen   Fällen    auch    genügend   rasch   kon- 


f 
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vergieren.  Wichtiger  ist  folgende  Bemerkung:  Bei  passender  Wahl 
des  Integrationsweges  von  a^  bis  cc^  ist 

(§57(2)); 

hat  man  nun  co^  nach  dem  im  §  110  auseinandergesetzten  Verfahren 
berechnet  oder  auch  nach  Formel  (16)  dieses  Paragraphen,  so  hat 

2 

/d  z 
——=-   ZU   berechnen,    was   mit   einfacher   Buch- 

stabenvertauschung  nach  den  Formeln  dieses  Paragraphen  geschehen 
kann.  Denn  da  a^  eine  beliebige  Verzweigungsstelle  von  '^f[z)  sein 
durfte,  kann  überall  cc^  mit  a^^  vertauscht  werden,  man  hat  dann 
nur  insbesondere  in  (13),  (14)  noch  a^  mit  cc^  zu  vertauschen;  bei 
diesen  Vertauschungen  nämlich  bleibt  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Punkte  ungeändert,  wodurch  die  einzige  wesentliche  über  die  Nume- 
rierung gemachte  Voraussetzung  erhalten  bleibt.  Genau  so  kann 
man  natürlich  die  Formeln 

2  OO 

dz 


oder 


/dz        ■     -.,     ,    ^  .      r    dz 

«1  «3 

2  Z 

/dz      __         _  \      C    ^^ 

Tm  ~     '^'  J  Vm 


benutzen. 

Im  allgemeinen  wird  derjenige  Weg  der  bequemste  sein,  der 
zum  kleinsten  Werte  von  1 1 1  führt.  Doch  verlohnt  es  sich  kaum, 
durch  Ausrechnen  den  günstigsten  der  vier  so  möglichen  t  Werte 
(wenn  man  statt  mit  l  die  Rechnung  noch  mit  l  —l  durchführt, 
sind  es  acht)  zu  suchen,  da  auch  für  den  ungünstigsten  die  Kon- 
vergenz eine  recht  gute  ist  (vgl.  §  111). 

Ist  das  Doppelverhältnis  X  =  ^^~^^    von  vornherein  von    sehr 

kleinem  Betrage,  so  braucht  man  nicht  auf  die  Form  (11)  zu  trans- 
formieren, sondern  kann  die  in  §  69  hergestellte  Form 

X 

19)  u  =  -A  ^  r      dx    _ 

y^i-^aj     V{l-x^){V-Xx'') 
0 

benutzen.     Man    erhält    dann    an  Stelle    der   nach  Potenzen   von  l 
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fortschreitenden  Reihen  (8)  des  §  111  solche,  die  nach  Potenzen 
von  ^  fortschreiten.  Insbesondere  erhält  man  für  die  Periode  co^ 
an  Stelle  von  (16)  die  Darstellung 

20)  u^,^^|^-e,K{l), 

wo 

Durch  Differenzieren  überzeugt  man  sich,  daß  die  Funktion  y  =  K  (A) 
der  linearen  Differentialgleichung 


221 


^a-^)|^  +  a-2i)|f-|3/  =  o 


genügt,  und  daß  der  nämlichen  Differentialgleichung  auch  die  fünf 
weiteren  Funktionen 

genügen.  Wir  erwähnen  diese  Tatsache,  weil  sie  den  Zusammen- 
hang herstellt  zwischen  der  Lehre  von  den  Modulfunktionen  und 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen;  die  Differential- 
gleichung (22)  kann  auch  als  Ausgangspunkt  für  die  ganze  Theorie 
der  Modulfunktionen  gewählt  werden. 

§  fl3.    Berechnung  der  Werte  elliptischer  Funktionen  und 
elliptischer  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Soll  eine  elliptische  Funktion  F[u)  für  einen  gegebenen  Wert 
von  u  berechnet  werden,  so  wird  man  im  allgemeinen  gut  tun,  F{u) 
durch  »^Funktionen  darzustellen.  Wenn  F{u)  von  vornherein  in 
einer  der  drei  Formen 

1)  F{u)  =  Rat.  Funkt,  [p  u,  pu)    (§  30) , 

2)  F{u)=^C'^-  (§28), 

Z7ö■(^^-6,,) 

v  =  l 

[     F{2l)    =    C  +  2    1^.1   C(?^  -  «  .)   +   ^2  P(^--  ^.)   -   T  <3  P    («  -  «.3 
^\        ]  v  =  l    ^ 

1  +_  +  ...  +  (_  i)^v  ^yj<^^  piK-2)  (^,  _  «j|     (§  30) 

gegeben  ist,   geschieht  die  Einführung  der  i^'-Funktionen  nach  den 
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Formeln  des  §  53,  und  zwar  wird  man  gewöhnlich  den  ^^--Reihen 
vor  den  ^^--Produkten  den  Vorzug  geben.  Die  «^'-Funktionen  hängen 
noch  von  der  besonderen  Wahl  des  Periodenparallelogramms  ab; 
diese  denken  wir  uns  so  getroffen,  daß  «^  =  ß?j,  «g  =  «g,  also 
T  =  r,  Ä  =  /^  wird.  Dadurch  werden  die  Abschätzungen  am  günstigsten. 
Wir  haben  uns  nämlich  zu  fragen,  wie  groß  der  Fehler  ist,  den 
man  begeht,  wenn  man  eine  i'/'-Reihe  nach  einer  bestimmten  Glieder- 
zahl abbricht.  Durch  vorherige  Anwendung  der  Formeln  der  Tabelle 
von  S.  157  können  wir  stets  erreichen,  daß  der  Imaginärteil  b  der 
Veränderlichen  v  —  — ^r-  :=  a  -{-  ib  dem  Betrage  nach  nicht  größer 

ist  als   der  Imaginärteil  von  — : 

4]  I  ^  I  =  i  Inaaginärteil  von  v  \  ^  Imaginärteil  von  -^  • 

Nun  ist 

also  wegen  (4): 

6)  \cos2kv7i\^:h"^  ^e     *      <  15-     (s.§  110(9)). 

Setzen  wir  also  z.  B. 

,9'3(ü;r)  =  1  +  2^cos2v;r +  27/^cos4u;r  +  B, 
so  ist 

'  R\  ^.2^\Tii'''--'''  ^2\h\'''ll  +  [hf-  +  \h  ,''  +  ■■  ■], 

fc  =  3 

d.  h.  ' 

'         l-\h\^  ~  l_e-3^|/3  1" 

Damit  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  abgeschätzt;  um  eine 
Vorstellung  von  seiner  relativen  Bedeutung  zu  haben,  müssen  wir 
für  19-3  (v  I  f)  eine  untere  Grenze  finden : 

I    «9-3  (v  I  f)  ^  1  —  2  I  7^  cos  2  V  TT  j  —  2  j  ^*  cos  4  V  71 1  —  •  •  • 

7')        ]  -  '  '  ^         i-lAf- 

I  >i_         ^_^>0,,4 

I  15-1 


1000 

Die  Vergleichung  von  (6)  und  (7)  ergibt 
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Die  Funktionen  ^^  [v  \  f),  &^  {v  \  f),  i^-g  {v  \  f)  können  ganz  ähnlich 
abgeschätzt  werden;  ebenso  die  etwas  schlechter  konvergierenden  Ab- 
leitungen der  i^'-Funktionen. 

Soll  der  Wert  eines  elliptischen  Integrals  zweiter  oder  dritter  Gattung 

z 

jR{z,ft\z))dz 
berechnet  werden,  so  kann  man  nach  Vorschrift  des  §  62  zunächst 


J  Yf¥) 


als  neue  Integrations veränderliche  einführen,  und  das  vorgelegte 
Integral  durch  die  Funktionen  ö-m,  ^u,  pu,  p'u,  usw.  ausdrücken. 
Dazu  ist  notwendig,  daß  man  durch  Auflösung  einer  algebraischen 
Gleichung  die  Pole  der  Funktion  Ii{z,Yf{^))  bestimmt  und  daß 
man  die  Werte  berechnet,  welche  das  Integral  erster  Gattung  u  an 
diesen  Polen  annimmt.  Schließlich  wird  man  wieder  die  Theta- 
fanktionen  einführen. 

§  114.    Untersuchung  der  Ausartungen  vom  Perioden- 
parallelogramm aus. 

Wir  wollen  noch  Grenzfälle  untersuchen,  die  wir  bisher  aus- 
geschlossen hatten,  nämlich  vom  Periodenparallelogramm  her  den  Fall, 
daß  eine  oder  beide  Perioden  unendlich  werden  und  von  der  Fläche  her 
den  Fall,  daß  Verzweigungspunkte  zusammenfallen.  Das  Perioden- 
parallelogramm kann  dadurch  ausarten,  daß  die  Periode  2  w^  ins  Unend- 
liche wächst,  während  2  ö?j  endlich  bleibt  und  sich  entweder  überhaupt 
nicht  ändert  oder  doch  einem  endlichen  Grenzwert  zustrebt,  den  wir 
dann  wieder  2  ä?^  nennen.  Wir  setzen  in  den  Reihen  und  Produkten  für 
p[u\(o^fCQ^,  p' {u\co^,(jo^),  (T{u\a}^,oj^  usw.  cöj  =ä?j,  (Oq  =  w^  und  gehen 
dann  zur  Grenze  für  lim  ög  =  oo  über,  wobei  die  Veränderliche  u  end- 
lich bleiben  und  entweder  von  dem  Grenzübergang  überhaupt  nicht  be- 
rührt werden  oder  doch  einem   endlichen  Grenzwert  zustreben  soll. 

Den  Grenzübergang  lim  0)3  =  00  können  wir  an  den  einzelnen 
Gliedern  der  unendlichen  Reihen  und  Produkte  der  Abschnitte  IV,  V 
vollziehen. 

Wir  erhalten  so: 


1) 
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2  '  lim  t  M  =  77-:r- cot  -— r-  + 


2  Wj  2  Wi     '     12  Wy^ 

2  ö,     •      un 


3)  lim  ö-  ?<  =  e  24  «i^  .  j^_L  sin         , 

un 
cos— ^ 

4)  lim  p  u  = —TT 

2  Wi 

lim  pu  wird  also  innerhalb  des  Perioden  Streifens,  in  den  das 
Periodenparallelogramm  übergegangen  ist,  nur  für  u  =  cö^  Null;  dazu 
gehört  der  Wert: 

5)  lim^j  =lim/)ü?,  =^-^' 

Außerdem  wird  lim  p'u   noch  gleich  Null,  wenn  u,    ohne   den 
Periodenstreifen  zu  verlassen,  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite 

hin  ins  Unendliche  geht;    dann   wächst  nämlich   sin-— r-  über  alle 

'='        '  2  (Ol 

Grrenzen,  also  wird,  da  mit  55^  auch  ä^  unendlich  wird: 

6)  lim  e^  =  lim  ^3  =  -  -jy_-^  • 


lim  {puf  =      ''       ' 


Die  Gleichung  zwischen  pu  und  p'u  nimmt,  da: 

16  ä>.®  \     .    .  un  .    .   un   \^ 

sm*'  —ZT-  sin*  -— r- 

2  OJi  2  Ißy     > 

AV         •\                n'il  1             ,              1                     1 

41imü^M  =  -— -] +             ^r^ 

^               16  G/  i     .    „    M  TT  .    .    un       '     ^    .   ^  un            27 

2  bii  2  w^                      2  Wi 

ist,  in  der  Grenze  die  Gestalt  an: 


7)  lim  (puY  —  4  lim  »^  u  —  — ^-^  lim  »  w  — ,-  ^^  .  ; 

^  vr     /  ^12  äii*  ^  216  Wi* 

es  ist  also: 

^)  •         li^  ^2  =  -7^=rT  '■>      lim  fl'„  =  „,I^_  ^  • 

^  ^2  12  wi*  ^3          216  öj'* 

Es  bleiben  mithin  auch  die  Relationen  zwischen  den  f/^^  g^  und 
den  ^  §  21  (13),  (14)  in  der  Grenze  bestehen.   Die  Diskriminante  (§  40) 
wird  in  der  Grenze  Null: 
9)  lim  (?  =  0 . 

Das  Polynom  4:  z^  —  g^  z  —  g^  hat  somit  in  der  Grenze  zwei  zu- 
sammenfallende Nullstellen  (vgl.  (6)),  und  das  nämliche  gilt  von 
allen  Polynomen  dritten  oder  vierten  Grades,  die  mit  4:z^  —  g^z  —  g^ 
zum  nämlichen  Parallelogramm  gehören,  d.  h.  die  aus  4:z^  —  g.^z  —  g^ 
durch  lineare  Substitution  hervorgehen. 
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Für  die  Perioden  zweiter  Art  folgt  aus  (2): 
1 0)  lim  ^^  =  -|^^    ,    lim  ^3  =  00  ,     lim  773  /  073  =  -/'j ,  . 

Diese  Gleichungen  widersprechen  der  Legendre  sehen  Relation 
insofern  nicht,  als  mit  ihnen  verträglich  ist,  daß  fj^  «3  —  fj^  ö)^  in 
der  Grenze  endlich  bleibt. 

Weiter  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (6): 

1 1 1        lim  (pu  —  (', )  =  — ^  si 
also : 


4:  (öl'                2ö,          4  0)^'^ 

""     4(7},2 

cot%^- 

2  Wj 

T         ffi  U              .1            ,     u  :j 

lim  — i—  =  - —  cot 

ffU           2  «.>!           2  rl>i 

12) 

und  ebenso 

13)  lim  "■■' "   =  lim  "» "  =  -^  fein  -?^) ^ '  • 

ff  u  ff  u  2  Wj  \  2  öl  / 

Für    die    geraden    Sigmafvnktionen .  selbst    ergibt   sich    aus   (3) 

(12),  (13): 

14)  lim  a,u  =  e  -^«^V'  cos  ^^  ,     lim  g^u  —  lim  o-,  ?<  =  e^^^  ; 

^  2  ojj  ^  ^ 

für  die  von  Jacobi  eingeführten  Funktionen: 
,15)  lim^^O,     limy^j  =  l, 

16)  lim  w  =  —^  , 

2  Wi 

1 7)  lim  snw  —  sin  — ^  ,     lim  cnw  =  cos  ^'—  ,     lim  dnw  —  1  . 

2  Wj  2  öl 

Das  Argument  v  =  ^^  der  Thetafunktionen  wird  durch  den 
Grenzübergang  nicht  berührt;  das  Periodenverhältnis  f  konvergiert 
in  der  Weise  ins  Unendliche,  daß  seine  zweite  Koordinate  positiv 
bleibt  und  über  jede  Grenze  wächst.     Infolgedessen  wird: 

18)  lim7/  =  0, 

1 9)  lim  i9-  (r)  =  lim  ß^^  [0)  =  0 ,     lim  &^  [v)  =  lim  />  ^  (r)  ==  0  , 

20)  lim  Ä'  *  19-2  [v)  =  2  cos  ü  jT ,     lim  Ä-'  *  x>^  {v)  =  2  sin  ü  ;r . 

Einen  zweiten  Grenzfall  erhält  man,  wenn  man  auch  noch  die 
zweite  Periode  ins  Unendliche  wachsen  läßt;  doch  so,  daß  der  imagi- 
näre Bestandteil  des  Verhältnisses  der  Perioden  nicht  unter  jede 
Grenze  sinkt,  so  daß  das  Periodenparallelogramm  in  der  Grenze  die 
ganze  Ebene  überdeckt.     Man  erhält  in  diesem  Falle: 

21)  lim  pu  =  —TT  j     lim  tu  =  —  ,     lim  g  u  —  u, 

22)  lim  ('^  =  lim  e^  =  lim  ^^  =  0 , 
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23)  lim^2  =  0,  lim^3=:0, 

24)  '  limi  =  lim  4^  =  0. 

Dabei  ist  nicht  nötig,  vorauszusetzen,    daß    das  Periodenverhältnis 
— —  einen  bestimmten  Grenzwert  besitzt. 


Nimmt  man  aber  ausdrücklich  an,  daß  lim  z:^  existiert,  oder 
noch  anschaulicher,  daß  der  Quotient  -—  ungeändert  bleibt,  während  ö, 

und  (r?3  inö  Unendliche  rücken,  d.  h.  daß  das  Periodengitter  bloß 
ähnlich  vergrößert  und  vielleicht  noch  gedreht  wird,  so  bleiben  auch 
die  zugehörigen  Dreiecke  r^  r>^  r^  einander  ähnlich,  während  sie 
immer  mehr  zu  Null  zusammenschrumpfen.  Die  Doppelverhältnisse  /, 
1  —  /  usw.  der  zu  den  Periodengittern  zugehörigen  Riemann  sehen 
Flächen  ändern  sich  überhaupt  nicht,  ebensowenig  die  ebenfalls 
bloß  von  r  abhängigen  i^'-Null werte. 

§  115.    Untersuchungen  der  Ausartungen  von  der  Riemann  sehen 

Fläche  her. 

Nunmehr  schlagen  wir  den  umgekehrten  Weg  ein:  wir  gehen 
von  der  Riemann  sehen  Fläche  aus  und  lassen  auf  ihr  zwei  Yer- 
zweigungspunkte  einander  immer  näher  rücken  und  schließlich  zu- 
sammenfallen. Sobald  dies  geschehen  ist,  hängen  die  beiden  Blätter 
der  Fläche  nur  mehr  längs  einer  die  beiden  anderen  Verzweigungs- 
punkte verbindenden  Übergangslinie  zusammen.  Eine  zweiblättrige 
Riemann  sehe  Fläche  mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  hat  aber 
nach  I  B,  §  60  das  Geschlecht  0,  d.  h.  dieselben  Zusammenhangs- 
verhältnisse wie  eine  Kugel;  die  elliptischen  Funktionen  müssen  also 
bei  diesem  Grenzübergang  notwendig  ausarten. 

Um  mit  bestimmten  Vorstellungen  zu  rechnen,  wollen  wir  an- 
nehmen 

1)  f(z)  =  «0  (^  -  ^o)  (^  -  «i)  (^  -  ^2)  (^  -  ^3) 

sei  vom  vierten  Grade ;  «^ ,  cc^,  «j ,  a^  sollen  als  konstant,  «3  als 
veränderlich  angesehen  und  der  Grenzübergang 

2)  lim  c^3  =  a^ 
vollzogen  werden. 

Diese  Festsetzungen  bedeuten  keine  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit. Man  kann  sich  den  Grenzübergang  gleichzeitig  auf  allen 
Riemann  sehen   Flächen   vollzogen    denken,    die    aus    der   für   Yfiz) 
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durch  lineare  Substitution  hervorgehen.     Wählt  man  beispielsweise 

die  Substitution  (§  39  (2)) : 

3)  {ci^  a^  «2  z)^[e^coe^s), 

so  hat  man  auf  der  Fläche  für» '^ ^s^  —  g^s  —  g^  den  Grenzübergang 
lim^g  —^2  2^  vollziehen,  wobei  e^  einem  bestimmten  von  lim^g  ver- 
schiedenen Grenzwert  zustrebt. 

Die  untere  Grenze  des  Integrals  erster  Gattung 

«1 

legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  a^ ;  der  Integration s weg  möge 
die  Stelle  a^  vermeiden,  dann  dürfen  wir  den  Grenzübergang  (2) 
unter  dem  Integralzeichen  vornehmen  und  erhalten 

z 

dz 


5)  lim  u  =  f 

J     {%  —  «0 


)]/ao(*-«i)(^-«2) 
«1 

Dieses  Integral  kann  man  mittels    elementarer   Regeln   auswerten; 
man  erhält,  wovon  man  sich  durch  Differenzieren  überzeugen  möge : 


6)  lim  U    =    -—r:-rr-_-rr=zr  arCCOt    '    ^        <>  ' 


y  ao  («2  -  «0)  («0-  «1)  \  y  »0  («2  -  «o)  («0  -  «1)     ^       " 


Das  Vorzeichen  von  ]/  a^  [a^  —  Uq) (cc^  —  cCy)  kann  beliebig  gewählt 
werden,  da  die  rechte  Seite  von  demselben  unabhängig  ist.  Ins- 
besondere erhält  man  für  z  =  a.^  und  z  =  cc^  (§  56  (2)): 

7)  lim «,  =  "^        =  =  lim  — ^— -      (§  39  (12)) , 

V«o  («2  -  «0)  («0  -  «1)  2  V  Ci  -  63 

8)  lim  ft>3  =  00  ; 

da  co^  die  einzige  endlich  bleibende  Periode  ist,  kann  man  dafür  in 
Übereinstimmung  mit  §  76  auch  »j  schreiben,  bei  passender  Be- 
stimmung des  Vorzeichens  von  ]/ a^ {a^  —  c(q){cc^  —  ccj).  Mit  Beachtung 
von  (7)  und  indem  man  statt  lim  ä)^  kurz  «j ,  statt  lim  u  kurz  u 
schreibt,  folgt  aus  (6): 


7l2 


9) ;r  COt^ =  -T-ttn  (c^i    --  «n)  (^i    "  «0 ' 

^  4wi^  2  öl  4      0\    1  OM    1  ^''x-ai 

Andererseits   ergibt  sich  die  Umkehrfunktion   des  Integrals  (4) 
solange  der  Grenzübergang  noch  nicht  vollzogen  ist,  aus  der  Formel 

(§  -58  (22))  : 

10)  pu-e^=  j a, {a^  -  a,)  {a^  -  cc^) ^-^ • 
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Aus  (9),  (10)  folgt  somit: 

11)  \im{pu-e,)=    ^1^.  cot^-^l  , 

in  völliger  Übereinstimmung  mit  §  114(11);  damit  ist  von  der  ent- 
gegengesetzten Seite  her  der  Anschluß  an  die  dortigen  Formeln 
gewonnen. 

Lassen  wir  noch  einen  dritten  Verzweigungspunkt  mit  den  beiden 
schon  zusammengerückten  zusammenfallen,  so  werden  wir  von  der 
EiEMANN sehen  Fläche  her  auf  denjenigen  Ausartungsfall  geführt,  den 
wir  vom  Periodenparallelogramm  her  am  Ende  von  §  114  erhalten 
haben.     Es  wird  nämlich  dann: 


12) 


lim  u  =  r    J-^ 


2 


Andererseits    ergibt  jede   der   Gleichungen  (22)   von   §  58   für 
diesen  Fall: 
13)  ]\mpu=  ^oK-^o)!,.^^. 

Vergleichung  von  (12)  und  (13)  führt  auf  die  Gleichung  (21)  von  §  114 
und  damit  auf  die  dort  noch  folgenden  Gleichungen  zurück. 

Vollzieht  man  insbesondere  den  Grenzübergang  lim  a^^  =  lim  cc^ 
=  limc^g  so,  daß  das  Doppel  Verhältnis  {cc^  cc^  a^  a^)  konstant  bleibt, 
so  kommt  man  wieder  auf  den  in  §  114  besonders  hervorgehobenen 
Fall,  wo  das  unendlich  groß  werdende  Periodenparallelogramm  seiner 
ursprünglichen  Form  stets  ähnlich  bleibt. 

Man  könnte  geneigt  sein,  auch  nach  dem  Fall  zu  fragen,  wo 
von  den  vier  Verzweigungsstellen  der  Fläche  für  ]/ f{z)  je  zwei 
paarweise  zusammenfallen.  Nun  gibt  es  aber  unter  den  unendlich 
vielen  Flächen  y^(5),  die  aus  ]/ f{z)  durch  lineare  Transformation 
entstehen,  stets  solche,  füi»  die  (p{s)  die  Form  y(l-"<s^)(l  —c'^s^) 
hat;  fallen  hier  zwei  VerzweiguDgsstellen,  z.  B.  1  und  c  zusammen, 
so  fallen  auch  die  heiden  anderen  —  1  und  —  c  zusammen.  Dieser 
Fall  führt  also  auf  nichts  Neues,  sondern  tritt  bei  geeigneter  Wahl 
der  RiEMANN  sehen  Fläche  immer  auf,  wenn  eine  Periode  ins  Un- 
endliche rückt. 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  daß  alle  vier  Verzweigungspunkte 
zusammenrücken,  so  steht  dieser  zu  dem  Falle,  daß  drei  zusammen- 
rücken,   ebenso  wie   das  paarweise  Zusammenrücken  von  je  zweien 


384     XIX.    Algehraisch-geometrische  Anwendungen  der  elUpt.  Funktionen. 


zu   dem    Zusammenrücken   von   nur   zweien:    es   ändert  sich  nichts 
Wesentliches  mehr. 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daß  in  den  beiden  letzten  Fällen  die 
RiEMANNsche  Fläche  zerfällt,  indem  ihre  beiden  Blätter  sich  ganz 
voneinander  trennen. 


NEUNZEHNTEE  ABSCHNITT. 

Algebraisch-geometrisclie  Anwendungen  der  elliptischen 

Funktionen. 

§  116.    Gleichungen  vom  Range  ^  =  1  zwischen  elliptischen 

Funktionen. 

Die  ersten  beiden  Paragraphen  dieses  Abschnittes  haben  die 
Aufgabe,  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  mit  der  allgemeinen 
Theorie  der  Abel  sehen  Integrale  zu  verknüpfen.  Es  wird  daher, 
um  den  Zusammenhang  herzustellen,  ein  oder  der  andere  Satz  ohne 
Beweis  mitgeteilt,  wenn  sein  Beweis  ein  Ausholen  über  den  ßahmen 
dieses  Buches  hinaus  nötig  machen  würde.  Andere  Sätze,  die  sich 
ausschließlich  auf  elliptische  Funktionen  und  insbesondere  auf  die 
Gleichungen  beziehen,  die  zwischen  solchen  bestehen,  werden  be- 
wiesen; diese  Beweise  sind  etwas  lang,  der  Leser  kann  sie  beim 
ersten  Studium  überschlagen  und  sich  mit  der  Angabe  der  im 
übrigen  nicht  weiter  benutzten  Sätze  begnügen. 

Wir  haben  in  §,30  gesehen,  daß  zwischen  zwei  elliptischen 
Funktionen 

die  zum  nämlichen  Periodengitter  G:    2h^(x)^-\-  2h^(o^  gehören,  eine 
algebraische  Gleichung 
2)  F{x,  3/)  =  0 

besteht.  Jetzt  wollen  wir  die  besonderen  Eigenschaften  dieser 
Gleichungen  näher  untersuchen.  Dabei  setzen  wir  voraus,  daß  nicht 
beide  Funktionen  (p  (m),  'ip  (m)  schon  zu  einem  engermaschigen  Unter- 
gitter von  G  gehören. 

Wir  beginnen  mit  einigen  Bemerkungen  allgemeiner  Art:  y=zy[x) 
sei   irgendeine   algebraische  Funktion,    sie    sei    definiert   durch   die 
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nunmehr  ganz  willkürlich  anzunehmende  Gleichung  (2),  F  sei  die 
zugehörige  RiEMANNsche  Fläche,  x^,  y^  und  x,  y  oder  kürzer  x^  und 
X  seien  zwei  Punkte  auf  dieser;  ist  dann  B{x,y)  irgendeine  rationale 
Funktion,  so  heißt  das  Integral 

X 

3)  J(x,y)^jFv{x,y)dx 

Xq 

ein  ABELsches;  die  elliptischen  Integrale  hilden  somit  einen  be- 
sonderen Fall  der  Abel  sehen.  Zahlreiche  über  die  elliptischen 
Integrale  im  ersten  und  zweiten  Abschnitt  angestellte  Überlegungen 
übertragen  sich  ohne  weiteres  auf  die  Abel  sehen;  dies  gilt  ins- 
besondere von  der  Einteilung  in  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung. 

Nun  definiert  man: 

I.  JJie  algebralscke  Gleichuny  F  {x,  y)  ^  0  heißt  iioyn  Range  o, 
wenn  es  (t  voneinander  linear  ujiabhängige  Integrale  erster  Gattung  gibt. 

m  Integrale  «7j  (x,  y),  J^  (^,  y)  •  •  •  /^  (x,  y)  heißen  linear  un- 
abhängig, wenn  zwischen  ihnen  keine  identische  Gleichung  der 
Form 

C^J^^,y)-\-a,J^{x,y)-^'-.-^C^JJx,y)^C^^^ 

mit  konstanten  Koeffizienten  C, ,  C^-  '  -  C  ,  C   , ,  besteht. 

Dann  beweist  man  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktio- 
nen folgenden  wichtigen  Satz,  den  wir  hier  nur  erwähnen  und  auf 
den  wir  uns  auch  weiter  nicht  stützen  werden: 

II.  Ber  Rang  o  einer  algebraischen  Gleichung  F(x,  y)  =  0  ist 
gleich  dem   Geschlechte  p  der  Riemann  sehen  Fläche  J  für  y  "=  y  (x). 

Die  Worte  Rang  und  Geschlecht  werden  daher  auch  als  völlig 
gleichbedeutend  gebraucht. 

Man  beachte,  daß  wir  die  Richtigkeit  des  Satzes  II  in  dem 
besonderen  Falle  der  Gleichungen  y^  =  f^  {x)  und  y^  =  f,^  [x)  schon 
festgestellt  haben  (wegen  p  =  l  s.  §  5,  wegen  (>  =  1  s.  §  10). 
Weitere  Beispiele  zu  Satz  II  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  jetzt 
wieder  zu  den  besonderen  Gleichungen  wenden,  die  zwischen  zwei 
elliptischen  Funktionen  bestehen. 

Durch  die  Gleichungen  (1)  wird  jedem  Punkte  u  des  Parallelo- 
gramms F  mit  den  Ecken  0,  2  w^ ,  —2(o^y  2  Wg  ein  Punkt  der 
Riemann  sehen  Fläche  F^  iiir  y  =  y  {x)  zugeordnet.  Umgekehrt  sind 
zwei  Fälle,  A  und  B,  zu  unterscheiden. 

A.  Fs  entspricht  auch  jedem  Funkte  von  F'  nur  ein  Funkt  von  F. 

B.  Es  gibt  einen  Funkt  X,  Y  von  F,  dem  mindestens  zwei  Funkte 
u  —  /7j,    II  —  ^Zj    von    F   entsprechen.      Dann    entspricht    wegen    der 

BuRKHARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  25 
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Stetigkeit  der  Abbildung  (1)  auch  jedem  Punkte  u  =  u.  einer  ge- 
wissen Umgebung  B^  von  U^  (2  =  1,  2)  ein  Punkt  einer  gewissen 
Umgebung  b  von  X,  Y  und  umgekehrt  jedem  Punkte  von  b  min- 
destens ein  Punkt  von  B^  und  mindestens  einer  von  B^. 

Die  Besonderheit  der  algebraischen  Gleichungen  (2),  die  zwischen 
zwei  elliptischen  Funktionen  (1)  bestehen,  findet  nun  durch  folgende 
Sätze  ihren  Ausdruck: 

III.  Biese  Gleichungen  sind  stets  vom  Range  ()  =  0  oder  o  =  1, 
und  zivar  gilt  genauer : 

III A.    Ln  Falle  A  ist  F\x,  y)  =  0  vom    Range  1. 

III B.    Im  Falle  B  ist  F{x,  y)  ==  0  vom  Bange  0. 

Wir  beweisen  zuerst  die  Aussage  III. 

Führt  man  in  das  Abel  sehe  Integral  (3)  aus  (1)  die  Veränder- 
liche u  ein,  so  erhält  man 

u  u  ■ 

4)  Cr  [cp [u\  ip [u))  q)'{u)du  =  fB{u)du,  . ; 

WO  E(u)  eine  elliptische  Funktion  ist.  Soll  nun  das  vorgelegte 
Integral  (3)  von  der  ersten  Gattung  sein,  so  darf  FJ{u)  in  P  und 
also  auch  in  der  ganzen  Ebene  keinen  Pol  besitzen:  F{u)  muß 
daher  eine  Konstante  sein  (§  17).  Wenn  es  also  überhaupt  ein 
Integral  erster  Gattung  J{x,  y)  gibt,  so  hat  es,  in  der  Verändere 
liehen  u  geschrieben,  die  Form  C[u  —  Uq)-,  es  gilt  demnach,  wenn 
man  von  der  multiplikativen  Konstante  C  und  der  additiven  u^y 
deren  Vorkommen  selbstverständlich  ist,  absieht,  höchstens  ein  Inte- 
gral erster  Gattung.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Danach  bleibt  noch  immer  die  Präge  offen,  ob  man  die  ratio- 
nale Funktion  R[x,y)  so  bestimmen  kann,  daß  R(cp{u\  ip{uj)(p'{u) 
sich  auf  eine  Konstante  reduziert,  d.  h.  ob  es  wirklich  ein  Inte- 
gral erster  Gattung  gibt. 

Wir  zeigen  durch  den  Beweis  des  Satzes  III A,  daß  dies  immer 
möglich  ist,  wenn  Fall  A  vorliegt. 

Man  beachte  vorerst,  daß  das  Geschlecht  der  Riemann  sehen 
Fläche  F  im  Falle  A  gleich  1  ist;  denn  die  Fläche  F  läßt  sich 
durch  Vermittlung  des  Parallelogramms  P  eindeutig  umkehrbar  auf 
eine  Ringfläche  abbilden.  Da  wir  aber  den  allgemeinen  Satz  II 
nicht  bewiesen  haben,  müssen  wir  zum  Beweise  der  Behauptung 
III A  eine  Überlegung  anstellen,  die  diesen  Satz  II  nicht  benutzt, 
vielmehr  einem  Beweise  desselben  für  die  besonderen  hier  in  Frage 
stehenden  algebraischen  Funktionen  gleichkommt. 
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Nach  Voraussetzung  A  entsprechen  zwei  verschiedenen  Punkten 
X  y  und  x" ^  y"  von  P  zwei  verschiedene  Punkte  u  und  u'  von  P 
also  auch  zwei  verschiedene  Wertepaare  z  =  p  u,  s  =  p'  u  und 
z"  —  p  u",  s"  =  p  u"  (zwei  Wertepaare  z',  s  und  z" ,  s"  heißen  ver- 
schieden, wenn  nicht  gleichzeitig  z  =  z"  und  .v'  =  s"  ist).  Andrer- 
seits aber  ist,  wenn  hier  von  zwei  verschiedenen  Punkten  x,  y  und 
x'\  y"  der  Riemann  sehen  Fläche  i^die  Rede  ist,  nicht  ausgeschlossen, 
daß  x  =  x"  und  gleichzeitig  ^  =  y"  ist;  denn  die  algebraische- Funk- 
tion y  ==  y[x)  kann  für  x  =  x  in  verschiedenen  Blättern  von  F  den 
gleichen  Wert  y    annehmen.     Es  sei  z.  B. 

5)  x  —  pu ,  y  =  pu  p  u  y 


also  y {x)  —  x^j A:x'^  —  g^x  —  g^\  g^  sei  =)=  0.  Dann  ist  x  —  0  keine 
Verzweigungsstelle  der  zweiblättrigen  Fläche  F,  und  es  gibt  auf  ihr 
also  zwei  Punkte  x  =  0,  für  beide  aber  wird  auch  y  =  0. 

Für  ein  Wertepaar  x\  y  der  bezeichneten  Art  hat  die  Glei- 
chung F[x\  y)  =  0  eine  mehrfache  Wurzel  y  —  y  und  die  Gleichung 
F{x.,  y)  =  0  eine  mehrfache  Wurzel  x  =  x\  es  wird  also  für  x  =  x, 

y  —  y  '• 

6)  ■  l-l^.yl^O,       -^^^=0,      ^^^=0. 

Man  bezeichnet  ein  solches  Wertepaar  x',  y  auch  als  Koordinaten 
eines  Doppelpunktes  der  „Kurve*'  F{xy  y)  =  0.  Wegen  des  not- 
wendigen Bestehens  der  drei  Gleichungen  (6)  ist  klar,  daß  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher  Doppelpunkte  geben  kann. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zum  Beweise  des 
Satzes  III A  über.  Zwischen  den  Funktionen  (p{u)y  \p{u)  und  der 
zum  gleichen  Gitter  gehörigen  Funktion  pu  bestehen  die  alge- 
braischen Gleichungen  (§  30): 

7)  g^  {(p(u),  pu)  -  ü,         g^  (i/;(m),  pu)  ^  0, 
oder  wenn  man  pu  =  z  setzt: 

8)  g,(x,  z)=0,  g^(y,  z)  ^  0 . 

Setzt  man  hier  für  x,  y  ein  vermöge  (2)  zusammengehöriges 
Wertepaar  ein,  jedoch  nicht  die  Koordinaten  eines  Doppelpunktes, 
so  erhält  man  zwei  Gleichungen  für  z,  welche  nach  Voraussetzung  A 
eine  und  nur  eine  Lösung  z  gemeinsam  haben.  Eine  solche  gemein- 
same Wurzel  zweier  algebraischer  Gleichungen  kann  man  aber  nach 
einem  bekannten  Satze  der  Algebra  durch  rationale  Operationen 
finden,  d.  h.: 

25* 
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I         z  =  Rat.  Funkt,  (r,  y) 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

10)  pu  =  B^  (rp{u),  n)[y)). 
Genau  so  findet  man  für  s  =  p  u: 

{         s  =  Rat.  Funkt,  ix.  y) 

11)  \  ^     '^^ 

I        =  -^2  (-^j  y)  y 

12)  p  u  —  R^  [cp  [u),  xp  {uf)  . 

Die  Gleichungen  (9),  (11)  gelten  zunächst  nur,  wenn  a:,  j/  kein 
Doppelpunkt  ist.  Nähert  sich  aber  x,  y  auf  F  einem  Punkt  Q^, 
dessen  Koordinaten  x'^  y  die  Bedingung  (6)  des  Doppelpunktes 
erfüllen,  so  nähert  sich  der  Parameter  u  in  (1)  einem  ganz  be- 
stimmten Wert  u  (wegen  Voraussetzung  A);  also  nähern  sich  auch 
z  =  pu  und  s  ^  p  u  ganz  bestimmten  Werten  z\  s'.  die  sich  aus 
(9)  (11)  als  Grenzwerte  ergeben  für  lim:i'  =  y,  y  =  y'.  Läßt  man 
aber  jr,  y  dem  nämlichen  Wertepaar  x,  y  in  der  Umgebung  des 
von  Qj  verschiedenen  Punktes  Q,^  von  Fy  für  den  ebenfalls  x  =  x\ 
y—y  gil^»  immer  näher  rücken,  so  erhält  man  einen  von  u  ver- 
schiedenen Wert  u'  und  als  Grenzwerte  aus  (9),  (11)  ein  von  z\  s 
verschiedenes  Wertepaar  z'\  s".  Dies  ist  nur  dadurch  möglich,  dab 
wenigstens    eine    der   rationalen    Funktionen   R^  (o.-,  y\    B^  {x,  y)   für 

X  =  x\  y  —  y   die  Form        annimmt.     Daß   in    einem  solchen  Fall 

der  Grenzwert  von  der  Art  des  Grenzübergangs  abhängen  kann,  ist 
aus  den  Elementen  der  Analysis  bekannt.   Für  das  obige  Beispiel  (5) 

ist  x'  =  ?/'  =  0,  Ä  =  ü'  M  =  "  hat  dann  tatsächlich  die  Form  —  und 
strebt,  je  nachdem  der  Punkt  a:'  =  3/'  =  0  im  einen  oder  andern 
Blatt  der  Fläche  für  y  =  x'^^x^  —  g^  x  —  g^  gewählt  wird,  einem 
oder  dem  andern  der  beiden  Werte   ±  ^  —  9%  zu. 

Wie  der  Grenzwert  einer  rationalen  Funktion,  die  in  der  Form 

~  auftritt,  in  jedem  einzelnen  Falle  berechnet  werden  kann,  w^urde 
schon  S.  24  auseinandergesetzt.  Nach  diesen  Bemerkungen  könneü 
wir  die  Gleichungen  (9),  (10),  (11),  (12)  als  allgemein  gültig  ansehen: 
Jedem  Punkt  x,  y  von  F  entspricht  ein  bestimmtes  Wertepaar  z  =  pu^ 
s  =  p  u,  und  zwar  sind  z  =  pu,  s  =^  p  u  rationale  Funktionen  von 
x^  (p(u),  y  =  yj(u). 

Umgekehrt  sind  x  =  cp(u)  und  //  =  ipiu)  nach  §  30,  III  rationale 
Funktionen  von  z  =  pu,  s  =  p  u: 
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13)  x=^ll^{z,s), 

14)  y  =  B,[z,s). 
Somit  gilt: 

Die  heideri  RiEMANNSchen  Flächen  für  y  =  y  [x]  und 

sind  durch  birationale  Transformationen  mittels  der  Gleichungen  [9], 
[11)  und  deren  Umkehrnngen  {13\  [14)  umkehrba,r  eindeutig  und^  ah- 
gesehen  von  den  Verzxmigungsstellen,  konform  aufeinander  abgebildet. 
(Vgl.  damit  die  speziellen  Fälle  des  §  36.)   Jedes  elliptische  Integral 

z 

15)  J[z,  s)  =  Cr(z,  s)dz 
geht  vermöge  (9),  (11)  über  in 

'  S(.,,)  =/^  [R,  (.,,),  R,i.,y))  (^^''d.  +  "^^^  dy) 


16) 


r=JR{R^{x,y),  R,{x,y)) 

X 

=rjr[x,y)dx, 


dF{x.j)' 
dRi{x,y)  dx       dR^{x, 

dx  dF(,x,y)        dy 


dy 


WO  r[x,y)  eine  rationale  Funktion  ist.  Die  beiden  Integrale  (15), 
(16)  sind  über  einander  entsprechende  Wege  erstreckt  zu  denken. 
Einer  Unendlichkeitsstelle  des  Integrals  (15)  in  einem  Punkte  der 
RiEMANN  sehen  Fläche  für  s  =  ]/4  z'^  —  g^  z  —  g^  entspricht  eine 
gleichartige  Unendlichkeitsstelle  des  Integrals  (16)  im  zugeordneten 
Punkt  der  Fläche  für  y  =  y  [x).  Demnach  sind  auch  die  beiden 
Integrale  (15),  (16)  von  der  gleichen  Gattung;  insbesondere  geht  also 

z 

das  Integral  erster  Gattung   I  — ^    wieder  in  ein  solches  über,   und 

X 

umgekehrt    muß    ein  Integral    erster  Gattung    fr[x,y)dx    sich    bis 

-  "     transformieren.      Damit    ist 

Satz  III A/  bewiesen.  Wir  hätten  die  durch  denselben  behauptete 
Existenz  eines  Integrals  erster  Gattung  auch  so  nachweisen  können: 
Aus  (1)  folgt: 

j              dx 
ä7£  =  —, ; 

(p  iu)  ' 
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die  elliptische  Funktion  {cp' {uj)~'^  kann  man  rational  durch  pu,  p' n, 
also  auch  nach  (10),  (12)  durch  x  =  rp{u\  y  —  xp(u)  ausdrücken;  es 
ist  also 

U  X 

\  d  u  =   \  r  {Xy  y)  d  X . 

Das  hier  rechts  stehende  Integral  bleibt  somit  stets  endlich  und 
nimmt,  wenn  x  zu  dem  Ausgangspunkt  x^  zurückkehrt,  je  nach  dem 
Integrationswege  einen  der  unendlich  vielen  Werte 

an,  die  als  w-Werte  vermöge  (1)  dem  Punkt  x^  entsprechen. 

Wir  erwähnen  noch  ohne  Beweis,  daß  die  vorstehenden  Er- 
gebnisse sich  folgendermaßen  umkehren  lassen  ; 

IV.    Hat   die   irreduzible   algebraische    Gleichung   F(x,  y)  =  0    den 

X 

Rang  o  =  1,.  so  wird  durch  das-  Integral  erster  Gattung  n  =   fr[x,y)dx 

die  passend  zugeschnittene  RiEMANNSche  Fläche  der  algebraischen  Funk- 
tion y  =  y(x)  auf  ein  Parallelogramm  P  der  u- Ebene  abgebildet,  x  und 
y  sind  elliptische  Funktionen  von  u. 

Daraus  ersieht  man,  daß  es  neben  dem  Wege  zur  Lehre  von 
den  elliptischen  Funktionen,  den  wir  in  den  ersten  Abschnitten  ein- 
geschlagen haben  und  der  von  einer  Gleichung  y'^  =  f[x)  ausging, 
deren  es  noch  unendlich  viele  gibt,  wo  diese  Gleichung  durch  eine 
beliebige  vom  Range  (^  =  1  ersetzt  ist.  Freilich  werden  diese  Wege 
umso  umständlicher  sein,  je  höher  der  Grad  der  Gleichung  ist;  ins- 
besondere wird  die  Herstellung  des  Integrals  erster  Gattung  meist 
viel  mühsamer  sein,  als  sie  es  für  y^  =  f{x)  ist  (§  10).  Im  über- 
nächsten Paragraphen  bringen  wir  ein  verhältnismäßig  einfaches 
Beispiel,  im  nächsten  geben  wir  den  noch  ausstehenden  Beweis  des 
Satzes  HIB. 

§  117.    Gleichungen  vom  Range  Null  zwischen  elliptischen 
Funktionen. 

An  Stelle  des  Satzes  HIB  beweisen  wir  die  folgende  viel  ge- 
nauere und  schärfere  Aussage: 

I.  Die  Voraussetzvng  B  von  S.  385  hat  zur  Folge,  daß  x  =^  cp  [u) 
und  y  =z  ipiu)  rationale  Funktionen  einer  dritten  elliptischen  Funktion 
t  =  ^^u)  sind: 
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Daß  aus  diesem  Satz  unmittelbar  Satz  HIB  folgt,  ist  klar: 
irgendein  AsELsches  Integral  ^  B{x,  y)dx  geht  durch  die  Substi- 
tution (1)  über  in  fQ{t)dt,  wo  Q(t)  eine  rationale  Funktion  ist,  es 
kann  also  nicht  von  der  ersten  Gattung  sein. 

Wir  benutzen  die  S.  385/386  angeführten  Bezeichnungen  und 
machen  wieder  die   Voraussetzung  ß  in  folgender  Fassung: 

II.    Durch 

2)  .  X  —  (p[u),  y  =  '^i^) 

wird  der  Punkt  XY  der  Fläche  F  auf  die  n  (^  2)  verschiedenen 
Punkte  U^,  ^2  '  *  '  ^n  ^^*  Parallelogramms  P,  und  nur  auf  diese  ab- 
gebildet. Daß  es  nur  eine  endliche  Zahl  solcher  Punkte  gibt,  ist 
klar;  andernfalls  müßte  ja  die  Gleichung  ^(m)  — X=0  unendlich 
viele  in  P  gelegene  Lösungen  u  zulassen,  was  unmöglich  ist  (§  19). 
Zur  besseren  Unterscheidung  wollen  wir  die  in  der  Umgebung  B 
von  U^  (i  =  1,  2, •••%)  gelegenen  Punkte  u  mit  u.  bezeichnen;  dann 
geben  in  jB.  die  folgenden  Entwicklungen  der  Funktionen  (2): 

J  V     '"    '         '       [U.  fest,  u.  veränderlich; 

l  V 

^      Dabei    denken  wir   uns,   falls  X  =cc  ist,    die   linke  Seite    der 
Gleichung  (3  a)  durch  --  ,  und  falls  7  =  oo  ist,  die  linke  Seite  der 

Gleichung  (3b)  durch  ersetzt,    dann   kommen    auf  den   rechten 

Seiten  von  (3)  in  jedem  Fäll  nur  positive  ganzzahlige  Exponenten  von 
u.  —  U.  vor.  Andrerseits  kann  man  ar  —  X,  y  —  Y  (unter  dem  glei- 
chen Vorbehalt,  wie  soeben,  bezüglich  der  Werte  X  =  oc,  Y  =  oo), 
in  Potenzreihen  entwickeln,  die  nach  positiven  ganzzahligen  Potenzen 
der  zum  Punkt  X,  Y  gehörigen  regularisierenden  Hilfsveränderlichen  t 
fortschreiten  (vgl.  §  6;  die  dortigen  Definitionen'  übertragen  sich 
ohne  weiteres  auf  den  jetzt  vorliegenden  allgemeinen  Fall). 

Diese  Entwicklungen  beginnen  im  allgemeinen  beide  mit 
der  Potenz  t^;  nur  wenn  der  Punkt  X,  Y  eine  Verzweigungsstelle 
entweder  der  Funktion  y[x)  oder  der  Funktion  x{y)  ist,  beginnt  eine 
dieser  Reihen  mit  einer  höheren  Potenz  von  t.  In  jedem  Fall  aber 
findet  man  durch  Vergleichung  mit  (3),  daß  t  sich  durch  eine  Reihe 

A)  t=c,,{u.-  U,)^c.,(u,-  lJ'f+"'  ^ 

darstellen  läßt. 
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Wir  nennen  nun  den  Punkt  (7.  einen  Ausnahmepunkt,  wenn 
c^j  =  0  istj  und  zwar  einen  Ausnahmepunkt  der  Ordnung  k 
(h  =  2,  3,.  .  .),  wenn  c.^  =  c.g  =  •  •  •  =  c.^_j  =  0,  aber  c.^  rj=  0  ist; 
auch  den  Punkt  X,  Y  nennen  wir  dann  einen  Ausnahmepunkt. 
Wenn  wenigstens  eine  der  beiden  auf  den  rechten  Seiten  von  (3) 
stehenden  Potenzreihen  mit  der  ersten  Potenz  von  (?/.  —  f/.)  beginnt, 
liegt  offenbar  kein  Ausnahmepunkt  ?7.  vor.  Für  einen  Ausnahme- 
punkt ü^  muß  daher  sowohl  cp  [v)  als  auch  'ij/ {v)  entweder  Null 
oder  unendlich  sein ;  es  gibt  also  in  P  und  somit  auch  auf  F  nur 
eine  endliche  Anzahl  Ausnahmepunkte.  Ist  U^  ein  Ausnahmepunkt 
^ter  Ordnung,  so  wird  seine  Umgebung  j9.  vermöge  (4)  so  auf  eine 
Umgebung  b  der  Stelle  X,  Y  abgebildet,  daß  jedem  Punkt  x,  y  von 
h  k  Punkte  ?/.  von  B.  entsprechen,  und  daß  alle  diese  Punkte  ?/., 
X,  y  keine  Ausnahmepunkte  sind.  Da  man  in  der  Voraussetzung  II 
stets  X,  Y  durch  einen  Nachbarpunkt  x^  y  ersetzen  darf,  ist  es 
somit  erlaubt,  diese  Voraussetzung  noch  dahin  zu  ergänzen,  daß  X,  Y 
kein  Äusnahmepunkt  ist,  woraus  folgt,  daß  auch  U^,  ^2 »  '  *  *  ^n  ^^^^^ 
Ausnahmepunkte  sind. 

Dann  denken  wir  uns  auf  F  irgendeinen  Weg  w,  der  vom 
Punkt  X,  /  ausgeht  und  auf  dem  kein  Ausnahmepunkt  liegt.  Den 
X,  Y  benachbarten  Punkten  von  w  entsprechen  vermöge  (4)  eindeutig 
gewisse  Punkte  ?/j  in  der  Umgebung  von  U^ ;  aber  auch  wenn  r,  y 
auf  w  die  Umgebung  von  X,  Y  verläßt,  erhält  man  durch  die  Um- 
kehrung der  Gleichungen  x  =  (p{u),  ?/ =  i/^(w)  eine  endliche  Anzahl 
von  ?^- Werten,  von  denen  ein  einziger  (da  ja  Ausnahmepunkte  x,  y 
vermieden  werden)  sich  stetig  an  die  zuvor  erhaltenen  Werte  ?/j  an- 
schließt. 

Dem  W^eg  w  entspricht  so  in  der  M-Ebene  ein  ganz  bestimmter 
W^eg  Wj^,  ebenso  ein  Weg  W^  mit  dem  Anfangspunkt  ü^  usw.  Die 
Punkte  von  W.  nennen  wir  u.  (2=  1,  2,...n);  jedem  Punkt  x,  y  von 
w  entsprechen  so  n  Punkte  u^,  u^-  ■  -u^,  sowie  alle  dazu  kongruenten. 
Von  jenen  n  Punkten  sind  nicht  zwei  kongruent  (mod.  2(öj,  2093) 
zueinander,  sonst  wären  ja  diese  kongruenten  z^-Punkte  Ausnahme- 
punkte und  es  wäre  also  auch  x,  y  ein  Ausnahmepunkt. 

Danach  gibt  es  zu  jedem  Punkt  x,  y  von  Fy  der  kein  Ausnahme- 
punkt ist,  mindestens  n  verschiedene  in  P  gelegene  gemeinsame 
Lösungen  der  beiden  Gleichungen:  x  =  (p{u),  y  ~  ilj{u);  es  gibt  aber 
auch  nicht  mehr  als  n  solcher  Lösungen.  Denn  ist  x,  y  kein  Aus- 
nahmepunkt und  hätten  die  Gleichungen:  x  =  (p{u),  y=\p{u)  min- 
destens TZ  +  1  inkongruente  Lösungen  w^,  ü^-^ün+i,  so  könnte  man 
durch  den  Weg  w  die  Punkte  X,  Y  und  x,  y  miteinander  verbinden 
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und  man  würde,  wie  soeben  geschehen,  schlieBen,  daB  jedem  Punkt 
dieses  Weges,  insbesondere  auch  dem  Endpunkt  X,  Y  mindestens 
n  4-  1  verschiedene  Punkte  des  Parallelogramms  F  entsprechen,  was 
der  Voraussetzung  II  widerspricht. 

Nun  lassen  wir  zu,  daß  w  zu  einem  Ausnahmepunkt  x\  y'  führt; 
dann  müssen  sich  die  Wege  W^,  ^2*'*^n'  ^6^^  ^^^^  zu  jedem 
noch  alle  zu  ihm  mod.  2  «j ,  2  co^  kongruenten  Wege  hinzunimmt, 
schneiden,  d.h.  u^,  ^2'"*^^«  müssen  Grenzwerten  ?«/,  u^"-u^  zu- 
streben, die  nicht  alle  inkongruent  sind.  Ist  z.  B.  v^  ^u^  ^'  •  -^n^, 
dagegen  mit  w^+i-'m/  nicht  kongruent,  so  ist  der  Punkt  u^  ein 
Äfacher  Ausnahmepunkt.  Zählt  man  einen  solchen  Äfach,  so  gilt 
demnach  folgender  Satz: 

Jedem  Punkt  von  F  entsprechen  genau  n  Punkte  von  P. 

Gibt  man  sich  also  einen  ganz  willkürlichen  Wert  Mj,  so  wird 
dadurch  der  Punkt  x  =  cp[u^\  ^  =  '^^  K)  von  F  eindeutig  und  die 
übrigen  zugehörigen  Werte  u^,  ^3  >  *  •  '  ^„  ^is  auf  Vielfache  der 
Perioden  und  bis  auf  die  Reihenfolge  bestimmt.  Wir  wollen  die 
Summe  u^  +  u^  -\ 1-  n^  in  ihrer  Abhängigkeit  von  n^  näher  unter- 
suchen und  setzen 

'h  + ''s  +'•'+%=  fi^i)  5 

insbesondere  ist  f{U^)  =  ^^^2  +  ^3  +  '  '  *  +  ^w  • 

Läßt  man  u^  in  der  m- Ebene  irgendeinen  Weg  W^  von  U^  aus 
beschreiben,  so  bleibt  f{u^)  endlich  stetig  und  als  symmetrische 
Funktion  von  u^,  u^^-'-u^  auch  eindeutig.  Vermehrt  man  so  u^  um 
eine  Periode  2^^  w^  +  2Ä3ö?3,  so  können  sich  die  zum  Punkt 
?/j  +  2Äj  «j  4-  2 A3  W3  gehörigen  Werte  w^,  M3,  .  .  .  w„  von  den  zum 
Punkt  z/j  zugehörigen  höchstens  durch  die  Reihenfolge  und  um 
Perioden  unterscheiden,  d.  h. 

5)  f[u^  4-  2Äj  ft?j  4-2^3  0)3)  =  f{u^  4-  2/ij  «^  4-  2  A3  «3 . 
Liegen    außer   u^    und   ?/j  4-  2h^(o^  4-  2//3W3    auch  die  Punkte 

u^-\-h  und  Wj  4-  Ä  4-  2//^  m^  4-  2 A3  «3  auf  F^,  so  hat  man  auch: 

6)  f[u^  4-  /i  4-  2Äj  10^  4-  2^3  «3)  =  f{u^  4-  Ä)  +  2Ä/a?i  4-  2  V«3  • 
Für    dem    Betrag    nach    genügend   kleine    //    muß   wegen    der 

Stetigkeit  ä/  =  \ ,  k^  =  k^  sein,  also 

h 

7)  I  _  fiUiJ-  h)  -  fiui) 
I  h 

und 
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10)  a)  Fall  Ba: 


Danach  ist  f'[u)  eine  für  alle  endlichen  u  endlich  bleibende 
doppelt  periodische  Funktion,  d.  h.  eine  Konstante  (§  17); 

Jetzt  müssen  wir  die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden; 
Cj  =  —  1 ,     d.  h, 

u^ -\- u^ -\- u^ -\ 1-  M„  =  /i  (konstant) , 

b)  Fall  Bb;  c^^-l. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  Ba:  U^^  ^%'''^n  seien  wie 
vorhin  die  einem  beliebigen  Punkt  X,  Y  von  F  entsprechenden 
2<- Werte;  nur  möge  auch  jetzt  wieder  X,  7  kein  Ausnahme- 
punkt sein. 

Die  Veränderliche  m,  beschreibe,  wie  oben,  den  beliebigen  ganz 
im  Endlichen  verlaufenden  Weg  W^,  dann  sind,  solange  W^  die 
Ausnahmepunkte  vermeidet,  die  zu  u^  gehörigen  Werte  u^,  u^^-u^ 
als  Funktionen  von  u^  vermöge  der  Nebenbedingungen  u^{lJ^  —  TJ. 
[i  =  2,  3, . . .  w)  eindeutig  bestimmt.  Insbesondere  mögen  so  zu  dem  auf 
W^  gelegenen,  mit  U^  inkongruenten,  im  übrigen  beliebigen  Werte 
u^  =  57,  die  Werte  u.  =  Ü.  [i  =  2,  3,  •  •  •  n)  gehören.  Rückt  u^  in 
einen  Ausnahmepunkt,  so  können  dort  einzelne  Werte,  z.  B.  m.,  i/.j. 
zusammenfallen,  und  bei  der  weiteren  Fortsetzung  der  von  n^  ab- 
hängigen Funktionen  u^,  ^3  *  *  *  ^^  ^^*  ^^^  ^^®  Wahl,  welche  man 
?^.  und  welche  man  ?/^  nennen  will.  Jedenfalls  aber  bleibt,  wie 
auch  W^  verläuft,  jede  symmetrische  Funktion  der  Größen  u^,  u^,-  -u^^ 
als  Funktion  von  u^  betrachtet,  eindeutig  fortsetzbar. 

Wir  betrachten  insbesondere  folgende  Funktion  zi'^iji  bei  der 
Mg,  Mg-'-M^  als  von  Mj  abhängig  und  durch  Fortsetzung  längs  ff\ 
bestimmt  gedacht  sind,  und  die  aus  dem  soeben  angegebenen  Grund 
eine  eindeutige  Funktion  von  u^  ist: 

Wird  7/j  auf  dem  Weg  W^,  der  nun  ganz  beliebig  sein,  also  auch  durch 
Ausnahmepunkte  gehen  darf,  um  eine  Periode  vermehrt  oder  in  den 
Anfangspunkt  U^  zurückgeführt,  so  vertauschen  sich  7/3,  Wg  •  •  •  m„  unter- 
einander bis  auf  hinzutretende  Perioden ;  die  Summe  der  zu  den  sämt- 
lichen u.  (z  ==  1,  2,  3-.-W)  hinzukommenden  Perioden  muß  Null  sein, 
damit  Gleichung  (10)  fortbesteht.  Da  /(^/J  im  Endhchen  nur  Pole  hat, 
folgt,  daß  z{u^)  eine  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  2fx)^, 
2^3  ist;  und  zwar  ist  z{u^)  eine  elliptische  Funktion  n^'^  Ordnung, 
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deren  Nullstellen  die  Punkte  U^,  ^2 ' ' '  *  ^n  ^^^  ^^®  ^2i2M.  kon- 
gruenten und  deren  Pole  die  Punkte  Ü^t  ^2 » * '  *  ^w  ^^^  ^i®  dazu 
kongruenten  sind.  Denn  wenn  beispielsweise  u^  einen  Wert  ^=  U^ 
{k=2,  3,  •  •  -Ti)  annimmt,  wird  eine  der  von  u^  abhängigen  Größen 
Wg,  Mg  •••«/„  kongruent  zu  U^,  'also  /(Mj)==0,  und  umgekehrt  kann 
/(Mj)  nur  Null  werden,  wenn  eine  der  Größen  u.  {i  =  1,  2'"n)^^  Ij\ 
wird,  d.  h.  wenn  u^  einen  Wert  ^  C/j,^  annimmt.  Endlich  seien 
U^iÜ^,"'^n  ^  zusammengehörige  »/-Werte,  die  dem  beliebigen 
Punkt  I,y  von  i^^  entsprechen  mögen;  wenn  u^  einen  beliebigen  Ü. 
dieser  Werte  annimmt,  so  werden  die  übrigen  Werte  t/^  (bis  auf  etwa 
hinzutretende  Perioden,  deren  Summe  wegen  (10)  Null  ist)  von 
Mg,  u^y-  '  -Un  angenommen;  es  ist  also 

unabhängig  von  z  =  1,  2-  •    w. 
Mit  anderen  Worten: 

In  n  zusammengehörigen  Punkten  w^,  Wg  •  •  •  m^,  für  die 
(p  (u^)  =  (f  (2/3) .  .  .  =  gp  (mJ  ,  , 

ist,  gilt  auch 

x{Ui)  =  ;rK)-  •  •  =  z{u^)- 

Durch  Angabe  eines  willkürlichen  Wertes  Wj  sind,  wie  schon 
mehrfach  betont  wurde,  alle  anderen  Wg,  Wg,  •  •  •  ^^„  bestimmt. 

Da  aber  /{u)  eine  elliptische  Funktion  w*®^  Ordnung  ist,  sind 
auch  durch  die  Angabe  eines  /-Wertes  c  n  solche  zusammengehörige 
Punkte  Mj ,  7/2  •  •  •  u^  samt  ihren  kongruenten  völlig  bestimmt  und 
werden  durch  Auflösung  der  Gleichung  /(m)  —  c  =  0  gefunden.  Die 
Werte  von  cp{u)  und  '^i[u)  sind  somit  durch  Angabe  des  Wertes  von 
x{u)  eindeutig  bestimmt,  und  da  außerdem  cp  und  ip  algebraische 
Funktionen  von  -/  sind  (§  30),  müssen  rp  und  ^p  rationale  Funk- 
tionen von  /  sein.     Damit  ist  im  Falle  Ba  Satz  I  bewiesen. 

Im  Falle  Bb  gilt,  wenn  d^  =  c^  -kl  gesetzt  wird 
2/1  +  M2  -f yu^^  =  d^u^+y^. 

Genau  so  findet  man  allgemein 

12)  ,    w^   -|-?,2+    ...    +W,^  =  rf/7/.  +  v,       (i=    1,   2,...7i) 

und  es  kann  keine  der  Zahlen  6?.  gleich  Null  sein,  weil  sonst  der 
Fall  ß  a  vorläge.  Durch  Vergleichung  der  rechten  Seiten  findet 
man  beispielsweise  weiter 

13)  u,=au,+ß     («  =  -J-,     /J  =  ^^-)- 
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Daß  a  =  1  wäre,  ist  unmöglich;  denn  aus  dem  identischen  Be- 
stehen der  Gleichungen 

(p  i'h)  =  9  K) »  V^  i^h)  =  "^  K) 
und  aus  (13)  mit  a  =  l  würde  folgen,  daß 

^{^h)  =  ^K  +  ß),  -^(wj)  =  t/^K  +  ß), 

also  ß  eine  Periode  von  (p{i()  und  ifj(u)  wäre,  was  den  Voraus- 
setzungen widerspricht,  daß  ?/^  und  u.^  inkongruent  sind  bezüglich 
der  Perioden  2co^,  2rjo^  von  (p(y)  und  ^;(w)  und  daß  diese  Perioden 
primitive  sind. 

Es  ist  also  cc  ^  1:  dann  folgt  aus  den  Identitäten 
1 4)  (p  (?/J  =  ff  [a  u^  +  ß) ,  ^p {u^  =  1//  [a  u^  +  ß) 

wie  auf  S.  108,  daß  das  Periodengitter  2  ä^  w^ -f  2  A3  (Ö3  mit  dem 
Gitter  2h^aco^  -}-  ^h^aw^  identisch  sein  und  daß  danach  einer  der 
folgenden  Fälle  vorliegen  muß: 

B  b  « :    15)  or  =  —  1  bei  beliebigem  Gitter, 

Bb/5:    16)  «  =  +  z  bei  quadratischem  Gitter  (harmonischer  Fall), 

Bb/:    17)  fir  =  4-±4-]^     "»d     Bb^:    a  =  _A4_i.y3 

bei  Gittern  die  sich  aus  ßauten  mit  Winkeln  ~  und  -^  aufbauen 

lassen  (gleichseitiger  Fall). 

Wir  führen  statt  r^(M),  ^j(w)  die  Funktionen 

0(K)  =  .;,  [n  -  ^^-) ,     V[u)  =  t/.  («  _  ^-~ 

ein:  für  sie  gehen  die  Identitäten  (14)  über  in 

'K"  +  r-)  -  '^  (« '"  +  Y -,.))  •  ''^'  ("  +  t!«  )  -  "^(^  <"  + 1^)) 

oder,  wenn  man 

"  +T~;r  = " 

setzt,  in 

18)  0(i;)=  0(c^i;),     ^(v)  =  ^^(ai;). 

Im  Falle  Bb«  sind  c/>(ir)  und  ^^[v)  gerade  elliptische  Funktionen, 
also  rationale  Funktionen  von  jov;  ^(7/)  und  i//(?/)  sind  somit  rationale 

Funktionen  von  ^  =  jp  (?/  -f     _    )    und    damit    ist   für    diesen    Fall 

Satz  I  bewiesen. 

In  den  noch  übrigen  Fällen   machen  wir  von  der  Darstellung 

19)  ib{iü)^n^['pv)-^'p'vR^[^v),     ^f[v)^B^[pv)^p'vR^{pv) 
Gebrauch,  wo  B^,  B^,  R^,  R^  rationale  Funktionen  sind. 
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Für  den  Fall  Bh ß  ergibt  sich  aus  (16)  und  aus  §  23  (7) 

iD[j^iv)  =  R^(-pv)±  ipv R^[-pv), 

=  Q>[v),  d.  h. 

=  E^{pv)-\-pvR^[pv), 
also 

20)  R^ [p  v)  -  R^{-  pv)=^-  P'v{^2  iP  ^)  +  2  Ä2  (-  /?  V)]  . 

Da  links  eine  gerade  Funktion  von  v  steht,  müssen  rechts 
R2.^P  v)  —  i  ^2^— P  ^)     und      R^(p  V) -^  i  R^_{-  p  v) 
identisch  Null  sein,  d.  h. 

R^  (p  v)  identisch  =  0  ; 
dann  aber  folgt  aus  (20)  i 

21)  R^[pv)=:R^(-  pv), 

d.  h.  Äj  ist  eine  gerade  Funktion  von  p  v  oder  eine  Funktion  von  p^v. 
Somit  ist  (p{u)  —  und  das  gleiche  gilt  für  ip{u)  —  eine  rationale 
Funktion  von  p^  lu  +  -rzr~) '  ^^^i^  ist  auch  für  diesen  Fall  Satz  I 
bewiesen. 

Im  Falle  Bb /  ist  ßj^  =  -  1  ,    (//'=+!  und 

p[civ)  =  —  ccpv ,     p'{cc v)  =  —  p'v     (§  24  (7))  , 
also  (vgl.  (19)): 

22)  R\ (-  ap  v)  -  pvR^i-  apv)  =  Äj  [p  v)  +  pv R., (p v) . 
Wie  bei  (20),  (21)  schließt  man,  daß  identisch  die  Gleichung 

23)  R^^{-apv)^-R^[pv) 
besteht.     Ordnet  man  R^ {p v)  nach  Potenzen  von  pv: 

R^ipv)^  :sa^{pvy, 

so  folgt 

(-  (4)"a^,  =  -  «,,, 
d.   h. 

«„  =  0 . 
R^  ist  also  identisch  Null.     Für 

R^{pv)=y:b^Xpyy 

findet  man  dann  aus  (22): 

R^ipv)  =  Äj(—  apv), 
also 

b   ^0, 


398     XIX.    Algebraisch-geometrische  Anwendungen  der  ellipt.  Funktionen. 

falls  nicht 

1^  =  0     (mod.3): 

H^  ist  eine  Funktion  von  {pvf.  Nun  ist  in  dem  hier  vor- 
liegenden gleichseitigen  Fall  {pvf  —  p^v  —  g^.  Man  kann  also  auch 
sagen:   (I)[v)  (18)  ist  eine  Funktion  von  [p'vfy  ebenso  ^^v\  (p[u)  und 

'Kp[u)   sind   rationale  Funktionen  von    {p'(u  +  ^       ) )  .     Danach    ist 

Satz  I  nur  noch  im  Falle  Bb(J:«=  — —  +  — 1/3  zu  beweisen. 

iL        j 

Dann  ist  nach  §  24  (7) 

p  [av]  =  ap  V  j 
p'{av)  =  p'Vy 

^1  [(^P^^  +  P^  ^2  (^/^^)  =  ^1  ^P  ^)  +  /^  ^2  iP  ^) ' 
also 

li^{apv)  =  B^(pv),     B,^(apv)==  R^[pv)\ 

da  a^  —l  ist,  sind  R^  und  J^g  rationale  Funktionen  von  [p  vf  oder 
auch  von  [pvf  —  g^  =^  {p'vf.  (l){v)  und  ebenso  ^(v)  sind  somit 
rationale  Funktionen  von  p'v;    (p[u),  \p{u)  rationale  Funktionen  von 

Damit  ist  Satz  I  völlig  bewiesen. 

§118.   Untersuchung  der  Gleichung  2/^  ==/3(f). 

Wir  zeigen  in  diesem  Paragraphen  an  einem  Beispiel,  wie  man 
unter  Umständen  eine  vorgelegte  Gleichung  F[x,  y)  =  0  als  vom 
Range  q  =  \  erkennen  kann  und  wie  man  dann  verfährt,  um  x  und  y 
als  elliptische  Funktionen  des  Integrals  erster  Gattung  darzustellen 

Die  gegebene  Gleichung  habe  die  Form: 

1)  3/^  =  «Q  :r^  +  3  öj  ar^  +  3  «2  ^  +  ^z  , 
la)               •    •  ^  a^[x  -  aQ){x  -  cc^){x  -  a^)\ 

ihre  rechte  Seite  soll  keinen  mehrfachen  Faktor  besitzen;  wir  bildeö 
zunächst  die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  RiEMANNSche  Fläche  über 
der  a:-Ebene.  Zu  jedem  Wert  von  x  gehören  drei  Werte  von  y\  die 
Fläche  bekommt  also  drei  Blätter.  In  der  Umgebung  jedes  Punktes  x^, 
für  den  f[x^)  4=  0  ist,  läßt  sich  jeder  der  drei  Zweige  von  y  nach 
dem  binomischen  Satz  als  reguläre  Funktion  von  x  —  x^  entwickeln; 
über  einem  solchen  Punkte  verlaufen  also  die  drei  Blätter  getrennt. 
In  jedem  der  drei  Nullpunkte  von  f{x)  dagegen  läßt  sich  y  auf  die 
Form  bringen: 

2)  y  =  '^ir-^a^^[x  -  «,),  (Ä  =  0,  1,  2) 


§118.    Untersuchung  der  Gleichung  y^  =  f^{x).  399 


wo  \){x  —  cij)  eine  der  Umgebung  von  a^  reguläre  Funktion  von  x 
bezeichnet.  In  einem  Punkte  er,^  hängen  also  alle  drei  Blätter 
der  Fläche  miteinander  zusammen;  bei  Umkreisung  eines  der  drei 
Punkte  geht  jeder  Wert  y  über  in  sy,  wo  «  die  bestimmte  dritte 
Einheitswurzel: 

bezeichnet.  Im  Unendlichen  findet  keine  Verzweigung  statt;  man 
erkennt  das,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  in  der  Form: 


4)  y  =  xy  a^ -t  ttj^x-^ -^  a^x-^ -\- a.^x-^ 

schreibt.  Definieren  wir  also  die  drei  Blätter  der  Fläche  dadurch, 
daß  «/  in  einem  bestimmten  Punkt  x 

im  ersten  Blatt  einen  bestimmten  Wert  z/j  , 
im  zweiten  Blatt  den  Wert  gy^ ,  im  dritten  den  Wert  s^t/^ 

haben  soll,  und  legen  wir  die  Übergangslinie  von  a^  über  cc^  nach  c^g» 
so  haben  wir  die  Blätter  in  der  in  Fig.  54  angegebenen  Weise  an- 
einander zu  heften;  längs  a^  -  -  -  cc^^  hängen  zusammen: 

{  der  obere  Rand  des  ersten  Blattes  und  der  untere  des  dritten, 

5)  ]     „       „         „         „    zweiten      „  „       „         „         „     ersten, 
[    „       ,,         ,,         „    dritten       „  „       „         „         „  zweiten; 

längs  ccj^    •  •  a^  dagegen 

/  der  obere  Rand  des  ersten  Blattes  und  der  untere  des  zweiten, 

6)  I     7j       >,         V       M    zweiten      „     ^  „  „        „          „  dritten, 
\    „       M         V       „     dritten       „          „       „        „          „  ersten. 

Man  kann  dann  zwei  Rückkehrschnitte  so  ziehen,  wie  in  der 
Figur  angegeben  (Linien  sind  ausgezogen,  gestrichelt  oder  punktiert, 
jenachdem  sie  im  ersten,  zweiten  oder  dritten  Blatt  verlaufen). 

Diese  beiden  Rückkehrschnitte  haben  nur  einen  Punkt  (im 
ersten  Blatte)  miteinander  gemein;  _^ 

und  wenn  man  die  Fläche  ihnen      ^".^-^^^^^"^^^^ 7^:^^^  ^03 

entlang  zerschneidet,   erhält  man      '^^ 312     _i^<^.^  ^^     '^^ 

eine    einfach    zusammenhängende  Fie'54 

Fläche.   Man  erkennt  das  am  ein- 
fachsten, wenn  man  die  Schnitte  bis  auf  die  Strecke  a^  a^  zusammen-  * 
zieht;    dies    läuft   darauf  hinaus,    den    Zusammenhang   der  Blätter 
längs  dieser  Linie  aufzuheben,  so  daß  sie  nur  noch  über  a^  ce^  hin- 
über zusammenhängen. 

I.  Die  unzerschnittene  Fläche  ist  also  in  der  Tat  vom  Geschlecht  1 
gewesen  (§  5,  II). 
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Man  kann  auch  leicht  ein  Integral  erster  Gattung  auf  der 
Fläche  angeben,  d.  h.  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  x 
und  y,  das  auf  der  Fläche  überall  endlich  ist.  Eine  regularisierende 
Hilfsvariable  (§  4)  können  wir  einführen: 

1  in  einem  gewöhnlichen  Punkt  x^  durch  x  —  x^^  —  t ,     dx  =  dt, 
7)       in  einem  Verzweigungspunkt  a^  durch  x  —  a^  =  t^^    dx  =  dt^^dt, 
I  in  einem  unendl.  fernen  Punkt  durch  x  =  t~^,     dx  =  —  t~^dt\ 

soll  also  eine  rationale  Funktion  B  {x,  y)  von  x  und  y  zu  einem 
überall  endlichen  Integral  ri?(a:,  ?/)ö?ar  führen,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  R  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist  (in  dem' 
§  6  definierten  Sinne),  außer  in  den  Verzweigungspunkten,  in 
denen  R  Pole  zweiter  Ordnung  haben  darf,  und  daß  R  im  Un- 
endlichen in  jedem  Blatt  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
wird.  Anders  ausgedrückt:  es  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
Ry"^  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist.  Eine  überall  reguläre 
Funktion  der  Fläche  ist  aber  eine  Konstante ;  das  kann  hier  ebenso 
wie  in  §  8  bewiesen  werden.     Also  folgt: 

IL    Das  Integral: 

ist  ein  Integral  erster  Gattung;  und  jedes  andere  Integral  erster 
Gattung  der  Fläche  kann  sich  von  ihm  nur  durch  einen  konstanten 
Faktor  unterscheiden. 

Die  Periodizitätsmoduln  dieses  Integrals  an  den  Querschnitten  Äj  ß 
stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang.  Denn  wir  können  durch 
erlaubte  Abänderung  des  Schnittes  B  erreichen,  daß  er  durch 
zyklische  Vertauschung  der  Blätter  (1,  2,  3)  aus  Ä  hervorgeht.  Es 
ist  also: 
Qv  C  d  X   r   dx  Cd  X 

B  A  A 

und  folglich  nach  §  9  (6): 

10)  2«3==~62.2a;,  =  (>   + -^  yä]  •  2  ^,  . 

D.  h.  das  Periodenparallelogramm  ist  eine  Eaute  mit  Winkeln  -- 
und  — -  m.  a.  W.r  es  liegt  der  gleichseitige  Fall  vor,  in  welchem 
g^  =  0  ist. 

Ganz  wie  im  IX.  Abschnitt  kann  man  dann  beweisen: 
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II L    X,  y  und  alle  rationalen  Funktionen  von  x  und  y  sind  ellip- 

xy 

/d  X 
— —.       Und    umgekehrt:     alle    elliptischen 

Funktionen  von  u  sind  rationale  Funktionen  von  x  und  y. 

Legen  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  erster  Gattung 
beispielsweise  nach  a^,  so  gehört,  wenn  der  Wert  u  dem  Punkt  (a:,  y) 
entspricht,  der  Wert  eu  zu  (x,ey)  und  der  Wert  «^7/  zu  {x,6^y) 
(vgl.  (9)).  Wir  erhalten  dann  durch  folgende  Überlegungen  p  u  und 
]>' 71  als  rationale  Funktionen  von  x  und  ?/: 

Durch  Wegschaffen  der  Nenner  und  Benutzung  der  Gleichung  (1) 
kann  die  allgemeinste  rationale  Funktion  von  x  und  y  zunächst  auf 
die  Form  gebracht  werden: 

11)  R{x,y)^  i'iytyi^ 

in  der  die  a,  h    rationale    ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Multipliziert  man  dann  im  Zähler  und  Nenner  mit 

und   benutzt  abermals  die  Gleichung  (1),  so  erhält  man  die  andere 
Form:  ' 

12)  B\x,y)^r,[x)-^r,[x)y^r^[x]y\ 

in  der  r^,  r^,  r^  rationale  Funktionen  von  x  allein  sind. 

Um  nun  diejenige  rationale  Funktion  zu  finden,  für  welche  die 
Gleichung 

gilt,  beachte  man,  daß 


y 

X 


="(/7 


(§  24  (7)) 


oder,  anders  geschrieben,  daß 

R[x,  sy)  =  eR{x,  y) 
ist.     Danach  muß  (vgl.  (12)) 
13)  pu  =  yr^{x) 

sein^  wenn 

HURKUARDT,  Funktionen.    II.     Dritte  AuÜ.  '^<j 
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rdx 
J  y 


gesetzt  wird. 

Die  Funktion  r^  [x]  müssen  wir  so  bestimmen,  daß  sie  für 
a:  =  00  mindestens  von  der  ersten  Ordnung  Null  und  für  x  =  a^ 
von  der  dritten  Ordnung  unendlich  wird.  Diese  Eigenschaften 
hat  nur 


ic  -  «1  • 

die  Konstante  c  bestimmt  sich   aus   der  Vergleichung  der  Anfangs- 
glieder der  Entwicklungen. 

Es  ist  nämlich  für  x  —  a^=  t^  in  der  Umgebung  von  t  =  0 
t 


_  r  ^t'dt 

^'  "  -i    ^'  [«0  (^'  +  «1  -  «o)  it^  +  «1  -  «2) 


=  L_. ^i ^_  + . . .  ^ 

[ao  («1  -  «0)  («1  -  «-2)^ * 
mithin 

n  »  —     [«0  («1  -  ^0)  («1   -  «g)l*''     , 

andrerseits  ist 

Man  erhält  also: 

1      2/ /■'(«.) 


+ 


14)  pu  ^ 


9       a;  —  «1 


und  daraus  durch  Differentiation  (mit  Beachtung  von   ^       =7/^  (8)j : 
P' "  _  [  J 1        +  -1      •  ^        -  — ^       1  7/2 

J9  M  \    ^       X  —  a^  d       X  —  (t.,  3       x  —  «1    j  «^    ' 

also : 

15) 

I  =^^^9r^|  «o-2«:  +  S  +  --*-'"~'^'-""^'-}- 

Eine  zweite  Differentiation  ergibt 

daraus  folgt  durch  Integrieren  (nach  Multiplikation  mit  p  v) 
17)  p'^n  ==  4:p^u  —  g^. 

Die  bei  dieser  Rechnung  als  Integrationskonstante  auftretende 
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lu Variante  g^   bestimmt   man    am    bequemsten  durch  Einsetzen  von 

X  =  a^^  in  (17),  was  mit  Rücksicht  auf  (14),  (15) 

ergibt. 

Setzt  man  pu  =  2,  p  u  =  s,  so  lauten  die  Gleichungen  (14),  (15 
mit  abgekürzter  Bezeichnung  der  auftretenden  Konstanten: 

19)  *  z=      ^^     ,  ^  =  c,  +      '*      ; 

daraus  folgt 

Durch  die  birationale  Transformation  (19),  (20)  werden  die  Riemann- 

schen  Flächen  für  .?  =  ]/4  2^  —  g^  und  ?/  =  \/aQ  x'^  -\-  3a^x^  -\-Sa^x  +  a^ 
umkehrbar  eindeutig  aufeinander  abgebildet.   (Vgl.  §36  und  §  116.) 

§  119.   Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  oiine  Doppelpunkt. 

Wir  stellen  uns  nun  x,  y  als  Kartesische  Koordinaten  in  einer 
ICbene  vor  und  untersuchen  die  geometrischen  Eigenschaften  der 
Kurven,  deren  Gleichungen  dadurch  identisch  erfüllt  werden  können 
dati  man  :c  und  y  als  elliptische  Funktionen  einer  Hilfs veränder- 
lichen u  darstellt.  Wir  nehmen  also  die  in  den  §§116  und  117 
aus  rein  analytischen  Gesichtspunkten  durchgeführten  Untersuchungen 
von  einem  mehr  geometrischen  Standpunkt  und. mit  vorzugsweiser 
Berücksichtigung  des  reellen  Gebietes  wieder  auf.  Jene  Funktionen 
x[iji),  y[u)  denken  wir  uns  nach  Anleitung  von  §  28  als  Quotienten 
von  o--Produkten  dargestellt;  dabei  dürfen  wir  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit annehmen,  daß  die  beiden  Ausdrücke  für  x  und  y  den- 
selben Nennen  haben,  da  man  sie  ja  auf  gemeinsamen  Nenner  bringen 
kann.     Man  erhält  so  den  Ansatz:  a 

oder:  (/«  =  1,  2,  ♦  •  -,« 

2)    .^-.y:  1  =  A,  J\<j(u  -  «,<>-):  ^  1\g(u  -  af<):  A^Y[<j{u  -  <3.). 

Ein  etwa  allen  drei  Produkten  gemeinsamer  Faktor  wäre  als 
bedeutungslos  wegzulassen;  dagegen  dürfen  wir  den  Fall  nicht  aus- 
schließen, daß  zwei  von  den  drei  Produkten  einen  gemeinsamen 
Faktor  haben.  Die  Anzahl  der  Faktoren  ist  in  allen  drei  Pro- 
dukten nach  §  28  dieselbe  und  die  Konstanten  a^^^^,  a^^\  a^^^  ge- 
nügen nach  §  28  (3)  den  Gleichungen: 

26* 
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k=l  k=l  fc=l 

Die  Form    der  Gleichungen  (1)   legt    es    nahe,    durch  die  Sub- 
stitution : 

X,  X., 

4)  -=^'      ^-% 

ZU  homogenen  Koordinaten  überzugehen  und  die  Gleichungen  unter 
Einführung  eines  iür  diese  geometrische  Darstellung  bedeutungs- 
losen Proportionalitätsfaktors  o  so  zu  schreiben: 

Man  wird  dann  zweckmäßigerweise  von  der  Benutzung  des  Kar- 
tesischen Koordinatensystems  überhaupt  absehen  und  unter  x^,  x.^,  x^ 
irgendwelche  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  verstehen. 
Denn  man  erkennt,  daß  die  Darstellung  von  der  Form  (5)  von  der 
Wahl  des  Koordinatendreiecks  insofern  unabhängig  ^^ist,  als  eine 
Kurve,  die  für  irgendein  Koordinatendreieck  in  dieser  Gestalt  sich 
darstellen  läßt,  für  jedes  Koordinatendreieck  eine  solche  Darstellung 
zuläßt.  Der  Übergang  von  einem  Fundamentaldreieck  zu  einem 
anderen  geschieht  nämlich  durch  eine  homogene  lineare  Substitution : 

6)  li  =  ?'n  -^'i  +  «^^2  -^2  +  '-^^-3^3         (^"  =  1'  2,  8). 

Nach  (4)  und  (2)  ist  ^. :  r^  =  y^^  x^  :  j-g  +  «^.^  .r, :  x^  +  ?^3  eine  elliptische 
Funktion  mit  den  Polen  r//3),  «^'^  ' ' '  <^*- 

Es  ist  also 

8)  4i :  l, :  I3  =  ^1  TI  -^  (»  -<')■■  AU ''i^-  <'^  ■■  A  W"  («  -  <') 

(k  =  1,  2,  •  ■  •,  ■«) 
oder 

9)  (>' Si  =  ^ill^ C^  -  <'^)     (^'  =  1 '  2,  3) , 
wo 

fc=:l  fc=i  k  =  l  1^='^ 

Die  einfachste  Annahme  ist  7*  =-2;  dann  aber  sind  nach  §33 
die  drei  ^-Produkte  (7(u-  «/^^(m  -  a^('^)  [l  =  1,  2,  3)  nicht  linear 
unabhängig;  alle  Punkte  der  Kurve  (5)  erfüllen  daher  eine  Gleichung 

a.  h.  die  Gleichungen  (5)  geben  die  Parameterstellung  einer  Geraden. 
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Wir    setzen  im  folgenden  w  =  3  voraus  und  wollen  diesen  Fall 
ausführlich  besprechen: 


{    ox^  =  Z  M 


\      (;  J-3  =  T^  (U)  =  ^3  <7  {U  -  «/3))  ^  (,,  _  ^^(3))  ^  (;^  _  ^^(3))  . 

Die  erste  Frage  ist,  ob  zu  (mod.  2  «j ,  2  «3)  in  kongruenten 
Werten  von  u  auch  immer  verschiedene  Punkte  der  Kurve  gehören. 
Angenommen,  es  gibt  zwei  inkongruente  Werte  u^,  u^y  für  die 

3  3 

&=l  fc=l 


7;  K)  ^  ^1 K) 

7*3  (Z*J  T3  K) 

T3  (W,)  T3  {U,) 


und 

fc=i fc=^i 

^3  Z7(T  (M,  -  a^^  A^  n(T{n,-  %*«>) 

fc=l  k=l 

oder  kürzer  geschrieben 

10) 
und 

11) 

ist. 

Bezeichnet  man  die  Konstante  (10)  zur  Abkürzung  mit  c^,  die 
Konstante  (11)  mit  c^,  so  stimmen  die  beiden  elliptischen  Funktionen 

3J-L.e  und  ^^(^1_. 

in  zwei  Nullstellen  und  in  ihren  drei  Polen  überein.  Sie  stimmen 
also  nach  §  28  (3)  auch  in  der  dritten  Nullstelle  überein  und  ihr 
Quotient  ist  eine  Konstante  c^: 

oder 

^'1  -  ^3-^2  -;^i  +  ^2^3)^3  =  0; 
d.  h.  die  Funktionen  T^{u),  T^[u),  73(2/)  sind  nicht  linear  unabhängig, 
die  dargestellte  Kurve  ist  eine  Gerade.   (Es  liegt  ein  besonders  ein- 
facher Fall  der  Annahme  B  von  §  116  vor.) 

Wir  setzen  von  nun  ab  voraus,  daß  die  drei  «--Produkte  1\  (?/), 
l\^{u\  T^(u)  linear  unabhängig  sind,  daß  also  der  durch  die  Glei- 
chungen (10),  (11)  gekennzeichnete  Fall  nicht  eintritt.    Dann  gehört 
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zu  jedem  Wert  u  des  Parallelogramms  Pein  einziger  (im  allgemeinen 
natürlich  nicht  reeller)  Punkt  der  Kurve  und  umgekehrt.    JJie  Kurve 
besitzt  somit  keinen  Doppelpunht. 
Ein  linearer  Ausdruck 

C^X-+   C^X^   +    6^3  ^3 

läßt  sich,  wenn  man  für  2:.  die  Funktion  T^  (u)  aus  (5')  einsetzt,  auf 
die  Form  B  g(u  —  a^a(u  —  u^a{u  —  u^  bringen  (vgl.  auch  vorhin 
den  Schluß  von  (6)  auf  (9)).  Die  Gerade  6\  x^  +  C^x.,  +  C^x,^  =  0 
schneidet  daher  die  Kurve  (5')  in  den  drei  Punkten  mit  den 
Parameterwerten  a^^  u^^  a^.     Da 

.,      T^{u)  ^,     l\(u)  p    __     B  a  {u  —  n^)  (T  {u  -  n^)  ff  {u  —  (x^) 

1     l\{u)    "^     2    y^j^)    +      ^~  ~~Ä^     er  (M  -^«7^))  a  {t7^aJ'^V{ir~a^)~ 

eine  elliptische  Funktion  mit  den  Nullpunkten  a^,  a^,  a^  und  den 
Polen  fl/3)^  a^^^\  a^'^^  ist,  muß 

i    a,+a.,-V  f/3  =  «/3'  +  ^2'"  +  ^3*''     fe  28  (3)) 

12)  =   «/2)  _^   ^^(2)  ^   ^^(2) 


sein.     Für  a^^'^  +  a^^'^  +  r/3'*)    schreiben  wir  zur  Abkürzung  a. 

Umgekehrt  liegen  drei  Punkte  der  Kurve  (5')  auf  einer  Geraden^ 
wenn  ihre  Parameterwerte  a^,  a^,  a^  die  Kongruenz 
13)  a^  +  «2  +  c^3  =  a     (raod.  2  «^ ,  2  «3) 

befriedigen.  Denn  legt  man  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  eine 
Gerade,  etwa  durch  die  Punkte  a^,  a^,  so  schneidet  sie  die  Kurve 
nach  dem  soeben  Bewiesenen  in  einem  dritten  Punkt,  dessen  Para- 
raeterwert  dem  gegebenen  a^  kongruent  sein  muß. 

Im  allgemeinen  werden  drei  Werte  a^,  «3,  a^,  welche  die 
Gleichung  (13)  erfüllen,  inkongruent  sein,  also  drei  verschiedene 
Kurvenpunkte  als  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  liefern. 
Die  Kurve  (5')  ist  somit  von  der  dritten  Ordnung.  Nehmen  wir  aber 
einen  Schnittpunkt  mit  dem  Parameterwert  a^  als  gegeben  an  und 
verlangen  wir,  eine  Gerade  so  zu  bestimmen,  daß  die  beiden  andern 
Schnittpunkte  zusammenfallen  (mit  andern  Worten,  verlangen  wir 
von  einem  gegebenen  Punkt  der  Kurve  aus  eine  Tangente  an  sie  zu 
ziehen),  so  muß  der  Parameterwert  u  des  Berührungspunktes  nach 
(13)  der  Kongruenz 

2u^  —  a^  +  n 

genügen.     Diese  Kongruenz    hat  vier   (im  allgemeinen  inkongruente) 
Lösungen;  ist  u  =  u^  eine  von  ihnen,  so  sind  die  drei  andern 
u^  4-  Wj ,         u^  +  0^2 '         ^'1  +  ^3  • 
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Von  einem  beliehiyen  Punkt  der  Kurve  kann  man  also  vier  Tan- 
genten an  sie  legen. 

Die  Aufgabe,  die  Koordinatenverhältnisse  x^\x^\ x^  für  die  Be- 
rührungspunkte zu  finden,  ist  keine  andere  als  die  allgemeine  Zwei- 
teilungsaufgabe für  die  elliptischen  Funktionen  -7~\ ,      J^  ]'    • 

Es  sei  ferner  verlangt,  die  Wendepunkte  der  Kurve  zu  be- 
stimmen, d.  h.  diejenigen  Stellen,  an  denen  die  Tangente  drei  auf- 
einander folgende  Punkte  mit  der  Kurve  gemein  hat;  nach  (13)  ist 
u  dann  und  nur  dann  der  Parameterwert  eines  Wendepunktes,  wenn 

^u^  a 

ist.     Diese  Kongruenz    hat   neun  Lösungen;    ist  u^    eine    davon,    so 
sind  alle  neun  in  folgender  Tabelle  enthalten: 


14) 


«1  + 

3       ' 

"l    + 

n,+ 

2  u,  +  2  (»3 
3              ' 

n,+ 

u,+ 

2  6),    +  4  M, 

"i  + 

2  6J3  ^^      I      2  Wi  +  2  Wg  _      I      4  w,  +  2  6)3 

z/j  -j- 


Wj    + 


B      ^         i     '  3  '         1     ■  ü 

4  w,  2  w,  -|"  4  0)3  4  Wj  +  4  Wj, 


Die  Bestimmung  der  Wendepunktskoordinaten  0:^:^2 '^3  geschieht 
durch  Dreiteilung  der  elliptischen  Funktionen    J         und  -~-f*~  • 

Aus  den  Parameter  werten  (14)  der  neun  Wendepunkte  schließt 
man  bezüglich  deren  Anordnung  auf  der  Kurve: 

Jede  Gerade,  die  zwei  II  endepunkte  verbindet^  schneidet  die  Kurve 
noch  in  einem  dritten    W^endepunkt. 

Drei  Wendepunkte 

„^+    2'„«.+2,.„_«^      j^_  j^    2,   3) 

liegen  nämlich  nach  (13)  auf  einer  Geraden,  einer  sogen.  „If^endelinie'-, 
wenn  die  beiden  Kongruenzen  erfüllt  sind: 

/j  +  l,  +  ^3  -  0  ,       //^  +  ^^  +  y^  =  0     (mod.  3) . 

Diese  Kongruenzen  gestatten  aber  zwei  von  den  drei  Wendepunkten 
beliebig  anzunehmen;  der  dritte  ist  dann  durch  sie  bestimmt. 
Es  gibt 

Wendelinien;  denn  den  ersten  Wendepunkt  kann  man  auf  neun 
Arten  wählen,  den  zweiten  dann  noch  auf  acht  Arten;  bei  dieser 
Art  abzuzählen,  wird  aber  jede  Wendelinie  3!  mal  erhalten,  da  man 
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ja  jeden  ihrer  drei  Wendepunkte  als  ersten  und  jeden  der  beiden 
anderen  als  zweiten  ansehen  kann.  In  dem  Schema  (14)  liegen  je 
die  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  auf  einer  Geraden,  ebenso  je 
die  drei  Punkte  einer  Vertikalreihe,  endlich  je  drei  Punkte,  die  ein 
Glied  der  Determinante  geben  würden,  wenn  man  das  Schema  als 
eine  solche  behandeln  würde.     Daraus  folgt: 

Die  zwölf  tfendelinien  ordnen  sich  zu  vier  ],Wendedreiecken''  zu- 
sammen, deren  jedes  sämtliche  neun   Wendepunkte  enthält: 

(Indem     man     an    Stelle    des    Parameters    u    den    Parameter 

u  =  n —    einführt,    kann    man    erreichen,    daß    auf  der   rechten 

Seite  von  (13)  0  steht.     Dann  liefert  u  =  0  einen  Wendepunkt.) 

Wir  fragen  noch  nach  den  Schnittpunkten  unserer  Kurve  mit 
einer  algebraischen  Kurve  n^^^  Ordnung.  C^{x^j  x^,  ^3)  ==  0  sei  die 
Gleichung  einer  solchen,  C^  ist  eine  homogene  Funktion  7i*®°  Grades. 

Setzt  man  in  -—  ^„K?  ^2>  -H^  ^^^  ^i'  ^2'  ^3  ^^®  Funktionen  T^{u], 
l\(u\  T^[ti)  ein,  so  erhält  man  eine  elliptische  Funktion  3w*®^  Ord- 
nung, die  in  den  drei  Punkten  u  =  a^^\  a^^^\  ßg^^)  je  einen  Pol 
„ter  Ordnung  hat.  Sie  besitzt  daher  3  r?  Nullstellen  a^,  ^2"'^zn^ 
die  nach  §  28  die  Beziehung 

15)  a^  +  a^  -\ i-  cTg^  ^na     (mod.  2  «^ ,  2  m^ 

erfüllen.     D.  h. 

Die  Kurve  (5')  hat  mit  einer  Kurve  n^^^  Ordnung  3  n  Schnittpunkte 
gemein,  deren  Parameterwerte  a^,  ^^2  ' '  *  ^3n  ^^^  Kongruenz  [15)  ge- 
genügen. 

Es  hat  also  beispielsweise  ein  Kegelschnitt  mit  unserer  Kurve 
(5')  sechs  Punkte  gemein,  für  die 

16)  <^i  +  S  +  ^3  +  ^4  +  «5  +  «c  =  2  ö     (mod.  2  (o^,  2  «3) 

gilt. 

Auch  umgekehrt  sieht  man  leicht  ein: 

Erfüllen  sechs  Punkte  unserer  Kurve  [5')  die  Kongruenz  (Iß),  so 
liegen  sie  auf  einem  Kegelschnitt. 

Durch  fünf  der  gegebenen  Punkte,  etwa  die  mit  den  Parametern 
«1,  cc^'-'oc^,  kann  man  stets  einen  Kegelschnitt  legen.  Dieser 
schneidet  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  die  Kurve  noch  in  einem 
sechsten  Punkt,  der  mit  den  fünf  früheren  zusammen  die  Be- 
ziehung (16)  erfüllt,  also  mit  dem  gegebenen  sechsten  Punkt  zu- 
sammenfällt. 

Eine  ähnliche  Frage  wie   die   nach  den  Wendepunkten  unserer 
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Kurve  ist  die  nacli  ihren  „sextaktischen"  Punkten;  das  sind  die 
Stellen,  wo  die  sechs  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einem  Kegel- 
schnitt alle  zusammenfallen  können;  die  Kurve  hat  an  ihnen  also 
mit  einem  Kegelschnitt  eine  „sechspunktige"  Berührung  oder  eine 
Berührung  „fünfter  Ordnung'*.  Der  zu  einem  sextaktischen  Punkt 
gehörige  Parameter  v  hat  nach  (16)  der  Kongruenz 

1 7)  6  y^  E-  2  a     (mod.  2  m^,  2  co^ 

zu  genügen.  Es  gibt  36  verschiedene  Punkte,  deren  Parameter 
dieser  Kongruenz  genügen;  unter  ihnen  sind  aber  die  neun  Wende- 
punkte, für  die  der  sechspunktig  berührende  Kegelschnitt  in  die 
doppelt  gezählte  Wendetangente  ausartet.  Nur  die  27  übrigen 
Punkte  sind  eigentliche  sextaktische  Punkte;  sie  ordnen  sich  den 
Wendepunkten  in  der  Weise  zu,  daß  zu  jedem  Wendepunkt  u^  drei 
sextaktische  Punkte: 

18)  u^  +  m^  ,     u^  +  0^2 ,     y^  -\-  «3  | 

gehören.  Diese  liegen  nach  (13)  auf  einer  Geraden,  der  sogen,  „har- 
monischen Polaren  des    Wendepunkts^'. 

Bei  all  diesen  Untersuchungen  ist  auf  ßealitätsfragen  zunächst 
keine  Rücksicht  genommen;  darauf  kommen  wir  im  nächsten  Para- 
graphen kurz  zurück. 

§  120.    Ausgezeichnete   Koordinatensysteme  für  die  ebene  Kurve 

dritter  Ordnung. 

Die  Sätze  über  die  Wendepunkte  gestatten,  die  Gleichung  der 
Kurve  durch  Einführung  geeigneter  Koordinatensysteme  auf  zwei 
sehr  übersichtliche  Formen  zu  bringen. 

Erstens:  Man  wähle  eine  Wendetangente,  die  zugehörige  har- 
monische Polare  und  irgendeine  Gerade  durch  den  Wendepunkt  zu 
Seiten  des  Koordinatendreiecks,  dann  erhält  man,  wenn  man  den 
Einheitspunkt,  d.  h.  die  Konstanten  Jj,  A^,  A^  passend  wählt  und 
zugleich  die  Konstante  a  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (13) 
des  vorigen  Paragraphen  gleich  Null  annimmt,  Gleichungen  der 
Form: 

I  o  x^  =  o^  u  , 

(7  (U  —  0),)  (t{u  —  0)2)  (T  {U  —  Wj) 


oa-„  =  2 


(T  cü,  ff  0)»  a  Wo 


_         a(u)aiu  +  b)a(u  —  b) 


oder  nach  §  28  (4)  und  (5): 
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2) 


=.pu  —  pb,      ?/  = 


p  u 


Also  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  in  diesem  Falle: 

3)  y^  =  ^{^-^pbf-92{^-^P^)-9z^ 

oder  wenn   man    die    dritte  Seite  des  Koordinatensystems  so  wählt, 
daß  pb=0  wird,  einfach: 

4)  7j'  ==Ax^  -  ff^x-g^. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  ist  hier  Wendetangente.  Wir 
wollen  insbesondere  annehmen,  daß  g^  und  g^  reell  sind;  das  Bild 
der  Kurve  (4)  ist  ein  verschiedenes,  je  nachdem  die  Funktion 
4  ^3  _  ^^  -P  _  ^g  drei  reelle  Nullstellen  hat  oder  nur  eine ;  vgl. 
Fig.  55  und  56.     Wählt   man    die  Bezeichnungsweise    der  Perioden 


Fig.  55    y  =  IjVxix^'  -  4). 


^ig.  56  2,'  =  J-  y(x  - 1)  ix^  +  .X  +  1 ). 


im  ersten  Falle  wie  in  §  23,  im  zweiten  Falle  wie  in  §  24,  so  erhält 
man  im  ersten  Falle  reelle  Punkte  der  Kurve  für  alle  u  zwischen  0 
und  2wi,  sowie  für  alle  u  zwischen  Wg  und  co^-\r2(ü^,  im  zweiten 
Falle  für  die  w-Werte  zwischen  0  und  2  Wg .  In  beiden  Fällen  gibt 
es    nur    drei   reelle  Wendepunkte    entsprechend  den  Werten  u  =  0, 

3 


im  ersten  und  u  =  0, 


^  l5?_im  zweiten  Falle;  der 


3        '       ^ 

erste  davon  ist  beide  Male  der  unendlich  ferne  Punkt  der  i -Achse. 
Die  Verbindungsgerade  dieser  drei  Wendepunkte  ist  eine  reelle 
Wendelinie.   Außerdem  gibt  es  noch  drei  andere  reelle  Wendelinien, 


5) 
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je  eine  durch  jeden  der  drei  reellen  Wendepunkte;  von  den  sechs 
nicht  reellen  Wendepunkten  haben  nämlich  je  zwei  konjugiert  kom- 
plexe Koordinaten,  die  Verbindungsgerade  zweier  solcher  Wende- 
punkte ist  daher  reell. 

Eine  Vorstellung  der  allgemeinsten  reellen  Kurve  dritter  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt  macht  man  sich,  wenn  man  die  Figuren  55 
und  56  so  projiziert,  daß  das  von  der  Z- Achse,  der  J-Achse  und 
der  unendlich  fernen  Geraden  gebildete  Dreieck  in  ein  beliebiges 
Koordinatendreieck  übergeht. 

Zweitens'.  Man  wähle  ein  Wendedreieck  zum  Koordinatendreieck, 
dann  erhält  man  Gleichungen  der  Form: 

I     QXi  =  (T  u     a  j  u  —  -  -;        a  ya  -\ I , 

Bildet  man  x^^  -f-  x^^  -f  x^^,  so  erhält  man  bis  auf  einen  kon- 
stanten Faktor  ein  Produkt  von  neun  ö--Funktionen  (§  33;  vgl.  auch 
entsprechende  Schlüsse  im  vorigen  Paragraphen).  Es  ist  leicht  ein- 
zusehen, daß  dieses  ö-- Produkt  Null  wird  gerade  für  die  neun  Para- 
meterwerte   "^        ^^J  ^  die  den  neun  Wendepunkten  entsprechen 

2  f) 

{^l.  n  =  0,  1,  2,  s.  §  119  (14)).     Beispielsweise  wird  für  u  =  — 7  '   : 

X,  =  0, 

^(^.-_2 

Es  ist  aber: 

2  Wi  +  4  füg  \  /'  —  4  (ü,  —  2  Wg 


o^,  =  -  ff  li."-' ±i^l  ff  ( A-"«  \  _/*«,-  2 ■"» 


/  4  oj,  -  2  (,).,  \             /  -  2  (->,  +  4  w.,    ,    t^  f. 

^  (-      3--     )  =  ^( ^ ^  +  2  ft^i  -  2  r^3 

also: 


'h'-o—  +-'/:> 


a*o    =    f 


.x.,=^e    ■'    X,     (§261. 
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Es  ist  alsO;  wie  behauptet: 

Für  jeden  der  übrigen  acht  Wendepunkte  führt  eine  ganz  ähnliche 
Rechnung  zum  gleichen  Ergebnis.  Somit  stimmen  die  c-Produkte 
für  x^^  -\-  x^^  -{-x^^  und  für  x^x,^x^  in  ihren  Nullstellen  überein,  sie 
können  sich  daher  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden, 
und  es  besteht  folglich  für  alle  Punkte  unserer  Kurve  eine  Glei- 
chung der  Form: 

6)  Xj^  +  X^^  +  5*3^  +   6  W  aTj  2*2  Tg  =  0 . 

Wenn  es  umgekehrt  auf  algebraischem  Wege  gelingt,  die  Glei- 
chung einer  vorgelegten  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  durch  Ein- 
führung eines  neuen  Koordinatendreiecks  in  eine  der  Formen  (4) 
oder  (6)  zu  transformieren,  so  ist  damit  zugleich  eine  Parameter- 
darstellung der  Form  (1)  oder  (5)  für  die  Kurve  gegeben. 


ZWANZIGSTER  ABSCHNITT. 


Das  sphärische  Pendel. 

§  121.    Aufstellung  der  Differentialgleichungen.    Zurückführung 
auf  Quadraturen. 

Unter  einem  mathematischen  sphärischen  Pendel  versteht  man 
einen  schweren  Punkt,  der  mittels  eines  als  starr  und  gewichtslos 
betrachteten  Stabes  an  einem  festen  Punkt  aufgehängt,  also  ge- 
zwungen ist,  sich  auf  einer  Kugelfiäche  zu  bewegen. 

Um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  solchen 
Punktes  P  aufzustellen,  führen  wir  ein  rechtwinkliges  x,  2/,  z- 
Koordinatensystem  ein,  dessen  Nullpunkt  mit  dem  Aufhängepunkt 
zusammenfällt  und  dessen  positive  r-Achse  der  Richtung  der  Schwere 
entgegengesetzt  ist.  Die  Masse  des  Pendels  bezeichnen  wir  mit  m, 
die  Beschleunigung  der  Schwere  mit  g,  den  Kugelradius  (die  Länge 
des  Pendelstabes)  mit  L,  die  Spannung  des  Stabes  mit  N,  und  zwar 
rechnen  wir  N  positiv,  falls  auf  den  Stab  durch  die  Gegenwirkung 
des  Massenpunktes  P  ein  Zug  ausgeübt  wird,  negativ,  falls  der  Stab 
gedrückt  wird.     Dann  lauten  die  ßewegungsgleichungen: 


=  — 

Nx 
m  L  ' 

dt' 

=  _ 

Ny 
m  L  ' 

d'  >v 

.Vx 

dt' 

^=^ 

m  L 
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1) 


zu  ihnen  tritt  noch  die  Gleichung  der  Kugel: 
2)  x'+i/-^rz^=r^ 

mit  der  aus  ihr  folgenden  Differentialgleichung: 

o  dx     ,        dy     ,       d%        r\ 

dt         "^    d  t  dt 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit 

n   dx  ^  dy  t>  d% 

^    dt'       ^  dt'       "^  dt' 

SO  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (3): 

dx     d^ X     ,    c\   dy     d^  y     ,  .^   dx     d* x  .^      dx 


dt      dt^   '^        dt      df    '^  ^    dt 


—  9 


df"    ~       "9  dt  ' 
und  hieraus  durch  Integration  die  Energiegleichung'. 

Multipliziert  man  dagegen  die  erste  der  Gleichungen  (1)  mit  y,  die 
zweite  mit  x  und  subtrahiert  man  dann  die  erste  von  der  zweiten, 
so  ergibt  sich  durch  Integration  die  Flächengleichung: 

dt         -'dt 
Die    Integrationskonstante  //   heißt  die  Energiekonstante,    C  die 
Flächenkonsiante.     Nach  (4)  ist  stets 

6)  H^-2gL. 

Durch  passende  Wahl  der  positiven  //-Richtung  können  und  wollen 
wir  ferner  erreichen,  daÜ 

7)  C  nicht  negativ  ist. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  in  der  x,  y  Ebene  durch  die  Gleichungen: 

8)  X  —  r  cos  (f ,     g  —  r  sincp     (r  ^  0 ;    —  00  <  </>  <  +  CX)) 
Polarkoordinaten  einführt;  nämlich: 

10)  r^^=.C. 
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Die  Flächengleichung  besagt  somit,  daß  die  Horizontalprojektion  r 
des  Radiusvektor  0  P  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht 
In  dem  besonderen  Fall  C  =  0  folgt  aus  (5) : 

äx   _    dx 
X  y    ' 

also 

11)  y  —  const.  .r, 

man  hat  es  also  dann  mit  einem  ebenen  Pendel  zu  tun,  dessen 
Schwingungsebene  dur^h  Gleichung  (11)  gegeben  ist. 

Die  Gleichungen  (2),  (3)  lauten  in  den  neuen  Koordinaten: 

12)  t''^z^  =  L'', 

Aus    (9)    erhält   man    nach  Multiplikation    mit  r^   und   Berück- 
sichtigung von  (13): 

und  daraus  mit  Hilfe  von  (10)  und  (12) 

14)  i^(4f.)'  =  (//-2^z)(Z^-z^)-C2 
oder 

z 

15)  '  t^   [^  ^^^-    

mit  Zq  bezeichnen  wir  den  Wert  von  z  zur  Zeit  ^  =  0,  ebenso  mit 

( d%\       (dq)\       1-       A    r  i.  d%      do) 

%.  \>   [-öjI,  [jt]^    die  Anfangswerte  von    q>,  r,   -jj,-f^- 

Die  Bestimmung   des  Winkels    (p   geschieht   dann    zufolge  (10) 
durch  die  zweite  Quadratur:  / 


16)  cf  -  cp,  =   f- 


CL 


L2  -  x'     ]/(//  -2gx)  (L^  -  z')  -  a« 


§  122.   Die  Nullsteilen  der  Funktion  f{z)  =  {H-2gz){JJ-  z')  -  C\ 

Ehe  wir  den  durch  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Zusammenhang  zwischen  z  und  t  näher  untersuchen, 
zeigen  wir: 

JJle  Nullstellen  der  in  §  121  {15)  unter  dem  dem  Quadratwurzel- 
zeichen stehenden  Funktion 
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I  r=2ff(z-z,){z-z,)(z-z,) 

sind  sämtlich  reell. 

Aus  §  121  (14)  folgt  nämlich 

2)  (E-2ffz,){jy'-z,')^C\ 
d.  h. 

3)  />o)^0; 
andrerseits  ist 

4)  f{±  L)=  -C^^O 
und 

5)  /•(+oo)>0. 
Aus  (3),  (4),  (5)  schließt  man 

I.  Die  Gleichung  f[z)  =  0  hat  drei  reelle  Wurzeln'^  diese  sind  im 
allgemeinen  voneinander  verschieden]  eine  liegt  zwischen  —  L  und  z^j 
eine  zwischen  Zq  und  X,  eine  zwischen  L  und  -f-oo. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Wurzeln  mit  z^,  z^^  z^  und  zwar 
so,  daß 

6)  z^^L-^z^^z^-^z^^-  L 

gilt. 

Über  die  Lage  von  z^  und  z^  lassen  sich  noch  genauere  An- 
gaben machen:  Da  die  kleinste  Nullstelle  von 

f[z)^^gz''-  2Hz-2gL' 

(wegen  f  {0)  <  0,  /"(  — oo)  >  Ö)  negativ  ist  und  da  sie  zwischen  z^ 
und  Tg  liegt,  muß  auch 

7)  2:3  <0 

sein.     Ferner  gilt  für  die  Koeffizienten  der  Gleichung  f{z)  —  0: 

H 


9) 

^,  +  ^.  +  ^3-  ,^, 

10) 

.,._<?-  HL' 

Daraus  folgt 

also 

12)  ^,  +  ^3^0. 
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Man  kann  sich  an  Stelle  der  Konstanten  L,  C,  II  auch  die 
Konstanten  z^,  z^,  z^  geben,  mit  Beachtung  der  gefundenen  Be- 
schränkungen (7),  (12)  und  Zj  >  0.  Aus  (8),  (9),  (10)  tiodet  man  dann 
eindeutig  die  positiven  Konstanten  Z  und  6',  sowie  i/,  auch  sieht  man 
leicht,  daß  I^^z^,  aber  ^  —  z^  wird.  Falls  insbesondere  z^  =  —  z^ 
gegeben  ist,  folgt  aus  (11)  C  =  Ü,  also  aus  (1)  L  =  z^  =  —  z^, 
H  =  2 g z^\  es  ist  dies  der  Fall  des  ebenen  durchschlagenden 
Pendels  (s.  §  124). 

Endlich  kann  man  sich  auch  L,  z^  und  z^  gegeben  denken; 
diese  Wahl  für  die  ursprünglich  als  gegeben  anzusehenden  Kon- 
stanten ist  sogar  die  anschaulichste;  das  Pendel  schwingt  nämlich, 
wie  wir  im  nächsten  Paragraphen  sehen  werden,  zwischen  z  —  z^ 
und  z  =  z^\  Zg,  z^y  L  unterliegen  den  als  notwendig  erkannten  Be- 
dingungen, nämlich  entweder 


13)  ^3<0,     ^2  +  ^^3<0.     \z^\^L 


oder  nach  dem  vorhin  Bemerkten  im  Falle  des  ebenen  durch- 
schlagenden Pendels 

14)  Zg  =-  X,       r^  +^3  =  0; 

in  letzterem  Fall  (14)  kann  man  z^y  L  noch  beliebig  annehmen 
(vgl.  den  Schluß  des  vorhergehenden  Absatzes).  Im  Fall  (13)  aber 
findet  man  aus  (9): 

15)  -1=-^"^^% 
also 

z^-  L^  --— >  U  , 

^2    ^    ^i 

wie  es  sein  soll. 

Mit  den  Konstanten  z,,  z^  an  Stelle  von  II  und  C  sehen  die 
Formeln  (15),  (16)  des  §121  folgendermaßen  aus,  wobei  wir  den 
Fall  (14),  in  welchem  die  rechten  Seiten  von  (16),  (17)  in  der 
Form  0/0  erscheinen  würden,  aufschließen: 


16)      ^=X||/z2  +  ^3l  f-T- -^^ 


(L^  +  X  («2  .+  «3)  +  %  ^3) 


j  ( 


(IJ  -  x')  ]f{x,  -  X)  ix  -  %)  {L'  +  x  {X,  +  ^^)  +  x,  X,) 
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§  123.  Die  Höhe  z  als  Funktion  der  Zeit. 

Wir  betrachten  zuerst  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  drei 
Wurzeln  z^,  z^,  z^  der  Gleichung  f[z)  =  0  voneinander  verschieden 
sind.     Dann  ist 


z 

J   V2~gl^-x){x^-%){x  - 


1)  t 

ein    elliptisches  Integral    erster  Gattung   mit   einer   reellen  Periode 
2  ft»j  und  einer  rein  imaginären  2  «3: 

h  d% 


2) 


C     .  Ld% ^     C 


I  y2g  {x^  -  x)  (^2  -x){x-  A3) 


23 


.   r Ldx  __  .  r L^dx 

J   \y2g{x^-x)ix-x^)ix-x^\         J   \y2g{x^-x)ix^-x){x^-^J) 


die  Integrale  geradlinig  auf  der  reellen  Achse  erstreckt. 
Ist,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben, 

d.  h.  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  abwärts  gesichtet,  so  ist  in  (1) 
die  Quadratwurzel  zuerst  negativ  zu  nehmen;  wenn  t  zunimmt, 
nimmt  z  ab,  bis  der  Wert  z  =  z^  erreicht  ist,  dies  geschieht  in  der 
endlichen  Zeit 


3) 


"3 

T  —    f  —  A^ 


Für  z  —  z^  wird    --   =  0 ,    z  kann  nicht  weiter  abnehmen,  da 

^f\z)    sonst   imagicär   würde;    also   muß  für  t=Ty  z  =  z^  die  Ge- 

schwindigkeit-TT-  =—j-'^f(z)  das  Zeichen  ändern  und  positiv  werden; 

der  Punkt  P  steigt  und  zwar  bis  zur  Höhe  z  =^  z^,  die  zur  Zeit 
t  —  T  -\-  (o^  erreicht  wird.  Weiteres  Steigen  ist  unmöglich,  da  wieder 
'yf\z)  imaginär  würde;  von  z  =  z^  ab  muß  also  z  wieder  abnehmen 
bis  z  =  z^  usw.: 

Das  Pendel  bewegt  sich  fortwährend  zwischen  den  beiden  Farallel- 
kreisen  z  =  z^  und  z  —  z^  hin  und  her;  die  Dauer  des  Falls  von  z^ 
bis  2-3  wie  die  des  Aufstiegs  von  z^  bis  z^  ist  jedesmal  gleich  oj^. 

BURKHABDT,  Funktionen.    II.     Dritte  Aufl.  27- 
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Die  Zeit  T  (S)  ist  wegen  der  gemachten  Annahme:  (-7y)    <  0 
positiv;  ist  aber  (--r^l    >  0,    so  kann  .  man    T   ebenfalls   durch   (3) 


definieren,  doch  wird  jetzt,  da  in  (3)  der  Quadratwurzel  das  positive 
Zeichen  beizulegen  ist,  T  negativ;  man  kann  das  so  auffassen,  daß 
F  zur  Zeit  t  =  T  =  —  \T\  die  z-Koordinate  z^  besaß. 
Statt  (1)  kann  man  ebensogut  schreiben: 


d  % 


oder 

z 

^  '    J  Vm 

— oo 

Da  f{z)  vom  dritten  Grad  ist,  liegt  es  nahe,  das  Integral  erster 
Gattung  so  auf  die  WEiERSTKASSsche  Normalform 


Qy  r  ds  ^  r ^ 

j  ]/4(5  -  e,){s  -  e,)is  -  e,)         J    l/4  s«  - 


9s  s  -  93 

—  oo 

zu  bringen,  daß  den  Werten 

Z  =  00  ,      Z^,      Z2f      z^ 

die  Werte 

s  ==  00  ,     tfj ,     e^,     <?3 

entsprechen.     Das  geschieht  durch  die  Formel  (§  62  (10)) 
7)         ^  =  -_-.+  _     mit     .^  =  ---.^  +  -^^(«=1,2,3). 
Die  Gleichung  (5)  geht  dadurch  über  in 

s 

ds 


J    l/4(s-e,)(5-e,)(s-e3)     ,   J 


y4:  s^-  9iS  -  gs 


wo 


i/2  g^  C^g^    .        g'H      ,        H- 


92—   jr^2   +    12  L*    '  ^3/^4  4LÖ     "^    12  L*    "^   216  L« 

Die  Umkehrung  von  (8)  ergibt 

s  =  p{t  -  T-  co^)j 

schließlich  findet  man  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (7) 
9)  .^^fp{i-l'-co,)  +  -^. 

,    I 
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Diese  Formel  hat  nur  den  Nachteil,  daß  man  wegen  des  rein  ima- 
ginären «3  in  die  jt? -Funktion  komplexe  Werte  einsetzen  muß,  um 
reelle  z  zu  erhalten.  Man  kann  dies  vermeiden,  indem  man  auf 
p  {{t  ~  T)  —  Wg)  das  Additionstheorem  anwendet,  oder  indem  man, 
was  schließlich  auf  das  Nämliche  hinausläuft,  Formel  (4)  des  §  31 
benutzt:  man  findet  so 


10)  z  =  z,+ 


2L''       pi^t-T)-e, 


Sind  die  Konstanten  g,  L,  H,  C  durch  Zahlen  werte  gegeben,  und 
handelt  es  sich  darum,  für  gewisse  ^- Werte  z  wirklich  zu  berechnen, 
so  wird  man  für  p{t  —  T)  —  e^  nach  §  53  »^-Funktionen  einführen. 
Die  Konstante  T  und  die  Perioden  sind  zuvor  nach  dem  in  §§  110 
bis  112  angegebenen  Verfahren  zu  berechnen. 

§  124.    Grenzfälle. 

Im  Falle  des  ebenen  Pendels  ist  C  =  0  (§  121)  und  f{z)  lautet 
einfacher:  {H  —  2g  z)[L^  —  z\  die  Wurzel  z^  ist  —  —  Ly  die  beiden 

TT 

anderen  sind  +X  und  — — .  Es  sind  nun  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

TT  TT 

Ist  a)  — —  >  L,    so   ist  z.  —  — — ,  z^  =  —  z^  =  L:    das    Pendel 

^     2g  ^  2g         ^  *>  ' 

geht  sowohl  durch  den  tiefsten  als  auch  durch  den  höchsten  Punkt 
der  Kugel  hindurch  (durchschlagendes  Pendel)  durch  ersteren  mit 
einer  horizontalen  Geschwindigkeit  ^E  +  2  g  Zy  durch  letzteren  mit 
einer  horizontalen  Geschwindigkeit  ]///—  2g L  (§121  (4)).   Ist  aber 

TT  TT 

b)  -^ —  <  Jj ,  80  ist  so  zu  numerieren,  daß  z^  =  — — ,  z,  —  —  z^—  L 

'2g  ^         2g  ^     *■  ** 

wird;  das  Pendel  bewegt  sich  bloß  hin  und  her  mit  einem  Ausschlag- 
winkel cc,  der  durch  die  Gleichung 


L 

bestimmt   ist.   Die  Halbperiode  co^  drückt  sich  folgendermaßen  durch 
a  und  L  aus: 

L 

^v  C  L  dx 

J    V2g(L^-x^){x  -  Lcoaa) 

L  cos  a 

27* 
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TT 

Falls  endlich  c)  -—  =  L   ist,   liegt  der  Ausnahmefall  vor,  daß 
zwei  der  Nullstellen  von  f[z)  zusammenfallen: 

^1    =  ^2   =  -^  • 

Die    Gleichungen  (1),  (3),  (4)   des    vorigen    Paragraphen   lauten 
dann 


2) 


3) 


4) 


Ld% 


J  {L-x)y2g{L  +  x)\ 

y=   r ^Ji- 

J   (L-x)-\/2g(L+x)' 


J  ( 


L  d% 


{L-x)y2g{L-h%) 

-L  ♦ 

T  ist   auch  jetzt   eine    endliche   Zahl,    die    ^0,  je   nachdem 
(4f)„^0  gegeben  ist    (Für  (-^j^  =  0,  was  wegen  If  =  ffi 

nur  mit  z^  — -^^  L  möglich  ist,  findet  überhaupt  keine  Bewegung 
statt,  der  Punkt  P  bleibt  in  seiner  Gleichgewichtslage).  Auf  der 
rechten  Seite  von  (4)  ist  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  \  i  —  T  und  z 
nehmen  zugleich  zu,  und  zwar  wächst  t  ~  T  über  alle  Grenzen, 
wenn  sich  z  dem  Wert  L  nähert.  Das  Pendel  steigt  also  bis  zum 
höchsten  Punkt  der  Kugel  an,  der  jedoch  in  endlicher  Zeit  nicht 
erreicht  wird.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  den  Formeln,  die  man 
erhält,  wenn  man  die  Integrale  (3),  (4)  in  bekannter  Weise  aus- 
wertet.    Man  findet 

5)'  T=.  -^-  y^ln  ^^.^l^l^S , 

6)  ^-y^^y^ln^|^^l/ll^_±jl[ 

2.7    1^  2|V^L|-|y2.7(L  +  ^)|      • 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  (6)  findet  man 

7)  z^2L ,,^ ~^\   -L. 


\  2     1/4-    (t~T)          \ 
e         ^             -  1 

2    l/Z   (,_j, 
\e          ''              +1/ 

Da    stets   z^<,0   und   z^^L   ist,    können   niemals   alle   drei 
Wurzeln   der   Gleichung   f{z)  =  0    zusammenfallen;   in   dem   soeben 
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besprochenen  Falle  der  asymptotischen  Bewegung  fielen  z^  und  z^ 
zusammen.  Es  kann  aber  auch  z^  —  z^  werden;  da  im  allgemeinen 
Fall  2^2  ^^^  ^3  durch  z^  getrennt  liegen,  muß,  sobald  z^  =  z^  wird, 

auch  22  =  23  =  Zq  sein  und  zwar  negativ  (§122  (7)).   —^   wird  dann 


gleich  "  ^2g{z  —  z^y    also   imaginär   für   alle  von  z^  verschie- 

denen, jedoch  in  der  Nachbarschaft  von  z^  liegenden  z- Werte,  d.  h, 
das  Pendel  kann  den  Parallelkreis  z  =  z^  nie  verlassen;  es  ist  daher 

stets  — r^  =  0 . 
dt 

Aus  §  122  (8),  (9),  (10)  folgt  für  den  vorliegenden  Fall 

9)  rJ^  =  (^^  -  ^.y 

9  ^0 

10)  '  -Ä=^:^l±l^. 

'  9  ^0 

Die  Gleichung  §  121  (10): 

dq>    _  G 

dt    ~   L*  -z^' 
ergibt  wegen  (9): 

11)         4f  =  i/f  Ol-  ^-^o  =  ^l/^- 

Die  imaginäre  Periode  2(ö3  ist  in  diesem  Grenzfalle  unendlich;  als 
Grenzwert  der  reellen  findet  man  aus  §  115  (7): 


12) 


1/3  Zo'  4-  L« 
In  dieser  Zeit  2«^  wächst  nach  (11)  9p  um  den  Winkel 

13)  20  =  -    ^^"^ 


]/3  ^0'  +  L^ 

Um  uns  eine  Übersicht  über  alle  möglichen  Bewegungen  des 
sphärischen  Pendels  zu  verschaffen,  wollen  wir  außer  Z  noch  z^  <  0, 
>—  L  festhalten  und  die  Bewegung  bei  z  =  z^  mit  horizontal  ge- 
richteter Anfangsgeschwindigkeit  v^  =  ^ü  —  2g z^  beginnen  lassen. 
Ist  17^  =  0,  so  haben  wir  es  mit  einem  ebenen  hin-  und  hergehenden 
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Pendel  zu  tun,  z^  ist  dann  =  —  Z,  z^  ^  z^.  Wächst  v^  und  also 
auch  H,  so  bleibt  zunächst  z^  =  z^j  z^  wächst;  sobald  II  den  Wert 
^(_  i;2  _|.  3^^2j.2:^  ^iQj  erreicht  hat,  wird  z^  ~  z^  —  z^;  man  hat  es 
dann  mit  dem  auf  der  vorigen  Seite  besprochenen  Grenzfall  zu  tun. 
Wenn  H  weiter  wächst,  ist  z^  nicht  mehr  gleich  z^  sondern  gleich 
Zg  zu   setzen,  z^  ist   >  z^;    nach  §  122  (8),  (9)   erreicht   das  Pendel 

für  //  —  2q —  die  x,  y- Ebene  ohne  höher  zu  steigen  {z^  =  0). 

Für  lim  II  —  cd  endlich  wird  z^  =  —  z^.  Wir  wollen  diesen  Grenzfall 
näher  untersuchen  und  bezeichnen  mit  «,  Sj,  s^---    Größen,  die  mit 

-4r  verschwinden,  oder  die,  falls  sie  von  t  abhängen,  mit  -^  gleich- 

mäßig  gegen  Null  konvergieren,  für  alle  t,  die  unter  einer  endlichen 
Schranke  bleiben. 

Dann  ist  nach  §  122  (10),  (8) 

C'-HL'^-2ffz,'z,{1^8), 

also 

">  (^)'=^A^)  =  ^(V-^^)(l  +  «.)     (§122(1)) 

und 

2 

^         C        Ldx         /-,     ,       V 


VHi^o'-  ^') 


zo 


=  -—=  arc  cos  —  (1  +  «J 
■\/H  ^0  ^' 

oder  

15)  2  =  2:,  cosi^jf(l +€5). 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  auch  x  und  y  unter  der  An- 
nahme eines  sehr  großen  Wertes  von  H  angenähert  als  Funktionen 
von  t  darstellen.  Durch  zweimaliges  Differenzieren  der  Gleichung 
;ra  _|.  ^2  _|_  2:2  —  JJ2.  findet  man 

/  dxy  ,(  dyy      (  d^Y  d^    ,      jly_,^^d^__^Q 

[-dTJ  -^[~dr)  +l^i  ^"^  dt^  ^y  dP  +^  dr^       "' 

also  mit  Beachtung  von  §  121  (1)  und  (4): 

ISfL 
-2qz   -\-H=^    ^"^    +9Z 

oder 

16)  JV=^^(l+g, 
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somit  nach  §  121  (1): 

l         dt      dt  r-  y  dt    ^    ^^«^' 


Wir   denken   uns    das   Koordinatensystem    so  gelegt,    daß    zur 
dx  f\        dy 


Zeiti  =  0:       4f  =  „„,  x  =  0.     ^f-  =  0,   y  =  y,  =-1/2^ 


wird. 

Dann   findet    man,   indem   man   die  Gleichungen  (17)  zwischen 
0  und  t  integriert: 

Wie  von  (14)  zu  (15)  gelangt  man  von  diesen  Gleichungen  mit  Be- 
achtung der  vorgeschriebenen  Nebenbedingungen  zu  folgenden: 

19).  ;  .=  ^W^-\til+.,), 

20)  y  =yo  cos^  <   (l  +  W- 
Aus  (15)  und  (19)  folgt  noch 

21)  y  =  |^Ml  +  *„)-  .     , 

D.  h. :  Bie  Bewegung  verläuft ^  falls  v^  genügend  groß  ist,  während 
einer  unterhalb  einer  endlichen  Schranke  bleibenden  Zeit  mit  beliebiger 
Annäherung  auf  einem  größten  Kreise  der  Kugel. 

Zu   den    nämlichen   Gleichungen   (15),   (19),    (20),   jedoch    mit 
€  Q  ^  0   und  ohne  die  Notwendigkeit,   unter  E  eine  große 


fie  =  fi, 


5  "9         "10 


Zahl  zu  verstehen,  gelangt  man  auch,  wenn  man  in  den  Differential- 
gleichungen §  121  (1)  von  vornherein  ^  =  0  setzt,  d.  h.  wenn  man 
auf  den  Punkt  P  keine  andere  Kraft  wirken  läßt  als  die  Reaktion 
der  Kugel.  Man  hat  nur  zu  bemerken,  daß  in  diesem  Fall  in  (16) 
6g  sich  identisch  gleich  Null  ergibt,  somit  N  konstant  ist,  und  daß 
daher  jede    der   drei  linearen  Differentialgleichungen  §  115  (1)  das 

allgemeine    Integral    x,  y,   z  =  C^  sin]/,-  ^  -1-  C^co^y  j-t    besitzt, 

woraus  sich  mit  Beachtung  der  Anfangsbedingungen  die  angegebenen 
Formeln  ergeben. 
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§  125.     Der  Winkel  (f  als  Funktion  der  Zeit. 

Zwischen    dem   Winkel    (p   und   z   fanden   wir    die   Beziehung 

(§121(16)): 

z 

Gdx 


Wir  dürfen  im  folgenden  voraussetzen^  daß  wir  es  weder  mit 
einem  ebenen  Pendel  {C  =  0)  zu  tun  haben,  noch  daß  der  im 
vorigen  Paragraphen  S.  421  erledigte  Fall  vorliegt,  wo  der  Punkt  P 

sich  auf  einem  Horizontalkreis  bewegt  {(p  —  q)^  =  \/ ^^-^  t]\  m.  a.  W. : 

Wir  dürfen  annehmen,  daß  f\z)  drei  getrennte  von  ±  L  verschiedene 
Nullstellen  besitzt.  Die  zu  integrierende  Funktion  auf  der  rechten 
Seite  von  (1)  besitzt  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  für  ^f[z)  vier 
Pole  mit  von  Null  verschiedenen  Residuen,  nämlich  je  einen  an  den 
beiden  Stellen  z  —  L  und  je  einen  an  den  beiden  Stellen  z  ——  L 
der  Fläche.     Die  vier  Residuen  an  diesen  Stellen  sind 

2)  -. £_=  +  _!. 

±  2  y/-(±  L)       ""    2  ' 

zu   einer  der  beiden  Stellen  z  =  L  gehört  das  Residuum    -^ ,  zur 

anderen  das  Residuum   — ^^— ,    das    nämliche    gilt   von    den    beiden 

Stellen  —  L.  Auf  der  rechten  Seite  von  (1)  steht  somit  ein  Integral 
dritter  Gattung.  Wollen  wir  cp  als  Funktion  der  Zeit  t  kennen 
lernen,  so  haben  wir  ganz  nach  Vorschrift  des  §  62  das  Integral 
erster  Gattung  (§  123  (5))  : 

z  » 

3)  t-T-W^r=      C     ^^"^ 


als  neue  Integrations veränderliche  einzuführen. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung 

4)  t  —  T—  a^^  u. 

Dem  Wert  z  =  z^  entspricht  t  =  T,  also  u  =—  co^  (wie  auch 
jeder  hierzu  mod.  2föj,  2  Wg  kongruenter  w-Wert). 

Bestimmen  wir  die  Integrationskonstante  cp^  noch  so,  daß  9  =  0, 
wenn  t  =  T,  z  =  z^  ist,  so  geht  mit  Beachtung  von  §  123  (5),  (8),  (9) 
Gleichung  (1)  in  folgende  über 
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^       J    L     \ßgL-  E-12L^pu     '     6^  L  +  jy+ 12  L^jo  w 

—  a>3 

Um  dieses  Integral  nach  Vorschrift  des  §  62  zu  berechnen,  hat  man 
die  auf  der  rechten  Seite  in  der  Klammer  stehende  elliptische 
Funktion 

6)  F{u)  =  ~^-.  [ßgi^_  jff_i2L^pu   "^    6gL-\-  H-{-12L^pu) 

in  Partialbrüche  zu  zerlegen.  Dazu  ist  nötig,  sowohl  zwei  inkon- 
gruente Werte  a^ ,  —  a^  zu  finden,  für  welche  der  erste  Nenner 
ßg L  —  H  —  121/^pu  verschwindet,  oder  anders  ausgedrückt,  für 
welche  die  Funktion 

7)  ,.(„)  =  -l|l;.„  +  /^      (§123(9)) 

gleich  +  L  wird,  als  auch  zwei  inkongruente  Werte  a^,  —  «2  ?  ^^^ 
welche  die  Funktion  (7)  gleich  —  Z  wird;  daß  tatsächlich  «^  $—  a^ 
und  a^^  —  a^  ist,  mit  anderen  Worten,  daß  a^  und  a^  keine  Halb- 
perioden sind,  ergibt  sich  daraus,  daß  nach  Voraussetzung 
f(±l)  +  0  ist,  während  f{z{o}J)  =  f(zj  =  0  ist,  für  a  -  1,  2,  3. 
Für  die  Funktion  (7)  gilt  nämlich  nach  §  123  (7)  und  §  23: 

8)  2;(«i)  =  z^  ,  z{a)^  +«3)  =  Zg , 

9)  z  («3)  =  Z3 ,        lim  z  ( I  6  j  z)  =  —00  . 

Da  einerseits  L  zwischen  z^  und  z^,  andrerseits  —  L  zwischen 
Zg  und  —00  liegt,  können  wir  auf  Grund  von  (8)  und  (9)  a^  und  a^ 
vollständig  (d.  h.  nicht  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  und  bis  auf  das 
Vielfache  der  Perioden)  bestimmen  durch  die  Forderung 

10)  a^  —  (ü^  -{-  i  a ,     wo     0  <  a  <  |  ojg  | , 

11)  -a,=iß,  wo     0<ß<[a>^\; 

^2  ist  somit  rein  imaginär,  während  «^  den  Realteil  co^  hat.  Wenn 
Zahlenwerte  für  die  Konstanten  ^,  Z,  C,  H  gegeben  sind,  findet 
man  a^  und  a^  am  einfachsten,  indem  man  nach  §  112  die  Integrale 

f--^     und      T-k^ 

J  V/'W  J  VfW 

00  00 

berechnet. 

Durch  Differentiation  von  (7)  folgt 


Q g    ^  ^  ^  du  dt 
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also  insbesondere  für  z/  =  a^ ,  a^,  z  =  ±  Z  =  —-  Yf(z)  (mit  Beachtung 
von  §  23,  V,  VII  für  das  Vorzeichen) 

13)  /-2-^i#- 

Als  Residuum  der  Funktion  F{u)  (6)  an  der  Stelle  u  =  a^  findet 
man,  indem  man  den  ersten  Nenner  nach  Potenzen  von  a^  ent- 
wickelt: 

L      '  —  \2I?'p'  a^        ^    2   ' 

genau   so    ergeben    sich    — ^,  +  it'     — ^    ^Is    Residuen   an   den 

Z  a  ii 

Stellen  —  «j,  —  «2>  S  (^S^*  (2))-  I^ie  gesuchte  Partialbruchzer- 
legung  von  F{:u)  lautet  somit 

14)  F^u)  =  \  \t{u  -  a^)  +  ^u  +  a^)  ^  C(u  +  «J  -  ^{n  -  a^)]  +  Const 
Die  Konstante  ergibt  sich,  indem  man  w  =  0  setzt,  gleich 

Durch  Integration  findet  man  endlich:  cp  =  1  F(u)du  oder 


—  Ö>3 


15) 


y  =  |ln 


er  (m  —  «i)  (T  (m  +  Oj)      ff  (—  Wg  +  a,)  ff  (—  Wg  —  0^2) 


ff  (W    4-    %)  ff  (W    —    «2)         ff  (  —    (üg    —    ätj)  ff  (  —    Wg    +  »2). 

Diese  Formel  läßt  sich  noch  vereinfachen  und  in  der  verein- 
fachten Formel  kann  auch  der  Logarithmus  leicht  eindeutig  be- 
stimmt werden;  wenn  wir  ihm  in  (15)  seine  ünendlichvieldeutigkeit 
lassen,  erhalten  wir  (p  nur  bis  auf  ein  Vielfaches  von  7t.  Wir 
setzen  zur  Abkürzung  t  —  T  =  t'  und  formen  (15)  durch  Benutzung 
der  folgenden  Gleichungen  um  (§42): 

(T(u  —  öj)  =  ö'(<'  —  «3  —  ft>i  —  2«)  =  (7  ^2  tf'72(*'-*«^  (Tg  {f  —  icc), 

g{u  +  fli)  =  G{t'  —  «3  +  «j  -\-  ia)  —  G  (it'  +  a?2  +  2  a)  +  2  cö^) 

<7(m  +  «2)  =  (T{t'  —  CQ^  —  iß)  =  —  ö-«3^-'?3(«'-»^)  0-3  (<'  —  iß), 

(t(u  -  flg)  =  (T(t'  -  W3  +  2/5)  =  _  <rft>3e-'?»(^'+^/')  (T^(f  +  «"/5), 
^    ]   ~      a{ia  +  wi)  ffl(^«)    "^   'i* 
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16) 


Durch  Einsetzen  in  (15)  findet  man 

—  In  ^2  (^  —  *  «)  ö"3  (^'  —  *J^) 


^        2 
Da   für  f 


+  er 


(Ta  (f  +  ia)  o-g  (/'  +  ^  (^ 

0  auch  ^  =  0  werden  soll,  ist  dem  Logarithmus 
der  eindeutig  bestimmte  Wert  beizulegen,  der  für  t'  =  0  verschwindet. 

Man  bestätigt  leicht,  daß  die  rechte  Seite  von  (16)  für  reelle 
Werte  von  t'  reell  ausfällt:  die  Funktionen  a,  ö-^,  ö-g,  (t^  haben  im 
vorliegenden  Fall  reelle  Koeffizienten,  der  Zähler  und  Nenner  des 
unter  dem  Zeichen  In  stehenden  Bruchs  sind  also  konjugiert  kom- 
plex, der  Bruch  ist  vom  Betrag  1,  sein  Logarithmus  rein  imaginär. 
Ferner  sind  (T^(icc),  (j'{iß)  reell,  o^iici),  (y[iß)  rein  imaginär,  also  ist 
auch  der  zweite  Summand  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  reell. 

Für  wirkliche  Zahlenrechnung  wird  man  die  a-Funktionen 
durch  i9'-Funktionen  ersetzen: 


17) 


^  =  — In 


t'  -in 
2  &), 


It'+ia 


Wa   \    ^     I    f  +  iß 


2a)i 


+  it' 


^  \  2  G>t   \  oi^j ^   \  2  tot   I    «1  1 

f    ia    I   G)^\  f   iß      jüj  \ 

^'[2cüi\   coj  ^'   [2  CO,'      wj 


Die  ?9'-ßeihen  werden   freilich  nur  dann  gut  konvergieren  (vgl. 
§113),  wenn 

-^    >1 


oder   wenigstens    nicht   erheblich    <  1    ist;    im   anderen    Fall   wird 
man  die  i9'-Reihen  so  transformieren,  daß  ihr  zweites  Argument 


statt 


wird  (§  75,  vgl.  auch  §  128). 


§  126.    Der  zur  Schwingungsdauer  2  »^  gehörige  Drehwinicel  2  (P. 

Mit  2  0  bezeichnen  wir,  wie  schon  in  einem  besonderen  Fall 
(siehe  Gleichung  (13)  des  §  124)  geschehen  ist,  den  Betrag,  um  den 
^  wächst,  wenn  t  oder  u  um  2  w^  zunimmt: 

1)        ^  2  0=^(M  +  2ft)J-9D(w), 

wir  werden  nämlich  sofort  sehen,  daß  diese  Differenz  von  u  unab- 
hängig ist;  2  Q>  ist  also  insbesondere  der  Winkel,  um  den  die  durch 
die  ^-Achse  und  die  Pendelstange  gelegte  Ebene  sich  dreht,  während 
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der  Punkt  von  seiner  höchsten  Stellung  ausgehend  wieder  in  die- 
öelbe  zurückkehrt. 

Setzt  man  den  Ausdruck  (15)  des  vorigen  Paragraphen  auf  der 
rechten  Seite  »von  (1)  ein,   so  findet  man  mit  ßücksicht  auf  §  27  (7) 

2)  2  0  =  2i[n,{a,  -  a,)  +  «.ga^  -  ^aj]+k7i. 

Diese  Formel  liefert  den  Winkel  2  0  nur  bis  auf  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  n.  Da  aber  (p  eindeutig  definiert  ist,  muß  k  einen  ganz 
bestimmten  Wert  haben  Und  zwar  wegen  der  Stetigkeit  einen  und  den- 
selben für  alle  möglichen  Werte  von  a^.  Es  genügt  daher  k  für 
einen  beliebigen  Wert  von  a^  zu  berechnen,  wir  wählen  als  solchen 
den  dem  Grenzfall  des  ebenen  hin-  und  herschwingenden  Pendels 
entsprechenden;  in  diesem  Fall  ist  z^  =  —  L,  Zj^  =  -\-  L,  also  a^  =  Oj , 
«2  =  —  «3.     Für  diese"  Werte  erhält  man  aus  (2) 

2  0  =  2  2  [^j  (-  «3  -  ö?j)  +  «1  (^1  +  7/3]   +  Ä  TT 

und  wegen  der  Legendee  sehen  Relation 

3)  2(1)  =  +  7t  +  kTl. 

Daß  im  Falle  des  hin-  und  herschwingenden  Pendels  2  0  —  n 
also 

4)  k=0 

zu    setzen    ist,   möchte   man   fast   als   selbstverständlich  annehmen; 


denn  die  Anschauung  sagt  uns,  daß  die  Horizontalprojektion  eines 
Pendels  F,  das  sich  von  einem  ebenen  wenig  unterscheidet,  eine 
Figur  der  Form  57  beschreibt,  in  welcher  0  angenähert  =  y  ist. 


§126.    Der  zur  Schwingungsdauer  2  (o^  gehörige  Drehwinkel  2  0.     429 

Freilich  ist  unsere  Anschauung  ungenau,  und  es  bedarf  ausdrücklich 
eines  Beweises,  daß  jene  Horizontalprojektion  nicht  etwa  das  Aus- 

sehen  der  Fig.  58  hat,  die  einem  Wert  (p  =  —r~  für  das  ebene  hin- 

und   herschwingende    Pendel    entsprechen   würde.      Der   Beweis   ist 


Fig.  58. 

leicht   zu   erbringen,   da   man    0   für   den   vorliegenden  Fall    sehr 
leicht  auf  andere  Weise  als  durch  Gleichung  (l)lberechnen  kann. 

Allgemein  nämlich  wird  0  geliefert  durch  das  Integral  dritter 
Gattung: 


5) 


.        J    (L^ 


LGdx 


x^)  I  YiH -2gx) (La  -  x^)  - G^ 


Im  Grenzfall   des   hin-   und  hergehenden  Pendels,    den  wir  im 
Auge  haben,  ist 

z^^-Z,         z,  =  -^<L,         (7=0, 
und   unsere  Aufgabe   ist   ailso,    zu   zeigen,    daß    der  Grenzwert  der 
rechten  Seite  von  (5)  für  lim  (7=0  gleich  —  ist.     Da  C  im  Zähler 

vorkommt  und  da  der  Nenner  für  verschwindendes  C  auf  dem  ganzen 
Integration swege  außer  für  die  Umgebung  der  unteren  Grenze  z^ 
oberhalb  einer  endlichen  Schranke  bleibt,  ist  es  erlaubt,  die  obere 
Grenze  z^  durch  z^-\-  a  zu  ersetzen,  wo  a  eine  von  C  unabhängige 
beliebige  kleine  Zahl  >0  bedeutet;  mit  «^  bezeichnen  wir  Zahlen 
(nicht    durchweg    die  nämlichen),    die  mit  a  verschwinden,    oder  die 
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falls  sie  noch  von  z  abhängen,  für  alle  z  des  Integrationsintervalls 
2^3  •  •  •  Zg  +  ßf  gleichmäßig  mit  cc  der  Null  zustreben. 

Wir  haben  somit,  wenn  wir  noch,  wie  schon  in  Gleichung  (17) 
des  §  122  geschehen  ist,  C  durch  seinen  Ausdruck  in  z^,  z^  ersetzen, 
das  Integral 


Zn  +  a 


^)  r L|l/L^-_^/j(L^-.3^)U^ 

J     (L« -  Pi^)  ]/(x  -  X,)  {x^  -  X)  (IJ  +  X  {X,  +  X,)  +  X,  xs)~~ 

und  seinen  Grenzwert  für  lim  z^=—  Z,  was  ja  lim  C  =  0  völlig 
entspricht,  zu  untersuchen.  Für  (6)  können  wir  auch  schreiben 
(indem  wir  die  Faktoren  z^  —  z,  L  ~  z,  Z^ -{-  z(z^  +  z^  -h  z^z^,  die 
im  Integrationsintervall  oberhalb  einer  endlichen  Schranke  bleiben, 
durch  (z,  +  X)(H-  €j,  2Z(1  +  O.  (^  -  ^2)(^  -  ^3)(1  +  O  ersetzen) : 

Za+o 

Xa  \   d  X 


^)  (1  +  O  f-- li^^- 


\yx-x,\ 

Führt  man  z  —  z^  —  ^^  als  neue  Integrationsveränderliche  ein 
und  setzt  man  zur  Abkürzung  |  ]/.//  +  Zg  |  =  a ,  so  hat  man  schließ- 
lich für  lim  a  =  0  den  Grenzwert  des  Integrals 

a 

8)  (l  +  0j-^ij|r  =  (l  +  0arctg'; 

*  0 

zu  untersuchen.  Da  einerseits  der  gesuchte  Grenzwert  von  der  noch 
in  hohem  Maße  willkürlichen  Zahl  a  überhaupt  nicht  abhängt  und 
da  andrerseits  s^  als  beliebig  klein  angesehen  werden  darf,  erhält 
man  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  für  lim  a  =  0  den  Wert  ^ ,  wie 

behauptet  wurde.     Damit  ist  auch  (4)  bewiesen. 

Für  den  Grenzfall  des  ebenen  durchschlagenden  Pendels  findet 
man  genau  so  (l)  =  n,  denn  dann  liefert  nicht  nur,  wie  soeben  die 
Umgebung   der   unteren   Grenze    z^  =—  Z,    sondern   auch   die   der 

oberen  z^  =  -\-  L  den  Betrag  ^  zu  dem  Integral.  In  diesem  Fall 
ist  «2  =  —  ^3  >  «1  =  ö9j  +  ft>3  zu  setzen ;  dann  liefert  auch  Gleichung  (2) 
für  ^  =  0  den  Wert  Qi  =  71. 

Wir  beweisen  bezüglich  0  noch  zwei  sehr  anschauliche  Sätze: 

I.    Es  ist  stets   Q)  ^  -   ,  und  0  =  --  nur   im  Falle  des  hin-  und 

herschicingenden  ebenen  Pendels. 

IL  Es  ist  stets  (l)-^7i,  und  Qi  —  n  nur  im  Falle  des  ebenen 
durchschlagenden  Pendels. 
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Außerdem  ist  offenbar  lim  0  =  itt  in  dem  von  einem  schweren 
Pendel  bei  endlicher  Anfangsgeschwindigkeit  nie  erreichten  G-renz- 
falle,  der  am  Ende  des  §  124  besprochen  wurde. 

Da    die  Behauptung,    soweit   sie    die  Geltung  der  Gleichungen 

0  =  Y    ^^^  0  =  TT   in   den  Grenzfällen   des  ebenen  hin-  und  her- 

schwingenden  Pendels  und  des  ebenen  durchschlagenden  Pendels 
betrifft,  schon  bewiesen  ist,  dürfen  wir  im  folgenden  voraussetzen, 
daß  keine  der  diese  Fälle  kennzeichnenden  Gleichungen  Zg  =  —  i, 
z^  =  Z  oder  z^  =  X  gilt.  Zum  Beweise  benutzen  wir  wieder  das 
Integral  (17)  des  §  122: 


J    iL' 


g^  ,  L\y{L'-z,')iL'-x^)\dz 


Um  2  0  zu  erhalten,  haben  wir  dieses  Integral  um  eine  Kurve  Ä 
zu  erstrecken,  welche  die  Verzweigungspunkte  z^  und  Zg  von  )//^(z) 
umschließt,  dagegen  z^  und  +  L  außerhalb  läßt.  Die  eine  Über- 
gangslinie  der  Riemann  sehen  Fläche  für  ^fiz)  denken  wir  uns 
geradlinig  von  z^  nach  z^  gezogen,  die  andere  geradlinig  längs  der 
reellen  Achse  von  z^  nach  +  oo.  Der  Integrationsweg  A  liegt  dann 
ganz  in  einem  Blatt  R^  der  Riemann  sehen  Fläche;  er  möge  etwa 
von  Zo  nach  z^  längs  des  oberen  Randes  der  ersten  Übergangslinie 
verlaufen  und  dann  längs  des  unteren  Randes  nach  z^  zurückkehren. 
An  dem  oberen  Rande  sei  Yf(z)  >  0,  am  unteren  <  0;  für  reelle 
z  zwischen  z^  und  z^  ist  dann  die  Quadratwurzel  in  R^  negativ 
imaginär;  am  oberen  Rande  der  von  Zj  nach  oo  laufenden  Über- 
gangslinie ist  sie  negativ  reell,  am  unteren  Rande  positiv  reell;  für 
reelle  z-Werte  <  Zg  ist  "(//'(z)  in  R^  positiv  imaginär.  Wir  denken 
uns  noch  einen  zweiten  Integration s weg  B,  der  in  R^  von  oo  längs 
des  oberen  Randes  der  Übergangslinie  Zj  oö  nach  z^  läuft  und 
längs  des  unteren  Randes  nach  oo  zurückkehrt  (Fig.  59).   Die  beiden 


Fig.  59. 

Kurven  A  und  B  zusammen  begrenzen  ein  Gebiet  von  i^j,  in  welchem 
die  in  (9)  uater  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  die  beiden 
Pole  z  —-^  L  und  z  —  —  L   besitzt;    nach  unserer  Festsetzung  der 

Quadratwurzel   für  R^    ist  in  beiden  das  Residuum   =—  ^.     Nach 
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dem  Caucht  sehen  Integralsatze  ist  daher 

2.i  j 


2  0 

2 


(da  ja  z^  >  Z) 


oder 


0  =  7i-Z  f~ 

J  (x^ 


^')  I  y(%  -  ^)  (*  -  ^3)  (/>'  +  X  (^2  +  ^3)  +  Ä2  ^^^a)  I  ' 

also 

10)  0<;r, 
w.  z.  b.  w. 

Um  auch  Satz  II  zu  beweisen,   beachte  man,    daß  z  in  der  im 
Nenner  von  (9)  vorkommenden  linearen  Funktion 

11)  ^^+^-(^2 +  ^3) +  ^2  ^3 

einen  negativen  Koeffizienten  [z^  +  z^  hat,   daß  diese  Funktion  also 
'   mit  wachsendem  z  abnimmt  und  daher  für   -  L  größer  ist  als  für 
alle  z  zwischen  z^  und  z^: 

12)  (i^-^2)(^-^3)>^'+^{^2+^3)  +  ^2^3       (^3^^^^3), 

beide    Seiten    dieser   Ungleichung   sind    >  0,    da   (11),  je  nachdem 
z^Zj  ist,  ^0  ausfällt  (§  122(15)).     Aus  der  Gleichung 

und  aus  (12)  folgt  also 

13)  2  <^  >  r  -^^  I  V(-^  +  ^2)  (i>  +  ^.)  u  ^ 

J   {Iß  -  X')  V{x,-x){x-x^' 


Dieses  Integral  kann  man  elementar  auswerten,  eiijfacher  findet 
man  es  so:  Die  Kurve  Ä  begrenzt  auf  dem  einen  Blatt  der  Rie- 
MANN  sehen  Fläche  für  '^(z^  —  z)  {z  —  z^  ein  (unendlich  großes)  Ge- 
biet, in  welchem  die  zu  integrierende  Funktion  zwei  Pole,  bei  +  L  ' 
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und  als  Eesiduum  bei  z  =  —  L 


und  bei  —  L  besitzt;  da  '^(z^  —  z){z  —  z^)  für  z  >  z^  negativ  ima- 
ginär,  für   z  <  z^   positiv   imaginär   ist,    erhält   man  als  Residuum 

bei^-Z-    zj|]/[^"+"^(^-+M 

--  .  Der  Wert  des  Integrals  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  ist 
somit  nach  dem  Cauchy  sehen  Integra,lsatze 

also,  wie  behauptet,   >•  n. 

§  127.   Die  Gegenwirkung  der  Pendelstange. 

Für  die  Kraft  N,  welche  von  dem  Stabe  des  Pendels  auf  den 
Punkt  P  ausgeübt  wird,  findet  man  aus  §  121   (1): 

-^  ergibt  sich  durch  Differentiation  aus  Gleichung  (14)  des 
§  121: 

es  ist  somit 

3)  N^~{H-^gz). 

N  nimmt  also  mit  wachsendem  z  ab.  Da  man  z  als  Funktion 
von  t  kennt  (§  123),  gilt  das  gleiche  von  N. 

Nach  der  Energiegleichung  (§121  (4))  ist,  wenn  v  die  Ge- 
schwindigkeit von  P  bedeutet: 

4)  v^^=-2gz-^H,     - 
also  für  z  =  z^: 

An  der  tiefsten  Stelle  des  Punktes  P  ist  die  Spannung  N  somit 
immer  positiv;  falls  auch  H  —  Sgz^^O  ist,  wird  N  während  der 
ganzen  Bewegung  nie  negativ,  und  man  könnte  die  Pendelstange 
durch  einen  Faden  ersetzen. 

Dagegen  wechselt  A'  das  Vorzeichen,  wenn 

TT 

ist;  da  z^  -}-  z^  -i-  z^  =  — —   ist    (§  122  (8)),    kann    man    diesen  Fall 
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auch  durch  die  Ungleichung 

kennzeichnen;    es  ist  dann  sicher  z^y  0  (wegen  z^y^  Z,  23  >  —  Z). 
Aus   den   beiden    ersten    Gleichungen   (1)   des  §  121    folgt   mit 
Rücksicht  auf  §  121  (5): 

.  d^    d^y  _   dy_  ^_x_  ^  _iV_     ^ 

'  dt     df^  dt     df  mL'      ' 

Danach  hat  die  Horizontalprojektion  der  Bahnkurve  dann  und 
nur  dann  einen  Wendepunkt,  wenn  die  Spannung  ISt  ihr  Vorzeichen 
wechselt. 

Setzt   man  den  Wert  H  aus  (4)  in  (3)  ein,  so  findet  man  noch 

Die  Spannung  N  ist   hier    zerlegt  in  zwei  Teile,    deren  einer  ^^ 

von  der  Zentrifugalkraft,  deren  anderen  — Vll^^    yon    der   Schwere 
herrührt. 

§  128.    Näherungsformeln  für  das  ebene  Pendel. 

Ist  a  der  Ausschlagwinkel  eines  ebenen  Pendels,  so  ist  z^  =  Z, 
z^=  —  Zcosc{,  z^  =  —Z;  die  Schwingungsdauer  (Zeit  eines  Hin- 
oder Hergangs)  ist  also 


1) 


2  (ö,  =  2  r 


I-cos  a 

Ld% 


]/{x  —  L){%Jr  L)  (z  +L  cos  a) 

-L 
L 

Ldz 


J  \y(x  +  L)(^ 


L)  {%,  —L  cos  a)  I ' 

L  cos  « 


für  die  rein  imaginäre  Periode  2«3  erhält  man: 


3 

L 


2)  2o3.=  2i  A^- ^Ldx  ^ 

'  ^  J   \-\/{x+L){x-L){x+  Lco&o)\ 

— Lcosa 

Bezeichnet  man  mit  2  ß?/,  2  co^  die  zum  Ausschlagwinkel  n  —  a 
gehörigen  Perioden,  so  erkennt  man  durch  einen  Blick  auf  die 
Formeln  (1),  (2)  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

3)  «/  =  I  «3  I  ,         I  «3'  I  =  «1 : 

Die  imaginäre  Periode  beim  Ausschlagwinkel  a  hat  den  nämlichen 
Betrag  wie  die  reelle  heim  Ausschlagwinkel  %  —  a. 
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Danach  genügt  es,  co^  und  Wg  für  Ausschlagwinkel  ^  —  zu 
berechnen.  Unter  dieser  Voraussetzung  stimmen  auch  «j,  «^  mit 
den  Hauptwerten  Wj,  «^  überein;  dies  folgt  sofort  aus  §  77,  V  mit 

a  TT 

Rücksicht   darauf,    daß    einerseits   e^  —  -~^z   —         .^    (§123  (7)), 

andrerseits  z^-  •  -z^  die  kleinste,  z^-  ■  -z^  die  größte  Seite  des  aus- 
gearteten Dreiecks  z^  z^  z^  ist.     Für  den  Hauptwert 


findet  man 
es  ist  also 


ei  -  e,        »1  -  %< 


-,         T         14-  cos «  «  « 

l-,t  = =  cos'-, 


4)  z=i4lHi=-i:j6i. 

i  +  fT^T      i  +  |/cos|^ 

2«^  berechnen  wir  am  einfachsten  aus  Formel  (16)  des  §  112;  wir 
vernachlässigen  die  achte  und  höhere  Potenzen  von  l  und  erhalten 

so  mit   einem  relativen  Fehler   <  — r-  für  a<  — : 

10^  —  2 


4 
9  ^1     _  . 


.(■4) 


oder 


5) 


cos  —  , 


/ 


In  den  meisten  Fällen  darf  man  hier  auf  der  rechten  Seite 
noch  /*  vernachlässigen,  wodurch  man  folgende  Näherungsformel  für 
die  Schwingungsdauer  erhält: 


5') 


■■■'^'-^(T7ifc|y-''/T''^'"- 


Ihr   relativer   Fehler    ist   für   einen   Ausschlagwinkel   von    80^ 
immer  noch   <  — -^ ,    während    dann    die    bekannte    für   unendlich 

kleine  a  geltende  Näherung: 

28* 
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6)  2«i  =  7r|/- 


schon  um  ungefähr  — -.  des  wahren  Wertes  falsch  ist.  Noch  bis  zu 
einem  Ausschlagwinkel  bis  zu  135^  ist  der  relative  Fehler  der 
Formel  (5')  geringer  als  ^r^^  ,  während  der  der  Formel  (6)  für 
«=  135^  ungefähr  -—  beträgt. 

Falls  a  >  -^  ist,  wird  man  im  allgemeinen  die  Benutzung  der 
Beziehung  (3)  vorziehen;  um  die  rein  imaginäre  Periode  2o;.j  bei 
einem  Ausschlagwinkel  a^—-  und  damit  die  reelle  Periode  2  oj/ 
für    den  Ausschlagwinkel  ;i;  —  «  zu  erhalten,    berechnen  wir  zuerst: 

7)  Ä  =  4  +  -i^     (§54(6)), 

was  durch  diese  beiden  Summanden  mit  einem  Fehler  <  10~^^  und 
durch  den  ersten  Summanden  allein  mit  einem  Fehler  <  10~^  ge- 
schieht, sodann  erhalten  wir 

8)  I  «3  I   =   I  «/  1  =--^lnÄ. 

Für  den  Ausschlagwinkel    ti  —  a,    wo  «  ^  -— ,  erhält  man  so- 

mit  aus  (ö'),  (7),  (8),  wenn  man  in  (7)  1^  vernachlässigt,  den  folgenden 
Näherungswert  der  Schwingungsdauer 


9)  |/-f  A=^ln    2  -i— 4     =  l/A(i  +,,,„(2,-.). 

4,— 

Für  GJ  =  ^    wird  /  =  —z- —  ^^^  I  ^3  I  =^1^    ^i®   Formel  (8) 

^  y  2  +  1 

liefert   dann,    wenn    man    in    ihr   noch  Ji  näherungsweise  durch  — - 
ersetzt,  folgenden  merkwürdigen  Näherungsausdruck  für  n 

10)  7r  =  ln2- ln(]/2.~  1) +  21n  (1/2 +1) 

(mit  einem  Fehler  <4-10-^). 

Berücksichtigt  man  auch  höhere  Potenzen  von  l  in  der  Ent- 
wicklung von  Ji,  so  erhält  man  ähnliche  Formeln,  die  genauer,  aber 
auch  weniger  einfach  sind. 
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1  +  cos  a 
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Für  a  =  -—  ergibt  sich  das  Doppelverhältnis 


Nach  einem  früheren  Ergebnis  (s.  S.  298)  ist  dann  |  o^g  |  =  co^  ys. 

Die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  ist  daher  mit  einem  Äus- 
schlagswinkel  gleich  150^  ^S  mal  so  lang  wie  mit  einem  Ausschlag- 
Winkel  gleich  30^. 

Endlich  wollen  wir  noch  für  das  ebene  hin-  und  herschwingende 
Pendel  Näherungsformeln  ableiten,  durch  welche  die  Höhe  z  als 
Funktion  der  Zeit  dargestellt  wird  und  zwar  unter  Beachtung  einer 
etwa  ebenso  großen  relativen  Genauigkeit  wie  vorhin  bei  der  Berech- 
nung von  ct>j ,  «j'.  Wir  setzen  den  Ausschlagswinkel  z  zunächst  ^  -^ 
voraus  und  lassen  die  Bewegung  zur  Zeit  ^  =  0  an  der  tiefsten 
Stelle  z^-  L  beginnen.  In  Formel  (10)  des  §  123  ist  dann  T  =  0 
zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

g       2  L{L  —  L  cos  «) 


iz=-I.+ 


11) 


=  —  L  +  g{[  —  cos  a) 


*»Vl7 


i/ +  i/|y2  yi-  cosof 


V^i  -  g> :__ 

(§  53  (3)} 


Die  hier  vorkommenden  i^  -  Funktionen  entwickeln  wir  nach 
Potenzen  von  h  und  vernachlässigen  h^  und  höhere  Potenzen,  gleich- 
zeitig ersetzen  wir  vermöge  (7)  h  durch  —  und  vermöge  (4) 


12) 

Wir  erhalten  so 


1  —  cos«     durch     16 


/  +  l- 


(1  +  0^ 


z  +  X  =  16X/^ 


(1  +/«)'/•  (sin 


tn 
2«, 


/^     .      '6tny 


(1  4-0^(1  -/cos-J)^ 

oder  auch  innerhalb  der  gleichen  Grenzen  der  Vernachlässigung: 

(-^)(' 


13) 


z-]-  L^  ULI 


tn 
2cji 


P       .        3^71 

--sin  -^r — 
4  2w, 


(>  +  '>(>-'<=-—) 
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Die  hier  vorkommenden  Größen  /  und  w^  sind  als  Funktionen  des 
Ausschlagwinkels  a  durch  (4),  (5)  gegeben. 

Für  t  —  co^    müßte  die  rechte  Seite  von  (13),  wenn  die  Formel 
genau  wäre,  den  Wert 

14)  ,  i/(l  -  cose^)=^  16i//(l  +  Z2)(l  + /)-* 
ergeben;  sie  liefert  aber 

15)  i6iZ(l  +  /^+^  +  -[l  +  -i!-)(l +/)-*. 

Der  Unterschied  beider  Werte  ist  6  Z  (/^  +  (/^));  bemerkt  man 
noch,  daß  /^fürcj=-^,  — ,  ^,  ^  der  Reihe  nach  kleiner  als 

t>  4  u  Ä 

2.10-1«,       0,5-10-«,       1,5. 10-^       0,5.10-5 

ist,  so  hat  man  einen  guten  Begriff  von  der  Genauigkeit  der  For- 
mel (13).  Von  der  nämlichen  Größenordnung  sind  offenbar  die 
Fehler  für  alle  Werte  t  zwischen  —  co^  und  m^  ,  und  andere  ^- Werte 
braucht  man  mit  Rücksicht  auf  die  Periodizität  der  Bewegung  nicht 
einzusetzen. 

Die  Formel  (11)  gilt  auch  für  Winkel  cc>^;    doch   ist  dann 

— -  nicht   mehr   gleich    dem    Haupt  wert    f,    sondern    gleich    —  -^^. 

Man  wird  daher,  um  besser  konvergente  Reihen  zu  erhalten,  die 
Thetafunktionen  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  durch  die  Sub- 
stitution T  transformieren  (§  75):  Den  stumpfen  Ausschlagwinkel 
wollen  wir  wieder  mit  7t  —  a  bezeichnen ;  2  «i ,  2  Wg  sollen  ihre  Be- 
deutung als  reelle  und  rein  imaginäre  zum  Winkel  a  gehörige 
Periode  behalten,  die  Bedeutungen  von  h  und  /  bleiben  ebenfalls 
ungeändert;  die  neuen  zum  Winkel  n  —  a  gehörigen  Perioden  sind 
nach  (3)  2  |  ö^g  |   und  Ico^i.   Die  Formel  (11)  geht  in  folgende  über: 


16) 


r  =_  Z  +  L^|2^|\   -  cos  U 


V  2  tüj*      Wi  / 


i/+  16i;|y2//^(l  -f/2) 


(1  +  l^) 

Sh4^  -  Pää  1^  +  l^Sh^  -  l^^Shl^""  +  posj,^-j^_ 
2ü)i  2coi  2wi  2wi 2ü?i 


W,  ü),  «öl 


'-    2 


^H.2(4.)'+15(4)V>5.(±)% 


§  128.    Näherung s formein  für  das  ebene  Pendel. 
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An  die  Stelle  der  trigonometrischen  Funktionen  der  Formel  (11 


sind  in  (16)  die  sog.  hyperbolischen  Funktionen 


Shv  = 
Chv  = 


—  z  sm  ü  z  = 


cos  VI  — 


c"  -  e 


e"  +  e 


getreten.  Man  wird  (16)  nur  für  Werte  |  /  |  <  |  «3  |  benutzen 
und  sich  im  übrigen  auf  die  Periodizität  der  Bewegung  mit  der 
reellen  Periode  2  |  cö^  |  berufen.  Wegen  der  Restabschätzung  der 
Thetareihen  in  (16)  sei  im  wesentlichen  auf  §  113  verwiesen;  man 
wird  nur  dann  eine  größere  Anzahl  Glieder  im  Zähler  und  Nenner 
der  eckigen  Klammer  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  beibehalten 
müssen,  wenn  für  t  deswegen  eine  Zahl  von  großem  Betrage  ein- 
zusetzen ist,  weil  der  Quotient  la?3|:|a}j|  groß,  d.h.  a  klein  ist. 
Für  solche  a  folgt  näher ungs weise  aus  (12): 


oder 

17)  ■ 

daher  nach  (8): 

18)  |. 


^=16/ 
a^  =  64  h     (7) 


2    1       a  ..  n 

—  In  ---     mit  «    =  — - 

TT  8  *■  2    V     g 


19) 


Für  a  =   — -    findet  man  beispielsweise 

loU 


=  3,9 


d.  h.  also:  Bei  einem  Ausschlagwinkel  von  179^  ist  die  Schwingungs- 
dauer nicht  ganz  viermal  so  groß  wie  bei  einem  unendlich  kleinen 

Ausschlagwinkel.      Aus   (18)   ersieht  man  weiter,    daß    |  - 


um  1 


zunimmt,  wenn  man  von  a  zm  ae     ^  _.  _^    übergeht ;     danach    ist 

4,8 

z.  B.  für  a  =  ^-r^r^r^^- ,  d.h.  für  einen  Ausschlagwinkel  von  179^59^' 


der  Quotient 


180.120 


immer  noch   <  7. 


Auf  Grund  dieser  Überschlagsrechnungen  bestimmt  man  leicht, 
wieviel  Glieder  man  im  Zähler  und  Nenner  der  eckigen  Klammer 
auf  der   rechten   Seite   von   (16)   beibehalten    muß,    um    eine   vor- 
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geschriebene  Genauigkeit  zu  erzielen.  Es  sei  z.  B.  der  Ausschlag- 
winkel gleich  179^,  und  jener  Zähler  soll  auf  10  Dezimalstellen 
genau  berechnet  werden.     Ti  ist  nach  (17)  näherungsweise  gleich 

man    darf  somit  schon  h'^  vernachlässigen.     Da    |  ^  |  ^  1  «3  |    ist, 

bleibt  Li!  <  2  (19),  also  1  Sh  l  ~  <h~^  <h-^-;es  genügt  also, 
in  jenem  Zähler  die  ersten  vier  Glieder  beizubehalten,  während 
h^^ Sh-^z—^    schon  vernachlässigt  werden  darf. 

2  6)j 
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S.  92,  Z.  4  v.  u.  lies:    F^{. .)  =  0  statt  t\{. .). 

n  1 

S.  163,  Z.  2  lies:    - —  statt  —- • 
'  2  Wi  2  a>i 

S.  163,  letzte  Zeile  lies:    [f  statt  [  j. 

8.  183  kommt  der  Buchstabe  %  mit  zweierlei  Bedeutung  vor,  nämlich  als 

Wert  eines  Integrals  in  (4)  und  als  Koeffizient  von  f{x)  in  (8); 
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S.  235,  Z.  8  lies:   dn  statt  cn. 
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S.  264,  Gl.  (1)  lies:    ^o^  statt  ^  und  [J  statt  [  ]. 

S.  269,  Z.  16  u.  20  und  S.  270,  Z.  3  lies:   y.  Funktionen  statt  |u-Funktionea. 

S.  271  Z.  15  u.  16  lies:   (i  und  ^o  statt  ju-  und  ^o-- 
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